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SULLE CURVE CONICHE.

Defin. I. ^^*NE la retta MA, che non giace

ful piano del circolo CBA, con

perfetta rivoluzione fi aggiri in

torno ad un fuo punto N, fem

* pre rafente la circonferenza di

effo circolo; verrà con tal moto a generare

una fuperficie curva, che fuperficie conica fi ad

dimanda. Il folido rinchiufo in queſta fuperfi

cie e ’l fottopoſto circolo dicefi Cono. Il cir

colo CBA : n’è la fua bafe , il punto N il

vertice , e la retta MA fuol dirfi linea gene

ratrice , e talora retta rotante. - |

Cor. La parte NM della retta rotante;

ch’è al di là del punto N, vien ancor effa a

generare l'altra fuperficie conica MNR ver

ticalmente oppofta alla primiera CNA ,

A Defin.

Fig. 1.



Defin. II. L’Affe del Cono CNA è la ret.

ta ND condotta dal vertice di effo al centrº

della bafe ,

Defin. III. Ed un Cono fi dirà Retto, o

Scaleno, fecondochè il fuo affe regga perpendi

colarmente fu della bafe, o pur vi s'inclini.

Р R О Р. I. Т Е О R.

- Se dal vertice del Como CNA ad un qua
Fig. 2. lunque punto F della fuperficie conica conducafi la

retta NF : queſta dovrà giacere fulla medefimà

Juperficie e

Dim. La retta rotante in paffando per gl’in,

finiti punti della fuperficie conica dee neceffaria

mente paflare per lo punto F. Ella dunque

dovrà in tal fito trovarfi, adattata fulla congiun

gente NF. Ma la retta rotante fempre ne

giace fulla fuperficie conica : dunque quivi nę

ſtarà ancora la retta NF.C.B.D , '

Cor. La congiungente NF, fe protraggafi

giù del vertice del cono, dovrà fenza meno

incontrare la periferia della di lui bafe in un

punto E • -

Р R О Р. Н. Т Е o R.

Se i due punti F, e G della fuperficie co

nita CNA, (che però non giacciano a diritto col

veya

|

|
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vertice del cono ), fi unifcano per - mezzo della

retta FG; queſia dovrà immergerfi entro del cono.

Dim. Si unifcano le rette NF , NG , e fi

protraggano in giù, in fin che incontrino la pe

riferia della baſe ne punti E, ed A : e fi con

giunga la retta EA , -

- La retta EA, che unifce i due punti E,

ed A della periferia della bafe, cade dentro il

, circolo CEA (1): dunque il triangolo ENA ,

che poggia fulla medefima EA, dovrà immer

gerfi entro del cono CNAE . Ma la congiun

gente FG giace nel piano di effo triangolo :

dunque ne refterà ancor effa entro del cono

CNA . C. B. D.

Scal.

La genefi delle curve coniche, che fi

vuol premettere allo ſviluppo delle loro affezio

ni , può concepirfi in più maniere . Un piano,

che feghi un cono, vi forma entro di tal fo

lido una di queste curve ; ed ei vi può ezian

dio generare un circolo, ed un triangolo retti

lineo, come vedraffi ne’ſeguenti teoremi. Con mo

ti organici, con evoluzioni , e con proiezioni

eonvenevolmente praticate fi poffono fu di un

| piano fegnare i loro perimetri : ed in fin colla

riga, e col compaffo arriviamo ad investigar

- A 2 de’

(1) Prop. 2, El. III.
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de' punti, ps' quali pafferebbero coteſte curve.

Ma poichè il primo modo di generarle è il

più femplice infieme, e’l più geometrico; mi

è paruto ragionevole quì traſceglierlo per la

difamina delle loro proprietà, contentandomi

d'indicar gli altri modi, quando il chiederà l’

ordine di queste istituzioni . *

P R O P. l. II, T E O R.

Se il cono CNAE fia fegato col piano CPQA,

che paffi pel ſuo vertice, la fezione farà un trian«

golo rettilineo.

Din. Il propoſto piano incontri la circonfe

renza della bafe ne” punti A, e C: egli è chia

ro che la retta rotante nel generar la fuperficie

conica debba paffare per lo punto A, ch’è in

effa: onde dovrà in tal fito reftar diftefa fu

del piano CPQA. Ma ella è benanche nella

fuperficie ĉonica. Sarà dunque una linea retta

la comune fezione del piano fegante, e di quel

la parte della fuperficie conica, ch’è verfo A.

Con un fimile ragionamento proveraffi, che

fia una linea retta la comune fezione del pia

no fegante , e dell'altra parte della fuperficie

conica, ch’è verfo C. Onde effendo altresì

una retta l’interfezione del piano CPQA, e

della bafe del cono, cioè la linea CA ; farà

terminata dalle tre rette NA, NC, CA, la

parte del piano rinchiufa nel cono, e quindi

farà un triangolo rettilineo tal fezione. C. B. D.

Def

\
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Defin. IV. Se il piano fegante paffi non meno

per lo vertice del cono, che pel di lui affe, la

fezione fi dirà triangolo per l’affe.

P R O P. IV, T E O R.

Je il cono CNAE fi fegbi col piano LGR

parallelo alla fua baſe; la fezione farà un circolo.

Dim. Si prendano due punti G, ed R nel

perimetro di sì fatta fezione, e fi unifcano col

vertice N per mezzo delle rette NG, ed NR ,

che protratte in giù incontreranno la periferia

della bafe ne punti E., ed A. Di poi congiun

to l’affe ND fi tirino dal punto F, ov’ei ne

încontra il piano fegante, ai punti R, e G ,

le rette FR, ed FG; e dall'altro punto D ai

punti A, ed E, le rette DA, e DE .

Il triangolo DNA fega i piani paralleli

CEA , LGR : farà dunque tra fe parallele le

comuni fezioni DA , ed FR (1). E quindi il

triangolo DNA, perchè equiangolo all’altro

FNR gli farà fimile. Per la medefima ragione

farà il triangolo DNE fimile all’altro FNG.

Laonde effendo per la fimilitudine dei primi

triangoli DN : NF :: DA : FR , e per quella

degli altri due DN : NF :: DE: FG; farà DA:

FR :: DE: FG (2). Ma la retta DA è uguale

A 3. a DE

(1) Prop. 16. El. XI,

(2) ProP. I 1, Elem, V, . --

Fig. 4°
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Fig. 1.

Fig. 4.

a DE, effendo effe raggi della bạfe: dunque

l'è benanche FR uguale ad FG. E dimostràn

dofi collo steffo ragionamento, che fia uguale

ad FR ogni retta, che dal punto F va fino al

perimetro LGR , la fezione LGRF farà un

cerchio, di cui F è il centro • C. B. D .

cor. 1. Tutte le fezioni parallele alla ba

fe di un qualunque cono fono altrettanti cer

chi, i cui centri trovanfi allogati nell’affe del

medefimo cono . . -

Cor. II. Di più ogni retta, che in una di

coteſte fezioni fi conduce parallela ad un dia

metro della bafe del cono , è ancor effa um

diametro di tal fezione, o una corda ·

Cor. III. Che fe un piano parallelo alla bafe

del cono CNA non incontri la di lui fuperficie,

ma bensì l’altra MNR, che l’è oppoſta ver

ticalmente, con un fimile raziocinio fi provereb

be effere un circolo cotefta fezione, e quindi

un cono (1) il folido MNRd.

Defin. V. I due coni CNA , MNR diconfi

coni oppoſti.

P R O P. V. T E O R.

Se per l’affe, e per l'altezza del cono fale.

nº CNAM conducafi il triangolo CNA , e fu di

questa cada perpendicolarmente l'altro piano FER,

ins

(1) Def I. Prel.



incontrahdolo nella retta FR, che formi il trian

golo FNR ſimile al primiero CNA, ma ſuecon

irariamente poſto, (cioè che fieno gli angoli NFR,

ed NRF uguali ad NAC , ed NCA ); anche

la fezione FER farà un cerchio ,

, Dim. Si prendano nel perimetro di queſta

fezione, e nella periferia della bafe del cono i

punti E, ed M, e da effi fi calino EI, MD

perpendicolari ful piano CNA , che faranno

parallele fra loro (1), e caderanno (2) fulle FR

e CA. Indi condotta per I la retta G1B pa

rallela a CA bafe del triangolo per l'affe, fi

diftenda per le due rette EI, e GIB il piano

GEB, che farà parallelo al piano CMA (3), e

quindi un cerchio la fezione GEB (4), di cui

GB n'è un diametro : - -- - - -

Ciò poſto l’ angolo efterno FGI delle pa

rallele GI , e CD è uguale all’interno GCA,

e ad effo oppoſto. Ma l'angolo GCA è per

ipotefi uguale a BRI . E' dunque FGI ugua

le a BRI. Con che i due triangoli FGI , ed

IBR, avendo ancor uguali gli angoli GIF, BIR

oppofti al vertice, faranno tra fe fimili, e fa

rà GI : IF :: IR : IB. Onde il rettangolo di

GI in IB farà uguale a quello di IF in IR •

Ma il rettangolo di GI in IB pareggia il

- A 4 . =quaه

(1) Prop. 6. El. XI.

(2), Prop. 38. El. XI.

(3) Prop. : 5. El, XI.

(4) ProP, Prec,



Fig. 5.

quadrato della retta EI calata nel femicerchio

perpendicolare al fuo diametro GB (1). L’è

dunque ancora l’altro rettangolo di FI in IR

uguale al medefimo quadrato di EI. Si bife

chi FR in O, fi unifca OE, ed OI? fi ag

giunga tanto ad FIR, che ad EI* , n’emerge

rà (2) RO2 uguale ad OE? (3); e quindi RO

uguale ad OE . Lo che fempre dimoſtrandofi,

la fezione FER al par della precedente farà

un circolo. C. B. D.

Cor. Dalle cofe quì dimoſtrate rilevafi, che

nel cono fcaleno vi fian due affi: uno che paffa

per lo centro della bafe, e per lo vertice ,

l'altro che attraverfa i centri dei cerchi fuc

contrarj.

P R O P. VI. T E O R.

Se nella bafe CA del triangolo per l’affe

CNA fi prenda un punto P, e da effo conduca/?

la retta PQ, che incontri un lato di effo triango.

lo già del vertice del cono, e l'altra PT, ch’ef.

fendo perpendicolare a CA ne giaccia fulla bafe

del medeſimo cono ; il piano condotto per quefie

rette PQ, e PT formerà una fezione curvilinea .

Ed ogni corda ES, che in effa conducef parallela

a PT, reſterà bifecata da QP .

(1) Prop. 35. El. III.

(2) Prop. 5. El. II.

(3) Prop. 47. El. I.

Dim.

t

-
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Dim. La I. parte di questo Teor. è chi**

ra dalla Prop. 2.

Part. II. Per lo punto R, ove la retta

SE incontra il piano CNA, fi tiri GRB pa

rallela a CA, e fi diftenda per SE, e GB il

piano GEBS, che farà parallelo alla º bafe del

cono, e quindi un cerchio la fezione GEB (I),

di cui n'è GB un fuo diametro, e la fua cir

conferenza, come l’è di per fe chiaro, paffe

rà pe punti S, ed E.

Ciò poſto le due rette TP, e PA fono re

fpettivamente parallele ad RE , ed RB. Dun

que l’angolo TPA farà uguale ad ERB (2).

E quindi effendo il primo per fuppofizione

retto, il farà eziandio l’altro ERB . Dunque :

il diametro GB tagliando ad angoli retti la

corda SE del circolo GEB la dovrà bifecare in

R (3): e con ciò refterà la retta SE, che an

che è corda della curva DQT, ugualmente di

vifa nel punto, ove incontra il triangolo per

l’affe, o la retta QP, ch’è in effo. C. B. D.

Cor. I. Il quadrato della metà di qualun

que corda SR della curva DQT è uguale al

rettangolo delle parti GR., RB della retta GB

tirata nel cono parallela a CA .

Cor. II. Se l’ angolo NQR ( quando il

CORO

* * - **

- (1) Prop. IV., Prelez.

(2) Prop. 1o. El. XI.

(3) Prop. 3. El. III.

W
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Fig. 53

zione TQD puol effere un cerchio, come fopra

fi è avvifato (1). Ma tranne queſto cafo la fe

zione formata dal piano DQT è fempre d’in

dole diverfa dal cerchio, come quaggiù vedraffi.

Defin. VI. La curva DQT fuol dirfi fe

zione conica i , , -

Defin. VII. In ogni fezione conica la retta

PQ, che per metà divide tutte le corde SE paral

lele a DT, fi appella diametro di effa . Ed ella

fpecialmente addimandafi affe , fe le divida ezian

dio ad angoli retti . . - -

Cor. Quì fi potrebbe aftrattamente defini

re il diametro di una curva conica, effere la

comune fezione del di lei piano, e di quello

di un triangolo condotto per l’affe nel modo

quafsù efpoſto i 4 ---- , , ** *

Defin. VIII. Ogni corda SE dicefi ordinata,

e ciaſcuna fua metà appellafi femiordinata.

Defin. IX. Il punto Q, ove il lato NA

del triangolo per l'affe tocca la curva TQD,

fi dice vertice della fezione . Qualunque porzione

del diametro comprefa fra il vertice della fezione,

ed un’ordinata, fi nomina afeiffa. E l’afciffa, e

la fua femiordinata infieme preſe fi chiamano

coordinate. Così le rette QR, Qr fi dicono afcif

fe corriſpondenti alle ordinate SE, S e. E QR ,

éd SR fono coordinate . * * - -

Defin, X. Se il diametro PQ della fezio
1●

*

() Prop. V. Prelez.

cono fia fcaleno ) adegui l'altro NCA, la fe.
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ne fia parallelo al lato oppoſto CN del trian

golo per l’affe CNA, la fezione fi dirà Pa

rabola . . -

Defin. XI. Se il diametro della fezione

incontri il lato opposto del triangolo per l’af.

fe fotto del vertice del cono, ella fi dirà El

liffe, come è appunto la fezione QSLE.

Defin, XII. E fi dirà Iperbole una fezione, Fig.7.

fe il fuo diametro incontri il lato oppoſto del

triangolo per l’affe in fu del vertice del cono.

Tal fezione è rappreſentata da TQD . E fe

il piano fegante protraggafi in fu, ficchè tagli

ancora il cono opposto LNF, formerà quivi un’

altra fezione che Iperbole ancor fi addimanda :

e le due fezioni TQD , rLm diconfi iperboli

орроfie. - *, ,

Cor. Adunque sì nell'Elliffe, che nelle Iper«.

boli vi fono due vertici, cioè i punti Q., ed

L. Queſti fi riguardano colle loro concavità

nell’ Elliffe, e colle conveffità nelle Iperboli.

Defin, XIII. La retta QL , che unifce i

due vertici delle Iperboli, o quei dell’ Elliffe,

fi appella lato trafverfo. * * *

, Defin. XIV. Se in una fezione conica pren- Fig. 5.

dafi l’alciffa QR uguale a QO, che dal di lei

vertice conducefi parallela a CA bafe del trian

golo per l'affe ; la retta RB, che dal termine

della medefima afciffa fi tira parallela alla fief

fa CA , fi dirà Parametro, o come diceano gli

antichi Lato Retto del diametro QP. E fe QP

fia l'affe della fezione, coteſto lato Retto fuol

dirfi Parametro principale . Il

Fig.6s
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Il parametro fuol applicarfi al vertice del.

la fezione perpendicolarmente al di lei diame«

tro: come farebbe QH .

Cor. I. Ed effendo QO , e QH refpettiva

mente uguali a QR, ed RB; , ficcome queſte

fono proporzionali a QP, e PA; così ancora

quelle faranno come le rette QP, e PA.

Cor. JH. Che fe per un punto B del lato

NA diftendafi un’altro piano parallelo a DQT,

e di queſta fezione fia BK il parametro, farà

BK : BG :: AM : MB, e QH : QO :: AP: PQ.

Ma fono tra fe uguali le poſteriori ragioni di que

fte due analogie : dunque anche faranno uguali le

anteriori , cioè ſtarà BK : BG : : QH : QO ,

e permutando BK : QH: : BG :QO :: BN : QN.

Cor. III. Cioè a parametri di due fezioni tra

loro parallele fono, come le diſtanze de loro ver

tici dal vertice del cono ,

LIB.



L I B, I,

Della P a r a b o l a.

C A P. I,

De Diametri della Parabola .

P R O P. I. T E O R.

Nella parabola TQD il quadrato di una qua

lunque femiordinata RE pareggia il rettangolo del Fig. s.

Parametro QH nell’afcifa QR , che le corriſponde.

Dim. Si meni per lo punto R la retta

GB parallela a CA : farà (1) il quadrato di

RE uguale al rettangolo GRB. E poichè (2)

sta QH a QO, o ad RG , ( che l’è uguale

per lo parallelogrammo RGOQ ), come RB

ad RQ; farà pure il rettangolo di RQ in QH

uguale allo fteffo rettangolo GRB (3). Dunque il

quadrato della femiordinata RE dovrà pareg

giare il rettangolo del parametro QH nell'af

çiffa QR, che le corriſponde • C • B • D.

Cor. I. E poichè i quadrati di RE , e di

- P፰

(1) Cor. 2. Prop. VI. Prelez.

(2) Def, 14. Prelez.

(3) Prop. 16. El. VI,



Fig.8.

cy
-

苦 fono refpettivamente uguali ai rettangoli

di QR in QH , e di QP in QH ; ficcome

queſti fono nella ragione delle loro bafi QR ,

e QP (1) : così i quadrati delle femiordinate

RE, e PT, o delle ordinate intere SE., e DT

faran pure come QR , e QP. Cioè nella para

bola i quadrati delle ordinate fono fra loro, come

le corriſpondenti afcife,

Cor. II. Nella parabola al crefcer delle

afciffe crefcono ancora le corriſpondenti ordi

nate. Dunque queſta curva non torna in fe

fteffa , come avverafi delle ovali; ma i di lei

rami, intendendofi continuati, dovran diverge

re fra loro, e dal diametro, ch’è in mezzo ad

çffi.
-

Р R О Р. Н. т Е Q R.

Se dal vertice C della parabola CTA con

ducafi la vetta CM non parallela alle ordinate del

diametro CB: ella dovrà in un'altro punto incon

erare il perimetro parabolico .

E continuandofi fotto di un tale incontro tan

to la retta CA, che il perimetro parabolico, do

vranno quefie linee divergere fra loro. -

Dim. Part. I. Per un punto qualunque L.
della retta CL tirifi la femiordinata TQ, e dal

vertice C le fi conduca la parallela CN uguale

alla

о Prop. I. El. VI,
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alla terza proporzionale, dopo LQ, e TQ.

meni NA parallela a CB, che dovrà incon

trare il perimetro parabolico in un qualche

punto A : imperocchè ferbando le due rette

NA, CB , la medefima distanza tra loro, e

difcoftandosi la curva CA dal fuo diametro

CB, l’è meſtiere che la retta NA incontri

effa curva. Si compia il parallelogrammo NABC,

ed in fine fi unifca la retta AC.

E poichè le tre rette AB, TQ., ed LQ.

fono continuamente proporzionali , farà ( 1 )

A B : LQ :: AB? : TQ? . Ma fta eziandio CB:

CQ :: AB? : TQ? (2): dunque farà AB: LQ ::

CB : CQ. Con che avendo i due triangoli

ABC, LQC proporzionali i lati , che stanno

intorno agli uguali angoli ABC, LQC , do

vranno avere anche uguali gli angoli BCA,

QCL (3). Dunque la retta CA , che unifce i

unti A, e C, convien che cada fulla propo

fta CLM : e quindi farà chiaro, che CL pro

lungata debba incontrare il perimetro paraboli

co in A .
-

Part. II. FH fta ad AB, come CH a

CB, o fia per la matura della parabola, come

il quadrato della femiordinata GH, al quadrato

dell'altra AB (4). Sono dunque le tre rette FH,

GH, AB continuamente proporzionali (5).

- Оn

(1) Defin. 1o. El. V. (5) Def. Io, El. V,

(2) Prop. I. - |

(3) Prop. 6. Elem. VI.

(4) Prop. Prec.

Fig. 9,
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Onde farà dividendo FG : GH :: GR : AB (ti

randofi dal punto A la retta AR parallela a

BH ) : e quindi il rettangolo di FG in AB

uguale all’altro di GH in GR (1). Ma il

rettangolo di GH in GR fi fa tanto maggio

re, quanto il punto G fi difcofta dall’altro A:

dunque crefcerà nella fteffa guifa il rettangolo

di AB in FG . Ma AB altezza di effo è di

una coſtante magnitudine i dunque dovrà creſcere

la fua bafe FG quanto più difcoftafi il punto

G dall’altro A. E perciò la retta AF, e la

curva AG divergon fempre fra di loro. C.B.D.

Cor. I. Ogni retta, che fuori la parabola

fi conduce parallela al di lei diametro, dovrà

incontrare la curva, purchè fi diftenda convene

volmente tanto queſta, che quella.

Cor. II. La retta CN, che per lo verti.

ce di queſta fezione fi tira parallela alle di lei

ordinate TQ, AB, non incontrerà la curva,

che nel folo punto C, e ne giacerà tutt’ al di

fuori di effa; dunque farà tangente della fezio

ne in G .

P R O P. III. T E O R.

Se dà un punto B del perimetro parabolica

Fig tº SQC fi tiri entro la parabola la retta BQ , cbs

non fia parallela al di lei diametro CM : tal

retta dovrà in un’altro punto incontrare l’ iſteſſo

perimetro. Dimas

(1) Prop. 16. El. VI.
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Dim. Caf I. Se la retta BQ fia parellela

alle ordinate di CM, l’è chiaro, ch'ella deb

ba incontrare il perimetro in un’altro punto.

Caf II. Che fe BQ non fia parallela alle

ordinate di CM , fi tiri dal vertice della pa

rabola la retta GS parallela a BQ, ed ella cada

I. nella ſteffa parte della parabola, ove n'è allo

gato il punto B. Dovrà la retta CS incontrare

il perimetro parabolico in un'altro punto S fotto

del vertice (1). Ma la retta BQ , che l’è pa

rallela, fta dentro del fegmento parabolico SQC.

Dunque anche BQ dovrà incontrare il detto

perimetro in un'altro punto. II. Cada la ret

ta CS dall’altra parte CFM della parabola di

verfa da quella, ove ne fta il punto B. E poi- Fig.11.

chè la diftanza tra l’arco SF, e la retta SO

può divenir maggiore di qualunque grandezza

data (2), ella potrà farfi uguale a BL parallela

alle ordinate del diametro CM. Sia dunque Q.

quel punto della curva , ove QO parallela a BL

l’adegui. Si unifca QB, farà tal retta (3) pa

rallela a CO, e quindi coincidente con BN,

cui da principio le fi è condotta CS parallela.

Dunque ficcome la congiunta QB taglia la para

bola ne punti B, e Q; così BN dovrà fegarla

non folo in B, ma anche in Q. C. B. D. (a).

B PRC).

(*) Prop. prec. part. 1. (2) Prop. prec. part. 2.

(3) Prop. 33. El. I.

(a) Queſte due propofizioni feconda, e terza, che fo

;liono defiderarsi negli altri elementi di fezioni စာniု့
CI
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Fig. 12.

P R O P. IV. P R O B L.

Dato un punto nel perimetro della Parabola,

condurle una tangente :

Caf I. Se il punto dato fia il vertice A

della fezione, avraffi la richiefta tangente, fol

che fi conduca per effo una parallela alle di lei

ordinate. Poichè fe tal retta çadeffe dentro la

curva, come la QA ; le ordinate ME , me &c.

condotte da' punti dell’arco AM , ch’è fu di

effa, dovrebberla incontrare. Or ciò non po

tendo effere, ella farà tangente in A, come lo

indicai nel Cor. 2. Prop. II.

Caf II. Ma fe il punto M , ove vuol ti

rarfi la tangente, ne ſtia giù del vertice, fi

meni prima per M ful diametro AB l'ordina

ta MN : e quindi diftefa fu del vertice la fua

corriſpondente afciffa A N , in fin che la parte

protratta DA pareggi la medefima afciffa, fi

unifca DM : farà tal retta la tangente addiman

data . |

Imperocchè fe la congiunta DM non ca.

da fuori la curva, dovrà cader dentro, ed in

contrarla in un qualche punto C (1). Si ordi

ni fu di AB la retta CB : farà (2) MN* a

- CB” ,

fervono a dimoſtrare, che ogni retta condotta entro una

Parabola parallela ad una fua tangente debba in due pun

ti incontrare il perimetro : laddove in un fol punto lo

ịncontri quell'altra, che fia parallela al diametro di effa,

( 1 ) Prop. 1 II. -

(2) Prop. I,
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CB2 , come AN ad AB, o come il rettango

lo di DA in AN all’altro di DA in AB (I).

Ma per la fimilitudine de triangoli DNM ,

DBC sta poi MN? : CB? :: DN2 : DB2 . Dun

que farà ancora DN2 : DB? :: DAN: DAB. E

quindi ficcome DN? è (2) quadruplo di DAN,

così il farebbe ancora DB2 quadruplo di DAB.

Locchè ripugna alla prop. 8. El. II. Dunque

la retta DM, che incontrando la curva in M,

tutta n'è fuori di effa, è la tangente cercata.

C. B. F. |- -

Defin. I. Se l’afciffa, che corriſponde all’

ordinata per lo contatto, fi prolunghi fino al

ja tangente, ella fi dirà fottangente.

Cor. Nella Parabola la fottangente è doppia

dell'aſciſſa, che corriſponde all'ordinata pel contatto.

Defin. II. Se da un qualunque punto Q. Fig.13.

del perimetro parabolico fi tiri QT parallela

al diametro AB, che incontri la tangente ver

ticale AP in P, e gli fi ordini qualunque

retta CB; la figura quadrilatera TPAB fi dirà

il quadrilineo corriſpondente al punto C.

P R O P. V. T E O R.

Se da un qualunque punto C del perimetro

parabolico AQC fi tirino le rette CB, CN reſpetti

vamente parallele alla tangente verticale AP, ed

- B 2 lه

(1) Prop. 1. El. VI.

(2) Prop. 4. El, li.
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alla laterale QS, e fi protraggano finché incontrina

il diametro AB ne'punti B ed N , il triangola

CBN formato da queſte rette adeguerà il quadri

lineo PTBA corriſpondente al punto G.

Dim. Si ordini dal punto Q del con tatto

la retta QM. E poichè i due triangoli SMQ ,

NBC hanno due de loro lati coincidenti, e

gli altri tra ſe paralleli , faranno equiangoli ,

e con ciò fimili : ond' effi faranno nella ragion

de quadrati º de loro lati omologhi MQ, BC.

Ma i quadrati di tali rette fono come le cor

rifpondenti afciſse MA, BA (1), o come i

parallelogrammi MAPQ, BAPT (2). Sarà dun

que il triangolo MSQ all’ altro BNC, come

il parallelogrammo MAPQ all’ altro BAPT ,

Ma il triangolo MSQ, adegua il parallelogram

mo MAPQ per effere entrambi fra le medefi

me parallele MS, PQ, e ’l triangolo costitui

to fulla bafe MS doppia di MA., fu cui poggia

il parallelogrammo (3): farà dunque il triango

lo CNB benanche uguale al corriſpondente qua

drilineo BAPT. C. B. D. - -

Р к о Р. vь т в о к.

La retta QD, che da un qualunque punto

Fig 14; Q del perimetro parabolico ſi tira parallela al

|- - - dia- ,

|

&(1) Prop. I.

(2) Prop. 1. El. VI.

(3) Cor. Prop. IV,
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diametrở AB, divide per metà le corde AC, FH

parallele alla tangente del punto Q.

Dim. Caf I. Incontri la corda AC il dia

metro AB nel vertice A. Si ordini ad AB la

ret:a CB. E poichè il triangolo CAB (1) ade

gua il quadrilineo DPAB : tolto da effi

il comun trapezio DLAB, resterà il triangolo

CLD uguale all'altro PLA. Ma fiffatti trian

goli fono eziandio tra fe fimili. Dunque i loro

lati omologhi CL, ed L.A dovran pareggiarfi,

e con ciò la retta QD biſecherà in L la cor

da CA .

Caf II. Incontri la retta HF il diametro

AB fotto del vertice in O. Si ordinino da fuoi

eſtremi le rette HK, FE al diametro AB , e

fi protragga FE fino alla retta PM . Il trian

golo FEO (2) è uguale al quadrilineo AEGP :

dunque aggiungendo ad effi di comune il pa

rallelogrammo GMKE , ne rifulterà lo ſpa

zio FGMKO uguale al quadrilineo PMKA ,

cioè al triangolo HOK, che ad effo quadri

lineo fi è moſtrato (3) uguale . E' dunque

il triangolo HOK uguale allo ſpazio FGMKO;

onde togliendofi da queſte grandezze il co

mun trapezio MNOK, rimarrà il triangolo

HNM uguale al fuo fimile GNF : il perchè

HN farà uguale ad NF.

В 3 Са/.

(1) Prop. prec.

(2) Prop. prec.

(3) Prop. Prec.
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Caf III. La corda CE incontri il diams.

tro AB ſopra del di lui vertice in N; ordi

nate le rette CB, ED al medefimo AB, farà

Fig.13. il triangolo END uguale al quadrilineo DAPR,

ficcome il triangolo CNB adegua il fuo corrif

pondente (1) quadrilineo BAPT. Dunque pren

dendo la differenza di queſti triangoli , e la

differenza de loro corriſpondenti quadrilinei,

farà il trapezio CEDB uguale al parallelogram

mo BDR.T. E di nuovo da fiffatte grandezze

togliendo lo ſpazio comune BDELT , rimarrà

il triangolo C.L.T uguale al fuo fimile ELR,

e perciò CL uguale ad LE . C. B. D.

Defin. III. La retta QM parallela al dia

metro AB , diceli ancora effa diametro della

Fig.14 parabola: il fuo vertice è il punto Q: e le fue

ordinate fono le rette CA, HF parallele alla

tangente del fuo vertice.

Defin. IV. Il diametro AB, ch’emerge dal

la genefi della parabola (2), potrà dirfi diametro

primitivo: e ciò per diſtinguerlo dagli altri, che

da effo traggono la loro pofizione.

º Cor. I. Dunque nella parabola vi fono infi

niti diametri. Queſti fon tutti fra lor paralle

li , e paralleli al primitivo . Tra questi vi è

anche l'affe, che, come fu avvertito nella defin.

VII. Prel., in ciò folo diftinguefi dagli altri ,

che dee fegare ad angoli retti le fue ordinate .

Cor. H. Per due punti non può condurvi

I) Prop. precº

ே ်ိန္တြ需 Prel,
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fi, che una fola retta. Dunque r. Se nella pa

rabola la corda CA fa parallela alla tangente QS;

la retta QL, che paſſa pel contatto di queſta, e

per lo punto medio di quella , farà il diametro

della corda CA .

2. E fe le due corde CA, HF della para

bola fieno tra fe parallele ; la retta LN, che

unifce i loro punti medj, farà il diametro, cui ef

fe faranno ordináte.

3. Di più l’è agevol cofa rinvenire la po

fizione di un diametro della parabola, foi che

fi tirino entro di effa due corde tra fe parallele,

e per le loro metà faccia/i paffare una retta, che

farà un diametro di queſta fezione.

4. Ed in fine conducendoſi due corde perpen

dicolari a queſto diametro, farà l’affe della para

bola quella retta, che paſſa pe loro punti medj .

P R O P. VII. T E O R.

Poſte le medeſime cofe della propof preced. ?

quadrati delle femiordinate CL, ed HN fono fra

loro, come le corriſpondenti afeiffe QL , e QN del

diametro QM cui appartengono .

Dim. La retta QP a cagion del parallelo

grammo QPAX adegua AX : ma AX l’è pure

uguale ad AS (1): dunque PQ farà uguale ed AS,

Ᏼ |
4 C 1

(1) Cor. Prop. IV.
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e i due triangoli QZP, AZS (1) tra fe uguali .

Sicchè aggiungendo a queſti triangoli il pentago

no fottopoſto DQZAB, ne rifulterà il paralle

logrammo DPAB uguale al trapezio SQDB.

Ma tal parallelogrammo pareggia il triangolo

ACB(2); farà dunque il trapezio SQDB ugua

le al triangolo ACB. Quindi togliendofi da ef

fi lo ſpazio comune DLAB, ne rimarrà il trian

golo LCD uguale al parallelogrammo LQSA.

Collo feffo diſcorſo proveraffi che il tri

angolo HNM fa uguale al parallelogrammo

corriſpondente NQSO. Saran dunque i trian

goli CLD, HNM come i parallelogrammi

LQSA, NQSO . Ma i primi, perciocchè fi

mili tra effi, fono come i quadrati de loro la

ti omologhi CL, HN ; ed i parallelogrammi

per avere la medefima altezza, fono fra di lo

ro come le bafi QL , QN . Saran quindi i

quadrati delle femiordinate CL, HN come le

corriſpondenti afciffe, QL , QN. C. B. D.

Defin. V. Se in ordine a QL, ed LC fi

ritrovi la terza proporzionale QR, fi dirà que

fta parametro del diąmetro QM . '

Р к о Р. vпі. т в о к.

, }

Il quadrato di qualunque altra femiordinata

4

(1) Prop. 26. El. I.

(2) Prop. prec.

HN

|



{ x -

:

- ~ 25

HN è anche uguale al rettangolo della fua afeiffa

NQ nello /teſſo parametro QR.

Dim. Sta HN2 a CL2 , come NQ ad

LQ (1), ovvero come NQR ad LQR (2). Ma

C. Lº è uguale al rettangolo di LQ in QR (ef

fendofi fatto QL ad LG (3) come LC a QR):

farà dunque anche il quadrato di HN uguale

al rettangolo di NQ in QR. C. B. D.

Cor. I. Nel di ametro QM , ficcome nel

primitivo AK (4), i quadrati delle ordinate

fono come le corriſpondenti afciffe, e ’l quadra

to di ciafcuna femiordinata pareggia il rettan

golo dell’afciffa corriſpondente nel parametro.

Cor. II. Ed intendendofi diftefo quello ſtef

fo filo di ragionamento, ond’io moſtrai, che

nel diametro primitivo la fottangente fia dupla

dell'afciffa corriſpondente all’ ordinata per lo

contarto; fi potrà anche quì raccorre , che

la fottangente LP /ia dupla dell'aſciſſa QL, che

corriſponde all'ordinata per lo contatto.

Cor. III. Effendofi dimostrati tra fe perfet

tamente uguali i triangoli AZS, PZQ , faran

no i loro lati omologhi AZ, PZ, e gli altri

SZ, QZ tra fe uguali. Dunque fe da vertici di

due diametri fien condotte due tangenti che viten

devolmente gl'incontrigo; faranno tra fe uguali

- - ques *

1\ Prop. prec. - |

- f) ႏိုင္ငံ El. VI. - *

(3) Def, prec. i . .

(4) Prop. I. Cor. 1.

*
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fig.15.

quei triangoli, che dall'incontro di tali rette ne

maſcono : ed effe tangenti refieranno divif per metà.

Cor. IV. Ogni parametro fia del diametro

primitivo, fia di qualunque altro può definirfi,

che fia una terza proporzionale in ordine ad un’

afciffa , ed alla dilei femiordinata .

Defin. VI. Se dal contatto di una retta

colla parabola fi meni l’ ordinata MN all’affe

AQ, ed MQ perpendicolare ad effa tangente;

la parte NQ dell’affe , che resta fra l’ ordina

ta, e detta perpendicolare , fi dirà funnormale .

E queſto vuol intenderfi ancora per le altre fe"

zioni .

P R O P. IX, T E O R. 49

Nella parabola AM la fannormale NQ ?

fempre di una cofiante grandezza, cioè, metà di

AP parametro principale . '

Dim. Îl quadrato di MN a cagion dell'

angolo retto QMD, adegua il rettangolo di QN

in ND . Ma lo steffo quadrato di MN è (1)

uguale al rettangolo di NA in AP. Saran dunque i

rettangoli di QN in ND e di NA in A.P tra

fe uguali . Onde reciprocandofi i di loro lati,

farà NA: ND : : QN : AP. Ma l'afciffa NA è

metà della fottangente ND (2). Dunque l’è

ancora la funnormale QN metà del parametro
ᎯᏙᏢ , C , Ᏼ . D . • «

e CᎪᏢ,

(1) Prop. VIII. Cor. I.

(2) Cor. 2. Prop. Prec.
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C A P. II.

Delle Tangenti, e ſecanti della

Parabola .

P R O P. X. T E O R.

| Dato il punto P fuori della parabola FAQ Fig.14.

condurle per effo una tangente.

Si tiri per lo punto P la retta PM pa

rallela al diametro primitivo AB, che dovrà in

contrare la parabola in un punto Q (1). Da effa

fi tagli QL uguale a PQ. Di poi per Q diften

dafi (2) la tangente QS alla parabola , cui dal

punto L cổnducafi la para!lela LA, che incon

tri la curva in A. Si unifca PA: farà queſta

la cercata tangente .

Dim. Împerciocchè effendo PL doppia di

LQ , la retta PA effer dee tangente della cur

va in A. Altrimenti dal punto A potrebbefi ti

rare una retta diyerfa da AP, che foffe tangen

te in A, e che incontrerebbe PL in un'altro

puntó T. E quindi រ៉ែ (3) LT doppia di ,

LQ, e con ciò uguale ad LP. Locchè è affur

. do • C, B.D. . |

|- • Cor.

(ò Cor. I. prop. 11.

(2) Prop. V.

(3) Cor. 2. Prop. VIHI.
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· Cor. I. Se l'ordinata MN tirata per lo con

Fi۶۰15۰aauo M diffendafi fin dove incontri l'altro ramo

parabolico in O; condotta DO, queſta dovrà ef

fer tangente della parabola in O.

Cor. II. E vicendevolmente fe il punto D

concorſo delle due tangenti DM, DO fi unifca col

punto medio della retta MO fra contatti ; la con

giungente DN farà il diametro di MO. Imperoc

chè, fe altro fuffe il diametro di MO, questo

paffando per N, affinchè la biſechi , dovreb

be tagliare le tangenti in due diverfi punti :

Dunque della medefima afeiffa corriſpondente all’

ordinata per lo contatto farebber duple due di

fuguali fottangenti . Lo che non puol effere ·

P R O P. XI. T E O R.

Se le due corde AD, BN della parabola ADN

. s’interfeghino dentro la curva o fuori di effa; i

*** rettangoli de loro ſegmenti ACD, BCN faranno

proporzionali a parametri GQ , IP dei diametri

GM, IL 3 di cui eſſe fon ordinate . -

Dim. Caf. I. Si tiri dal punto C delle loro.'

interfezioni la retta CF parallela a GM, e per

F l'altra FH parallela ad AD. E poichè il qua

drato di AM pareggia il rettangolo di MG in

GQ, ed il quadrato di FH è pure uguale al

rettangolo di HG in GQ (1); la differenza di
que,

**) Prop. WHI. هحألا



';

2

que quadrati, cioè il rettangolo ACD (ே

do FH2 uguale a CM?, ed AM2 meno CM2

uguale (1) ad ACD ) farà uguale alla differenza

dei rettangoli MGQ, HGQ, cioè al rettango

lo di MH, ovvero di CF in GQ (2). Con fi

mil raziocinio proveraffi, che il rettangolo della

steffa CF in IP uguagli BCN. Laonde farà il

rettangolo A' D all’altro BCN, come il ret

tangolo di FC in GQ al rettangolo della fteffa

FC in IP , cioè come GQ ad IP . Fig. 17.

Caf II. Si tiri CF parallela al diametro

GM : dovrà meſta retta incontrare la parabola

in un punto F (3). Dunque ordinandofi FT ful

diametro IL, faranno i quadrati di FT, e di BI.

refpettivamente uguali ai rettangoli di TI in

IP, e di LI in IP. E quindi la differenza de

quadrati di FT, e di BL, cioè la differenza de'

quadrati di CL, e di BL , cioè (4) il rettan

golo NCB pareggerà il rettangolo di LT in

' IP. Similmente dimostrafi il rettangolo DCA

uguale all’altro di GQ in LT. Dunque ficco

me i rettangoli di LT in IP, e di LT in

GQ fono nella ragione di IP a GQ, così gli

altri rettangoli NCB, DCA faranno nella ra

gione de parametri IP, e GQ. C. B. D.

Cor. I. Siccome il rettangolo di FC in Fig is.

GQ fi è mostrato uguale al rettangolo DCA,

- CO§
\

-

() Prop. 5, El. II. (2) Prop. i. El li. ,
(3) Cor. 1. Prop. II.

(4) Prop. 6. El. H,

?
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così ( tirandofi per un'altro punto f del peri

metro parabolico fc parallela a GM ) fi mo

ſtrerebbe il rettangolo di fc in GQ uguale al

rettangolo AcD . Dunque la ragion de rettan

goli di FC in GQ, e di fc in GQ, cioè la

ragion delle rette FC ed fc (1) condotte dal peri

metro parabolico parallele all'aſciſſa GM farà ugua

le a quella de rettangoli DCA , DcA de ſegment i

della fottopoſta ordinata AD. - - -

Cor. II. Se una di queſte corde, per efem

Fig 17. pio la DA, fi avvicini con moto a fe paralle

lo al vertice G del diametro GM ; ella fi farà

tangente, quando i due punti delle fezioni in

un fi raccolgono nel vertice G . Dunque farà

in tal cafo il quadrato della tangente GH al ret

tangolo NHB, come il parametro GQ all’altro IP.

* Cor. IĦ. E divenendo tangenti tutte e

due le corde, faranno i loro quadrati, come i pa

rametri de diametri , che paſſano pe loro contatti .

Cor. IV. Che fe le due corde FP, fp tra fe

parallele interfecbino un altra qualunque CA ; i .

retta goli delle parti di quelle FMP, fmp faran co

me i rettangoli delle parti di queſta AMC, amc .

Imperocchè tanto il rettangolo FMP al rettan

gole AMC, quanto il rettangolo fmp all’altro AmC

sta come il parametro di PF a quello di CA «

Fig. 18.

PRO

(1) Prop. 1. El, VI.
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Se il trapezio ABDC , qualunque /i fia,

fi trovi iſcritto in una parabola, e per un qual

/ivoglia punto P del di lei perimeiro fi tirino fot- Fig.18.

to dati angoli le rette PM , PN 5 PR , PQ ai

lati di effo ; il rettangolo di PR in PQ ferberà

al rettangolo di PM in PN una data ragione ,

. Caf I. Suppongafi che il lato CD del tra

pezio fia parallelo al ſuo oppoſto AB, e che

delle quattro rette tirate fu de’ lati di effo le

due PN, e PM fieno tra fe coincidenti, e pa.

: rallele a CD, e che le altre PR , e PQ giac

ciano a diritto, e fieno parallele a CA. Si

bifechino in L, ed E le due corde CD, AB ,

fi unifca LE, cui fi tirino le parallele CS,

DT. Egli è chiaro (1), che la retta LE deb-

ba effere un diametro dદો parabola, cui fa

ranno ordinate le CD, FP, AB. E poichè pe”

triangoli fimili ACS, MCG fta AS : MG :: SC :

CG, e per gli altri BDT, NDH pur anche

fimili tra loro fta BT: NH :: TD : DH ; le due

prime ragioni di AS ad MG e di BT ad NH

faranno tra fe uguali al par delle altre (2) due.

Per lo che effendo SA uguale a TB, dovrà ef

fere ancora MGºuguale ad NH , e con ciò l'

avanzo MF uguale all'altro NP. Dunque il

rettangolo FMP farà lo stesto che l’altro MPN,

* -** * e 'l

(1) Prop. VI. Cor. 2. n. 2,

(2) Prop. II. El. Y.
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## rettangolo AMC farà identico a QPR, ef.

fendo tra fe uguali i loro lati. E quindi ficco.

me i rettangoli FMP, AMC (1) fono tra loro

nella coſtante ragione de parametri dei diame

tri, cui appartengofi le ordinate FP, AC; co.

sì queſta fteffa ragione ferberan pure i rettan

goli MPN , RPQ.

Caf. II. Supponghiamo, che le rette PM,

e PN , che cadono fu i lati oppoſti CA,

BD del divifato trapezio, fieno a diritto, e

che coincidano le altre PQ, e PR come nel

"Caf. I. ma folo non fia CD parallela ad AB. Si

tiri Bd parallela ad AC, che incontri in d il

perimetro della parabola, ed in n la retta MN:

e congiunta Cd fi meni ancora DT parallela ad

AC. Ciò posto i rettangoli di Bn in Qq , e di

MP in Nn fono tra loro in ragion compoſta di

Bn ad Nn, e di Qq ad MP. Ma la prima di

queste componenti è uguale a quella di DT a TB,

effendo tra fe fimili i triangoli BNn, BDT : ed

effendo fimili gli altri triangoli QCq , e DCS farà

Qq a DS, come Cq a CS, o come AR, o la fua

uguale MP ad AT (2): cioe farà Qq : DS : : MP:

AT, e permutando Qq : MP :: DS: AT . Dun

que foftituendo le ragioni di DT a TB, e di

DS ad AT in luogo delle diyifate componen:

ti, farà il rettangolo di Bn in Qq all’altro di

MP in Nn in ragion compoſta di DT a TB,

e di

(1) Prop. XI. ' ' 4

(2) Prop. 34. El. I, - - -
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e di DS -ad AT, cioè (componendole effetti

vamente ) come il rettangolo di DT in DS

all'altro di TB in AT. Ma i rettangoli di

DT in DS , e di TB in AT fono fra loro , co

me gli altri di PR o di Bn in Pq , e di AR in

RB (1), o fia di MP in Pn . Dunque farà

Bn. Qq : MP. Nn :: PR. Pq.: M.P. Pn , e quindi

avraffi (2) PR.PQ: MP. PN :: PR. Pq : MP. Pn.

Laonde, ficcome l’è (3) costante la feconda di

queste ragioni, così il farà ancora la prima.

Caf III. Supponghiamo che PM , e PN Figao.

non iſtiano a dirittura , che non coincidano

PQ, e PR, e che il trapezio ABDC fia co

munque formato. Per P fi diftenda mPn paral

lela ad AB, e Pqr parallela ad AC. Ed effendo

il triangolo PR r dato di fpecie (a) farà data la

ragione di PR a Pr, che fi efprima per quella

delle grandezze Red r, e facciafi come r ad un’al

tra Q , così PQ a Pq : farà (4) il rettangolo RPQ

all’altro rPq, come R a Q. Intanto la ragio

ne del rettangolo r P4 all’altro mPn, che (5)
* С fi è

(1) Cor. 4. Prop. XI. - |

(1) Prop. 19. El. V, |- - » e º

(3) : Caf.: prec. * , , kw

(4) . Prop. 23. El. VI.

(a) Una figura dicefi data di fpecie, qualora, le fi
può coſtituire un'altra fimile . Or poichè, come lo ha

moſtrato Euclide Prop. 4. El. VI., º due triangoli fola

mente equiangoli fono fimili fra una figu:

rạ trilatera farà data di ſpecie, fol che abbia dati di

grandezza i fuoi angoli. Ed in tal cafo faranno eziandiº

date le ragioni de lati, che la cingono.

(5) Caf, prec.
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ή è moſtrata di una quantità costante , fi pon.

ga uguale a quella di Q ad un’altra n. E psi.

chè il triangolo NPn è ancor effo dato di fpe

cie, farà data la ragione di Pn a PN, che fi

eſponga per quella di n ad N , e facciafi come Pº

a PM così Nad M, farà mPn : MPN :: n : M (1),

Dunque i quattro rettangoli RPQ , »Pq, mPn, ed

MPN fono in ordinata ragione con altrettante

grandezze R, Q, n, ed M. Onde farà ordinando

RPQ :MPN :: R : M : cioè i retrangoli RPQ,

MPN in una coſtante ragione, G. B. D.

Jcol,

Queſta proprietà della Parabola , che in

appreffo offerverete appartenerfi ancora all'Ellif.

fe, al Cerchio, ed all'Iperbole, è quel princi

pio, onde deefi comporre il Problema delle quat

tro rette , la cui foluzione fu incominciata da

Euclide , ed alquanto continuata dal grande

Apollonio, ſenza però che queſti Geometri, o

altri dell'antichità potefferla guidare a fine . L'

acutiffimo Renato delle Carte fu il primo tra

moderni, cui riuſcì di rifolverlo analiticamente

all’inneſtar ch'ei fece dell’Algebra alla Geo

metria. E l' Immortal Newton al Cor. 2. del

Lemm. 19. de fuoi Principj Matematici ne

compiè poi quell'elegante geometrica compofis

zione, che tanto agognavali dagli antichi:
Ją

(1) Prop. 23. El. VI.
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- P R O F. XIII, T E O R,

";

Cadanº da en qualunque punto A fulla Figai.

parabola GNE le due tangenti AB, AC, e con

dotta la retta BC fra contatti le fi tiri dal me

defimo punto la parallela AV ; io dico in primo

luogo, che ogni retta tirata da un qualſivoglia

punto E del perimetro parabolico al punto A deb

be refiar diviſa armonicamente dalla curva, e dal

la retta fra contatti , cioè che ſiia EO :OD ::

ΕΑ: ΑD . * * *

E che, fe dal punto E al punto medio della

BC fi meni l'altra retta ES, fin che incontri la

AV ; anche la retta EV debba refiar diviſa ar

monicamente in S ed L : cioè che fia ES: SL ::

EV : VL . |

Dim. Part. I. Si unifca il punto A concorſo

delle tangenti col punto medio della BC per mez

zo della retta AS : farà (1) tal retta il diametro,

cui appartienfi l'ordinata BC. A questo diame

tro fi ordi nino ancora da' punti D, ed E le

rette DL, EG, e fi protraggano in fino alla

tangente AF. E per C fi tiri CM parallela

ad AK . -

E poichè il rettangolo GFE fta ad FC”,

come il parametro del diametro NK a quel

lo dell'altro CM : ed in queſta fteffa ragione

l'è pure il rettangolo LHD al quadrato di
С 2. ᏟᎻ

(1) Cor. a. Prop. X.
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器 (1); farà GFE : LHD :: FC2 : CH2. Ma

per la fimilitudine de triangoli KAF, PA H fta

KF2 : PH? :: KA? : AP2 : e per la fimiglianza

degli altri due KAE , PAD , l’è ancora KE2 :

PD2 :: KA? : AP2. Dunque fara KF2 : PH: : :

KE2 : PD2. E (2) quindi GFE : LHD : :

KF2 : PH? :: FAº : AH”. Per la qual cofa effen.

dofi moſtrate alla fteffa ragione del rettangolo

GFE all’altro LHD uguali le ragioni di FC* a

CH2 , e di FA2 ad HA? , farà FC2 : CH: : :

FA2 : HA2 , ed FC: CH :: FA : HA. E con

ciò (3) EO: OD :: EA : AD.

Part. II. Si unifca la retta EA, e dal

punto D, ov’ella incontra il perimetro para

bolico, fi ordini DP al diametro NK, e la fi

diftenda, finchè ne pervenga alla retta EV. Ciò

posto in forza della parte dianzi dimoſtrata fa

EO : OD :: EA : AD. Ma la prima di queste

ragioni è uguale a quella di ES ad SL (4), o

di EK ad LP : imperocchè fono equiangoli , e

quindi fimili fra loro i triangoli EKS, LPS: º

l’altra di EA ad AD per effere fimili i trian

goli EAK , DAP adegua la ragione di EK a

DP. Dunque farà EK : LP :: EK : DP, e quin

di (5) LP uguale a DP, e 'l punto L verrà a

fare nel perimetro parabolico. Il perchè ಗೇ।

(1) Cor. 2. Prop. XI.

(2) Prop. 19. El, V. e 6. El. II.

(3) Prop. 2. El. VI.

(4) Prop. 2. El. VI.

(3) Prop. 9. El. V.



3

le due feganti EV, EA fimilmente tagliate :

le parallele VA, LD, SO ; ficcome la EA è

armonicamente diviſa in O, e D, così la ret

ta EV è pure armonicamente fegata in S, ed

in L. C. B. D .

Cor. I. Quì fopra ho moſtrato, che fia

EO : OD :: AE : AD, cioè AE-AO : AO-AD ::

AE : AD. Dunque le tre rette AE, AO, AD

fono tali, che la differenza della prima, e

della feconda fta alla differenza della feconda ,

e della terza, come la prima alla terza. Or

poichè queſta condizione deefi verificare affinchè

tre grandezze fieno armonicamente proporzio

nali, o in proporzione mufica (a); le tre rette

AE, AO , AD, convien che fieno armonicamente

proporzionali .

Cor. II. E quindi tanto vale il dire le

tre rette AE, AO, AD fono armonicamente pro

porzionali , quanto cbe tutta la retta AE ( divi

fa in tre parti ) /tia ad un fuo fegmento eſtremo

AD, come l’altro eſtremo EO al medio OD.

Intanto il gran Geometra dell'antichità Apollo

nio Pergeo di queſta feconda frafe fi è folamen

te fervito nell'enunciar le prop. 37, 38, 39,

4o del Lib. III. de' fuoi Conici . |

Cor. III. Chº fe dal punto A cadano Julla pa

С 3 rabola

(a) Ne tre numeri 6 , 4 , 3 contienfi la proporzio

ne , armonica ,,, così chiamata perchè le corée lunghe

nelle ragioni di 6 : 3 , 6:4, 4:3 formano le tre princi

Pali confonanze muſicali, ottava , quinta, e quarta .
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ºы, а tangente AC, e la fegante AE, e que

fia dividafi armonicamente in O , cioè che ftia

EO : OD : : EA : AD ; la retta CO , ebe

unifte il punto O col contatto C , dovrà paffare

per lo contatto della tangente AB, cbe dal medefimo

punto A tirafi full'altro ramo NBG della curva.

Imperocchè fe la retta fra contatti non fi comba

ci colla CO, neceffariamente dovrà tagliare la

AE in un punto t diverfo da O. Dunque (1)

farà Et : tD : : EA : AD. Ma dalla fuppo

fizione sta EO : OD : : EA : AD . Dunque

farebbe Et : tD : : EO : OD, e componendo

ED : D : : ED : DO, cioè iD uguale a DO.

Lo che ripugna .

Cor. IV. Se dal punto A cadano alla para

bola le due feganti AE, AG, ed entrambe fi di:

vidano armonicamente in O , e Q; la retta Q0

dovrà paffare pe contatti delle tangenti tirate dal

medefimo punto A. Imperocchè fe la retta fra

contatti non cada fulla QO, ella o dovrà ta.

gliare tutte e due le feganti in due punti di

verfi da Q, ed O, o almeno una di effe per

efempio la AE in un punto e diverfo da O;

e tanto in quello cafo, che in queſto fe ne

trarrebbe lo fteffo affurdo, che fi è indicato al

la fine del Coroll. prec.

* Scol.

La divifione di una retta in tre parti;

talchè

(1) prop. pref.
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talchè ne ftia la media ad un' eſtrema 5 come

l’altra estrema all’intera retta, fuol efprimerfi

da moderni con varie frafi. Il noſtro acutiffimo

Geometra Gio. Alfonfo Borelli la diffe Analº

gia conterminale: il de la Hire dopo del Sig.

Pafcale ha voluto convenevolmente appellarla

Proporzione armonica, e Gregorio da S. Vincenzo

l’ha chiamata Sezion proporzionale fecondo l'eſtre

ma e media ragione. Ma tanto il Borelli, che

dopo di lui il de la Hire fi fon prevaluti di

questa analogia, come di un principio fonda

mentale, per congegnar tante egregie dimoſtra

zioni fulle curve coniche . |

P R O P. XIV. T E O R.

Fe ad un qualſivoglia diametro FG della pa- Figaa,

rabola SBD fi tiri ovunque la femiordinata DK, e

per l'eſtremo E della fue fottangente le fi conduca

la parallela VE ; io dico cbe in queſta retta deb

ba/i allogare il concorſo di due tangenti tirate agli

effremi di qualunque corda AS, che paſi per K.

Dim. Si tiri SV tangente della parabola

in S, e dal punto K al punto V, ov’ella in

contra la retta EV, fi meni la retta VK, che

dovrà fegare il perimetro parabolico in H (1),

ed effer diviſa armonicamente in K, ed M (2).

Si unifca l'altra retta VA; queſta convien che

4. tocchi

(1) Prop. H.

(*) Prop. Prec, Part. 2.
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tocchi la parabola in A. Imperocchè fe la V A

non fia quella tangente che dal punto V fi

conduce ful ramo parabolico MAH, Va fia co

teſta tangente. Dunque la retta, che unifce i

contatti S, ed a delle diviſate tangenti VS,

Va, dovrà tagliare la HV in un punto r di

verfo da K. Con che la retta HV non folo è

diviſa armonicamente in K, ed M, ma anche

in r , ed M (1). Ciocchè ripugna (2).', Dun

que AV è tangente della parabola al par dell’

altra SV, e 'l diloro concorſo V n'è allogato

nella retta EV , C. B. D .

Р R О Р. ХV. Т Еo R.

Figas. Je dal punto R effiente fuori la parabola

' ' BAT cadano in effa curva le due tangenti RF,

RG, e le due feganti RB, RT, di cui niuna fia

diametro; tirata la retta FG pe' contatti, e le al

tre due AW , BT per le fezioni, dovranno tutte

e tre quefie rette, o effere tra fe parallele, o con

vergere ad uno ſteſſo punto.

ver Dim. Caf I. Sပ္ပာpon့f LD parallela a

GE, farà GA : AL : : EA : AD (3). Ma

di queſte ragioni la prima è uguale a quella

di GQ a QL, e la feconda all'altra di

11) Prop. prec.

(2) Cor. 1. Prop. Prec.

(3) Prop. 4« El. VI.
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|

:

ad OD (1). Dunque farà GQ : QL :: EO: OD;

e quindi QO parallela ad LD.

Caf II. La retta FG pe contatti incon

tri la retta BT delle fezioni inferiori nel pun

to S; io dico che in queſto fteffo punto la retta

AV diftefa per le fezioni fuperiori le debba in

contrare. Se l'è poſſibile FG incontri AV in O.

Si unifca SR, e per A ed V fi menino le ret

te NAM, PVQ parallele a BS: farà (2) BC:

CA : ; BR : RA. Ma la prima di queſte ra

gioni è l'ifteffa di quella di BS ad NA.: ef

fendo fimili fra loro i triangoli BCS, NCA ·

E la feconda a cagion de triangoli fimili BRS,

ARM è pure uguale a quella di BS ad AM ·

Dunque avraffi BS : NA : : BS: MA, e quin

di (3) NA uguale ad MA.

Similmente (4)fta TD : DV :: TR : RV ,

e pe triangoli fimili TDS , PDV , , è pure

TD : DV : : ST: Pv : e per gli altri TRS,

VRQ anche fimili tra loro, sta TR : RW : :

Ts : vQ. Dunque farà ST : Pv :: ST: VQ;

e con ciò PV uguale ad VQ.

Or effendofi dimoſtrate le rette NA, e PV

refpettivamente uguali ad AM, ed VQ, farà

NM doppia di NA, e PQ di PV, e quindi

NA : PV : : NM : PQ . Ma sta NA : PV ::

NO: PO pei triangoli fimili NAO, Pಳ್ಳ!

(1) Prop. XIII.

(2) Prop. XIII.

(3) Prop. 9. El. V.

(4) Prop. Xll.I.

Fig.23
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è NM : PQ :: NS : PS per la fimilitudine de

gli altri NMS, PQS . Dunque farà NS : PS

: : NO : OP. E dividendo NP: PS: ; NP : PO,

cioè PS uguale ad OP. Locchè ripugna. C.B.D.

Cor. I. Se tanto i punti V, e T, che gli

altri A, e B fi ritrovino dalla ſteffa parte del

diametro, che paffa per R, e la fegante RB

circolarmente muovendofi intorno ad R fi ac

costi fempre ad RT ; egli è chiaro, che caden

do la corda AB full’altra VT, i punti A, ed

V debbanfi raccorre infieme, ficcome anche ad

diviene agli altri B, e T. Dunque in tal ca

fo diverrà tangente non meno la retta AWS,

che l’altra BTS.

Cor. II. E quindi farà anche vero il fe

guente Teorema : cioè fe dal punto R cada.

no fu della parabola FAG le due targenti RF,

RG, e la fola fegante RT , ( che però non fia

diametro ); la retta FG tra contatti dovrà paf.

fare per lo concorſo delle tangenti menate dai pun

ti delle fezioni T, ed V.

CAP.
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C A P. III. |

Del Fuoco della Parabola .

Defin. VII. Fuoco di una fezione conica è

quel punto del di lei affe, ove l’ordinata, che

gli fi diftende , è quanto il parametro principa

le di effa fezione . -

Cor. I. Sia F il fuoco della parabola RAL, Fig.24

ed AX il parametro principale; farà AF : FL

: : F L : AX : onde ficcome FL è metà di AX,

così farà pur anche AF metà di FL, e con

ciò quarta parte di AX. -

Cor. II. Dunque il fuoco nella parabola è un

punto dell'affe diſtante dal vertice di effo per la

quarta parte del parametro principale. -

Defin. VIH. In ogni fezione conica fe agli

estremi dell’ ordinata Lr condotta per lo fuoco F

fi tirino due tangenti , il punto del loro con

corfo fi dirà punto di fublimità: e la retta, che

quivi conducef parallela alla medefima ordina

ta , fi dirà linea di fublimità , che da alcuni

fuol dirſi direttrice .

Cor. I. Nella parabola il punto di fubli

mità difta dal vertice dell'affe per la quarta

parte del parametro principale (1).

. Cor. II. E' concorſo di due tangenti, che

tiranfi agli eſtremi di una qualunque corda diste

...fa

(1) Cor. 2. Prop. VIII
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'r lo fuoco, ftarà - nella linea della fubli

mità (1),

Defin, IX. Ogni retta, che dal fuoco F di

una fezione conica conducefi ad un punto qua

lunque R del di lei perimetro, dicefi ramo.

P R O P. XVI. T E O R.

Se dal punto A vertice principale della pa.

rabola conducafi la tangente AN , cbe concorra con

una tangente laterale RN ; la retta FN, che paf.

fa pel fuoco F, e pel concorſo N delle tangenti,

farà perpendicolare alla tangente laterale .

Din. Si ordini RQ all’affe, e fi diftenda

la tangente laterale RN finchè lo incontri in

M . Sarà pe triangoli fimili RMQ , NMA

RQ : NA : : QM : MA : onde RQ farà doppia

di NA, come l’è QM (2) di MA., e ’l qua

drato di RQ quadruplo di quello di NA . Ma

il rettangolo dell’afciffa QA nel parametro AX,

o il quadrato di RQ, che gli è uguale, è al

tresì quadruplo del rettangolo di Q A in AF

quarta parte di AX, cioè del rettangolo di

MA in AF : Dunque farà anche NA? uguale

ad MAF. E quindi (3) MA : AN :: AN : AF,

e l'angolo (4) MNA uguale ad NFA . Sicchè

-agموح)

(1) Prop. XIV.

(2) Coról, 2. Prop. VIH.

(3) Prop. 17. part. 2, Elem. VI.

(4) Prop. 6. El. VI.

e



aggiungendo lor di comune l’ angolo ANF n’

emergerà tutto l’angolo MNF uguale ai due

NFA , ANF, o all’angolo NAF, º cui queſti

fono uguali a cagion del triangolo rettangolo

NAF. Onde l’angolo MNF farà retto al par

di NAF. C. B. D .

Р к о Р. хvн. т в о к.

L'angolo FRM, formato dal ramo FR, e

dalla tangente RM tirata pel fuo eſtremo, pareg

gia l’angolo GRC, che vien coſtituito dalla me

de/ima tangente, e dal diametro RC condotto per

lo contatto, * .

Dim. effendo MA uguale ad AQ, (1) farà

MN uguale ad NR . Per la qual cofa avendo

i due triangoli MNF , RNF i due lati MN,

ed NF reſpettivamente uguali ai lati RN , ed

NF, e l’angolo MNF uguale ad FNR, per

chè retti (2), avranno eziandio uguali gli ango

li FMN, FRN. Ma l’angolo FMN poichè

interno delle parallele MF, RS adegua l’efter

no CRG . Dunque farà l’angolo FRN uguale

a CRG. C. B. D .

Cor. I. Effendofi mostrati uguali i due an

goli FDI, FID del triangolo DFI, il fuo an

golo esterno DFN , che dee pareggiarli, farà Fig.2s.

- - duplo

(1) cor. 2. Prop. VIII.

(2) Prop. prec.



duplo del folo FID. E condotto faltro ramo

FC, e la tangente CO, fi arguirebbe in fimil gui

fa effer l’angolo NFC doppio di CKF , o di IKO.

Onde l’è forza che tutto l’angolo DFC fia duplo

de due FID, IKO prefi infieme, cioè del fo

lo DOC (1).

Cer. II. Cioè nella parabela I angelº com

preſo da due rami è dupio di quelle, che ne co

ftituiſceno le tangenti cendette pe di loro estremi.

Cºr. III. E giacendo a dirittura i due ra

mi RF, FC, l'angolo delle tangenti RHC fa

rà retto: poichè dev'effere metà de due kFN ,

NFC, che fan due retti.

P R O P. XVIII. T E O R.

Nella parabola il ramo FR è quarta parte

di RY parametro del diametro RS.

Fig-24- E l’ordinata BD dello ſteſſo diametro, che

paſſa per lo fuoco F, è uguals al di lui para

177ff70 •

Dim. Part. I. fi meni per lo vertice dell’

affe la retta AS parallela alla tangente late

rale RM, che farà femiordinata del diametro

RC, ed uguale ad RM a cagion del paralle

logrammo SM. Ma RM è doppia di MN: dun

que AS farà eziandia dupla di MN, e ’l qua

drato di AS quadruplo del quadrato di MN , :
de

(1) Prop. 31. El. I.



dell’uguale rettangolo FMA (1). Ma il ம:

mo rettangolo FMA è lo ſteffo che l'altro di

FR in RS ( effendofi dimoſtrata la retta FM

uguale ad FR , ed MA uguale ad RS ) : ed è

pari menti il quadrato della femiordinata AS

uguale al rettangolo di RS in RY parametro

del diametro RC. Sarà dunque il rettangolo di

RS in RY quadruplo del rettangolo di RS in

RF : e quindi RY quadruplo del ramo FR .

Parr. II. Effendo FM uguale ad FR, e

ad FM uguale RC per lo parallelogrammo

FMRC; farà RC uguale ad R.F. Onde BC?, che

fi è mostrato uguale al rettangolo di CR in

4.FR, uguaglierà 4.FR? : e quindi BC farà uguale

a 2.RF, e tutta la BD uguale a 4.FR, cioè (2)

al parametro di RC, C. B. D.,

Cor. I. Il ramo FR fi è mostrato uguale

ad FM. Dunque ficcome FM pareggia MA, o QA

con AF ; così il medefimo ramo FR farà uguale

all'afcifa QA , che gli corriſponde, infieme

con AF quarta parte del parametro dell'affe.

Cor. II. E quindi il quadruplo di RF,

cioè RY parametro di RS, farà uguale al qua:

druplo dell'afciffa AQ con AX parametro dell'

affe e --"

Cor. III.. Dunque il parametro di qualunque

diametro fupera il parametrº dell'affe per lo qua

- druplo

(1) Cor. Prop. 9: El. VI.

(*) Part. I.
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Fig.25.

druplo dell'afeiffa del medeſimo affe corriſpondente

al vertice di effo diametro. « *

Cor. IV. Di più il ramo FR farà uguale

ad RC afciffa nel diametro RC, che corriſpon

de all'ordinata BD tiratagli per lo fuoco. E

la fottangente dell’ ordinata BD, ch’è dupla

di RC (1), farà uguale a BC.

Р к о Р. хих. т в о к.

Il ramo FD è uguale alla perpenditeler. DL

talata dal fuo eſtremo fulla linea di fublimità.

Dim. Effendo BA uguale ad AF (2): ag

giunta di comune l’afciffa NA, farà NB uguale

ad AF con AN. Ma quì fopra fi è mostrato, che

il ramo FD fia uguale all’afciffa A N infieme

colla quarta parte del parametro dell’affe. Sarà

dunque FD uguale ad NB, ovvero a DL,

che fono uguali a cagion del parallelogramme

NBLD . . C . B . D . -

, Cor. Se a punti R, e D del perimetro

parabolico, o che fieno nella medefima par

te, o in diverfe, conducanfi i rami FR , FD,

e da medefimi punti fi calino le perpendico

lari RP, DE fulla QG ordinata all’affe ; il

ramo colla ſua corriſpondente perpendicolare

farà di una coſtante grandezza. Imperocchè驚
Առs

(1) Cor. 2. Prop. VIH.

(2) Cor. I, Defin, VIII.
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lungate le anzidette perpendicolari finchè toc

chino la linea della fublimità ne punti M , ed L,

faranno MP, LE di una coſtante grandezza,

cioè uguali a GB, o fia alla retta GA infie

me con AF. Ma tanto è dire PM , che RP

infiem e con RF : ed è parimenti EL uguale

ad ED con DF. Sarà dunque FR con RP u

guale ad FD con DE.

P R O P. XX. T E O R.

Se in giù diftendafi la tangente DM, che Fig.26

paffi per D punto di fublimità; ogni ramo FR

farà uguale a PN femiordinata all’affe condotta pel

fuo eſtremo infino alla tangente.

Dim. Si tiri la tangente verticale AB, farà

DF : DA : : FM : AB, e quindi ficcome l’è DF

dupla di DA (1), così farà puranche FM dop

pia di AB. Ma FM fi è moſtrata (2) doppia di

AF : dunque farà AB uguale ad AF.

E poichè fta (3) NM2 ad LNR così

BM? ad AB?, o ad AF2 : ed è poi BM2 :

AF2 :: MN2 : FP2 (4). Dunque farà MN2 : LNR ::

MN2 : FP2 , e quindi LNR uguale ad FP2 .

Laonde aggiungendovi di comune PR* , rifulte

rà (5) PN2 uguale ad FR”, e PN uguale ad

$R . G. B. D. D - PROP.

(1) Cor. 2. Prop. V HI.

(2) Cor. 2. Defin. VII.

(3) Cor. 3. Prop. XI.

, (4) Prop. 2. El. VI.

, (;) Prop. 6. El. H. e 47. El, I,
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Fig.27.

P R O P. XXI, T E O R.

Se dall'eſtremo R del ramo FR conducafi la

normale RQ, e dal punto Q, ov'ella incontra "

affe, fi meni QP perpendicolare ful medeſimo ra.

mo : quel fegmento RP del ramo, ch'è verſo il con

tatto, pareggerà il femiparamstro principale .

Dim. I due angoli QRM, QRN come retti

fono tra fe uguali. Ma PRN è uguale a DRM (1):

farà dunque PRQ uguale a QRD , ovvero al

fuo alterno RQB . Il perchè i due triangoli

RPQ , RBQ avendo uguali non meno gli an.

goli PRQ, BQR, che que che fono in P, e B,

e poggiando fulla medefima ipotenufa QR, do

vranno aver uguali i lati PR, BQ (2). Ma la

funnormale BQ è uguale al femiparametro dell'

affe (3) : dunque farà al medefimo femiparametrº

eziandio uguale la retta PR. C.B.D.

Cor. I. L’angolo QRF è uguale a QRD,

ovvero ( per le parallele RD, BQ ) al di lui

alterno RQF . Dunque (4) farà FQ uguale ad

FR: Ed effendofi mostrata la RP uguale a Q8,

le rimanenti di loro parti FP, FB dovran pu

re effer tra fe uguali .

Çor, II. Intanto la NQ è doppia di FN,

impe:

(1) Prop. xVH.

(2) Prop. 26. El. I.

(3) Prop. IX,

(4) Prop. 6, El. H.



imperocchè NB, e BQ parti di quella fono re

fpettivamente duple (1) di NA, ed AF parti di

questa ; e 'l parametro AX è ancor duplo di

BQ (2). Dunque dovrà effere NQ : FN : :

AX : BQ, e con ciò il rettangolo di FN in

Ax uguale a quello di NQ in BQ, cioè ad

RQ”, cui effo rettangolo è uguale (3).

Cor. III. Dunque la normale è media propor

zionale tra il parametro dell'affe, e'l ramo.

Р к о Р: xхн. т в о к.

Se agli eſtremi R ed S de rami FR, FSFig.23.

conducan/i le tangenti RT, ST; la retta FT, che

unifce il fuoco F col concorſo T di queste tangenti,

biſecherà l'angolo RFS compreſo da rami.

Dim. Si unifca la retta SR fra contatti,

e tirate le tangenti PN, QN agli eſtremi della

retta PQ, dovranno tutte e tre queſte rette con

venire in un’iftefo punto (4): onde ficcome le

due tangenti PN, QN hanno il diloro concor

fo (5) nella linea di fublimità ABN; così tutte

e tre fi raccoglieranno nella medefima linea . Si

calino dagli eſtremi de rami le rette SA, RB

perpendicolari fu di AN. Saranno tali (6) ret

D 2 16

(1) Cor. 2: Prop. HI. e Cor. 2. Prop. VII.

(2) Prop. Ix.

(3) Cor. Prop. 8. El. VI:

(4) Prop. XV. Cor. z.

(5) Cor. 2. Def. VIH.

(6) Prop. xIx.
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# uguali a rami [, qual cofa avverafi nella fo

la parabola, poichè nelle altre fezioni effe non

fono, che proporzionali ai rami ]. Ciò poſto

er effere la retta SN armonicamente diviſa in

O, ed R (1), farà SO : OR :: SN : NR. Ma

la feconda di queſte ragioni pe triangoli fimili

SNA, RNB è uguale a quella di SA ad RB,

o a quell’altra de’ medefimi rami SF, FR.

Dunque farà SO :OR :: SF : FR , e quindi (2)

farà bifecato da TF l’angolo RFS. C. B. D.

Cor. I. Che fe i rami FP, FQ giacciano

a dirittura, ed a loro eſtremi P, e Q fi tiri

no le tangenti PN, QN, che fi unifcono in N;

la retta NF dovrà inclinarfi ugualmente fulla

PQ, e quindi efferle perpendicolare.

Cor. II. Dunque fe agli eſtremi di una

corda condotta per lo fuoco fi menino due tan

genti, dovrà feguirne I, che il di loro concorſo fi

ritrovi ſempre nella linea di fublimità (3). II.

Cbe l'angolo compreſo da effe tangenti fia retto.

III. E che in fine regga perpendicolarmente ful

la mentovata corda quella retta, che unifce il

fuасо della parabola col concorſo delle medeſime

*angenti .

CAP,

į (1) Prop. XIII.

(2) Prop. 3. El. VI.

(3) Cer, 2. Defin. VIII,
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* C A P. IV.

Delle dimenſioni della Parabola .

L E M M A I.

Sia AaPF una qualunque curva rapportata Fig29.

all’affe AF, ed in effa s'ºferivano de rettangoli Ba,

Ch, De &c., ed altrettanti le fi circoſcrivano »

cioè queſti altri Bf, Cg, Dh , &c. ; io dico ,

che l’aja AaPF termini tanto nella fomma de

rettangoli iſcritti, quanto in quella de circoſcritti -

Si prolunghino i lati aM, bN , cO &c.

de’ rettangoli iſcritti, finchè ne incontrino i

lati oppoſti dell’ultimo rettangolo FQ ne pun

ti S, T, X, Y, Z , V, &c., e fieno le al

tezze de rettangoli sì circoscritti, che ifcritti,

vale a dire le rette AB , BG, CD &c. EF

uguali tra loro. E poichè l’ ecceffo del primo

rettangolo circoſcritto Bf ful primo ifcritto Ba

è uguale al rettangolo Mf, ed i lati di questo

aM, Mb fono reſpettivamente uguali ad ST ,

ed SX lati del fottoposto rettangolo TX; farà

l’ecceſſo di Bf fu di Ba puranche uguale al

retrangolo TX. Con fimil ragionamento pro

veraffi, che YZ, VR, &c. rappreſentino gli

ecceffi de rettangoli circoſcritti Cg, Dh , &c.

fu degl’ ifcritti Cb, Dc, &c. Onde la totale

differenza di tutti i rettangoli iſcritti da tutti

D 3 li



്iം് farà uguale al rettangolo TQ.

Or facendofi le altezze AB, BC, CD, &c.

EF minori di qualunque grandezza affegnabile,

il rettangolo TQ diviene ancor effo di una

quantità minore di qualunque data. Dunque

la fomma de rettangoli ifcritti pareggerà a un

di preffo quella de’ circoſcritti : e l’aja della

curva, ch’è limite tanto di que rettangoli,

che di queſti , terminerà nelle loro fomme .

C. B. D .

Cor. I. Che fe la curva co rettangoli in

effa ifcritti , e circoſcritti fi aggiri con perfet

ta rivoluzione intorno al fuo affe ; il folido,

che in tal guifa viene a generarfi , terminerà

nelle fomme de'cilindretti generati da queſti,

e da quelli .

Cor. II. Se i parallelogrammi sì ifcritti alla

curva, che circoſcritti, ( i quali quì fi fono ſuppo

fi rettangoli ), fuffero obliquangoli ed equian

獸 fra loro; con un fimile tiffuto di ragioni

i proverebbe ch'ancor effi vadano a terminare

nella fteffa curva . -

Scol.

Il Cavalier Newton nel I. Lemma de'

Princip. Matem. della Filof. Naturale stabiħ

per principio dimostrativo, che, fe due quan

„ tità fi accostino fempre all'uguaglianza, fic:

„ chè alla fine di un qualche tempo finito fi

32 fis

–
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„ ritrovino differir meno di qualunque gra:
: „ dezza data; debban effe divenire ಳ್ಗೆ! alla

„ fine dello ſteffo tempo (a) · Da ciò il Va

lentuomo fi fe a congegnare un'elegantº dimo

zione al nostro Lemma, che ho voluto quº recarvela

alquanto illustrata, perchè intendiate l'eccellenza

di questa maniera di geometrizzare, e la dilei iden

:it: ai famoſo metodo di Efaustione, o de limi
ti, di cui prevaleanfi i Matematici antichi nella

Geometria trafcendente. In fatti, come il ſapetºs

Archimede il principe de'Geometri antichi coll:
face di questo metodo rinvenne la dimenſione del

circolo, della sfera, delle sferoidi, de coni, de

cilindri, delle ſpirali : ed elevatofi alla confi

derazione delle verità della Mecanica, gli riu

fc) di dimostrare il principio della Leva , quan

do le di lei braccia fuffero tra loro incommen

furabili (b).

L E M M A II.

se nelle quattro ferie di grandeK* ugual#

D 4 di

(a) Ecco le parole del Newton · guantitates , ut

es quantitatum rationes, qua ad aqualitatem tempºre 1:"

finito constanter tendunt , es ante finem temporis illius

propius ad invicem accedunt quam prº data quavis dif

ferentia, fiunt ultimo equale: .

(i) í principi del metodo di Efauſtione non fonº :
che i due ſeguenti. I. Due grandezze ; che hanno uno

steſſo limite, fono tra ſe uguali . II. Se due grandezze »
che terminano in due altre, abbiano fra loro una data

tagione » queſta ſtella dovran ſerbare i loro limiti.
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涯 numero A, A , Ari, &c. B, B , B“, &c.

C, C , C 1 , &c. D, DI , Dr. , &c. fia fem

pre A : B :: C : D, AI : B :: C : D , &c.; fa

rà la prima ferie alla feconda , come la terza alla

quarta; fe mai le grandezze della prima ferie fis

no reſpettivamente proporzionali a quelle della ter

za, o le grandezze della feconda proporzionali a

quelle della quarta .

Dim. Sieno in primo luogo le grandezze con

tenutefi nella prima ferie proporzionali a quelle

della terza, dico effer neceffariamente le gran

dezze della feconda ferie proporzionali a quel

le della quarta. Imperocchè, effendo A : A ::

C# : C, e per la prima condizione A : B :: C : D,

farà per uguaglianza ordinata A : B :: C : D,

ed invertendo B : AI :: D : C . Ma dalla prima

condizione fta puranche A : B :: C : D". Dun

que di nuovo per uguaglianza ordinata farà

B : B :: D : Di . E cið fếmpre dimoſtrandofi,

faranno le grandezze della feconda ferie propor

zionali a quelle della quarta .

Premeffe tali cofe, poichè dalla fuppofizio

ne fta A : A: : : C : C , farà componendo

A+A : A : : C+C : C . Ma è puranche A' :

A" :: C', C" : dunque per uguaglianza ordinata

ftarà A+A : Ari : : C+C1 : C1 i , e componen

do A+A +A 1 : AI 1 :: C+C1 + C11 : C". Per

la qual cofa, fe AV , e Cv dinotino le ultime gran

dezze della prima ferie, e della terza , farà

A+A+ + A | &c. : Av :: C+C + Cl | &6
- Nel.
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Nello fteffo modo, fe Bv , e Dv dinotino ?

ultime grandezze della feconda ferie, e della

quarta , fi dimoſtrerà, che debba ftare B+B +

Bit &c. : Bv :: D+D+ + D11 &c.: Dv. Dunque

fi è dimoſtrato effere A+A1 + A1. &c. : AV ::

C+C + C" &: CV; è poi dalla prima con

dizione Av : BV :: Cv: Dv; ed è finalmente BV :

B+BI + Bt 1 & :: Dv: D+DI + D11 &c. Per

, la qual cofa farà (1) A+A + A11 & : B+B *

-H-Bir : : C+C1 -- C1 i & : D+D + D11 &.

Cor. I. Nella ſteffa guifa , fe le grandez

ze della feconda ferie fi pongano proporzionali

a quelle della quarta, fi conchiuderà effere le

grandezze della prima ferie proporzionali alle

altre della terza.

Cor. II. Sicchè per effere coteste ferie pro

porzionali, non baſta, che fia A : B: : C :D,

ed A : B :: G1 : D &c., ma vi fi richiede

ancora , che le grandezze della prima ferie

fian rifpettivamente proporzionali a quelle del

la terza, o che le grandezze della feconda fa

ceffer proporzione con quelle della quarta.

Cor. III. Dunque fe mai fi ritrovi A : B::

C : D, ed a : b : : c : d, farà fempre A. a : B. b ::

C - c : D. d : perciocchè , effendo la prima di

queſte ragioni uguale alla feconda, e la ter

za alla quarta , dovrà la compoſta della prima,

e della terza uguagliar la compoſta della fecon

da » e della quarta. Ma non farà mai A+a :

B+፥፡

(*) Prop. 22. El. V.
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B+b :: C+c: D+d, fe nen fia puranche A :

هب::C:ءا.

Scol.

Ho voluto, cari Giovanetti, efporvi quest'

altro Lemma, non folo per farv' intendere di

ftintamente fu qual principio regga quel meto

do, di cui fovente avvalgonfi i Matematici nel

dimoſtrar tante verità mecaniche e geometriche;

che per garentirvi di un'errore, ove non di rado

s’ incorre anche da Valentuomini . Infatti il Sig.

de la Hire , credendo che la prima condizione

inferita nel Lemma fol ne baftaffe per effere

quattro ferie tra loro proporzionali, conchiufe

fuor di ragione, che il tempo impiegatovi da

un grave a difcendere per una Semicicloide fuf

fe duplo di quello, che vi s'impiegherebbe a

calar verticalmente pel di lei affe. E quantun

que il fommo Geometra Giovanni Bernulli (a)

in leggendo la dimoſtrazione del Signor de la

Hire toſto ne comprendeffe l’errore ; pur non

di meno fi contentò di folamente indicarlo al

la Repubblica degli Eruditi, fenza moſtrarci

qual altra condizione doveffero avere le quat

îTO

(a) Ecco le parole di Giovanni Bernulli Att. Erud. di

Lips. 1698, Concludit, cioè de la Hire, poſitis quotcunque,

er quibuſcumque analogiis a : b : : c : d , m : n : : P : q,

r : s :: t : v , fore aggregatum omnium primarum afmfr ad

aggregatum omnium fecundarum bfnfs , ut aggregatum

omnium tertiarum cİpft ad aggregatum omnium quarta

rum difqtv : quod num verum fit judicent alii.
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tro mentovate ferie, per effere fra loro pr '' ་གས་
zionali . \*

P R O P. XXI1I. T E O R.

Lo ſpazio parabolico AFM racchiufo dalle

due coordinate AF , ed FM , e dall'arco AM è

due terzi del parallelogrammo AFMP delle mede

fime coordinate.

Fig.39s

Dim. La retfa PA intendafi diviſa nelle

particelle uguali PR, Rr, &c. e dal punto P

elevata la perpendicolare PQ di quella lunghez

za , che ne aggrada. Si compia il parallelo

grammo PQTA : fi tiri la fua diagonale AQ :

pe' punti R, *, &c. fi menino le rette RE,

re, &c. RS, rs, &c. reſpettivamente parallele

a PM , e PQ : e poi alla medefima AP fi

conducan parallele le rette GN, gn, &c., CD,

cd, &c. E finalmente il rettangolo PQTA con

perfetta rivoluzione fi aggiri intorno ad AP.

Ciò premeffo il parallelogrammo MPRE

fta all’altro NPRG (1) come MP a PN, o

ad RG. Ma le rette MP ed RG avvegnachè ,

uguali alle afciffe della parabola AF, AB fo

no in duplicata ragione delle femiordinate MF,

GB, o delle loro uguali PA, RA : ed i ci

lindri che colla indicata rivoluzione vengonfi

a generare da rettangoli PQSR , PDCR, per

cffere nella ragion delle loro bafi, fono ancor

effi

(1) - Prop. 1. El. VI,
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effi in duplicata ragione di PQ, ed RC raggi

delle medefime bafi , o di PA ed RA, cui fon

proporzionali PQ, ed RC. Dunque (1) farà il

parallelogrammo MPRE all’altro NPRG co

me il cilindro di PQSR al cilindro di PDCR.

E ciò fempre dimoſtrandofi faranno (2) tutti i

parallelogrammi MPRE, ERre, &c., che com

piono l’intero parallelogrammo MPAF, a tut

ti i parallelogrammi PNGR, Rngr, &c., che

fono ifcritti nello ſpazio parabolico efterno MPA,

come tutti i cilindri di PQSR , di RSsr, &c.

che coſtituiſcono il cilindro del rettangolo PQTA

rivolto intorno a PA, a tutti i cilindri di PDCR,

di Rder, &c. ifcritti nel cono generato dalla

rivoluzione del triangolo PQA intorno a PA.

Ma i parallelogrammi PNGR, Rngr &c. ter

minano nel trilineo parabolico MPA, ficcome

nel cono di PQA van pure a terminarvi i ci

lindri de rettangoli PDCR, Rder, &c. Dun

que (3) farà il parallelogrammo MPAF al tri

lineo parabolico MPA , come il cilindro del

rettangolo PQTA al cono del triangolo PQA,

cioè (4) come 3 ad 1. Per la qual cofa il tri

lineo MPA è un terzo del parallelogrammo

MPAF, e quindi lo ſpazio parabolico interno

MFA convien che fia due terzi dello ſteffo pa

rallelogrammo delle coordinate MPAF. C.B.D.

Сor.

(1) Prop. II. El. V.
(2) Lemm. l I. F

(3) Lemm. I. Cor. 2.

(4) Per quel che ha mostrato Archimede.
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Cor, I. Gli fpazj parabolici AMF, AGB

effendo parti fimili de parallelogrammi delle

coordinate AFMP, ABGR , faranno al par di

queſti (1) in ragion compofta delle afciffe AF,

AB, e delle femiordinate MF, GB.

Cor. II. Ed effendo la prima di queſte ra

gioni componenti duplicata dell’altra (2); la

ragion che n’ emerge dalla loro compofizione

farà triplicata della fola feconda, o fefquiplica

ta della fola prima (a): cioè gli ſpazj parabo

lici AMF , AGB, racchiuſi dalle coordinate AF,

FM, ed AB, BG, e dai reſpettivi archi AM ,

AG , fono infra di loro in triplicata ragione delle

femiordinate MF, GB, o in fe/quiplicata delle

efeiffe AF, AB.

Scol.

Il Principe de'Geometri Archimede Siracuſa

no fu il primo tra gli antichi cui riuſcì d'uguagliar

due fpazj curvilinei a due rettilinei. Egli dimo

ftrò, che un cerchio fia quanto quel triangolo rettili

meo, che abbia per bafe la fua circonferenza, e per

altezza il raggio, e che lo ſpazio parabolico,

( quello però, che fi è definito in queſto teo

rema): pareggi due terze parti del parallelogram

mo circoſcritto. Or la quadratura della parabola;

- cioè

(1) Prop. 23. El. VI.

(2) Prop. VII.

(4). Una ragione, che viene a comporfi da due

altre , di cui la prima fia duplicata della ſeconds, dice

fi fequiplicata della fola Prima,
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cioè la dimenſione del di lei fpazio potrebbefi

in molte altre guife ottenere. Bafta dire, che

fin da tempi fuoi il Signor Torricelli ne pro

poſe più che venti in un'opericciuola publica.

ta a queſto fine. Ma poichè gli angufti limiti

del mio iſtituto non mi permettono, che fu

queſto argomento io più vi ragioni ; mi restrin

go folamente ad indicarvi l’ orditura de’due ce

lebri metodi degl'Infinitefimi, e degl'Indiviſibili,

onde può lo ftesto intento agevolmente confe

guirfi. Ecco la dimoſtrazione del prefente teo

rema per gl’infinitamente piccoli ,,, Si pren

,, da l’archetto MG infinitefimo, ed ordinate

,, al diametro AF le rette GB, MF , fi meni

», al punto M la tangente MH. E poichè il

,, parallelogrammo PMER ſta all'altro MNBF,

,, che gli è equiangolo, (1) in ragion compo

„ fta di PM ad MF, e di ME ad MN , o

,, ad EG, che l'è uguale : e la ragione di ME

„ ad EG pe triangoli fimili MEG, MFH è

„ uguale a quella di MF ad FH ; farà il paral

„ lelogrammo MPRE all’altro MNBF in ragion

„ compoſta di PM ad MF, e di MF ad FH,

„ cioè (2) come PM prima o la fua uguale FA

„ ad FH terza, cioè (3) come 1 a 2. E dimo

„ ftrandofi fempre che ciaſcun parallelogrammo

» circoſcritto nella parte efterna della parabola

» fia metà del corriſpondente circoſcritto *號
- 3) lº

(1) * Prop. 23. El. VI. -

(*) Lem. prop. 23. El. VI. . . ;

(3) Cor. a. prop. VMI. -
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„ lo fpazio interno, farà lo fpazio iே

„ della parabola AMF duplo dell'eſterno AMP,

„ onde convien che quello fia due terzi del pa

„ rallelogrammo delle coordinate PAFM, quest'

„ altro un terzo. „ Intanto ho voluto, anzi

che ufar queſto metodo, avvalermi di quel

lo de limiti : temendo che una tal dimoſtrazio

ne non farebbefi compiutamente intefa da que

giovanetti, in mente a cui non fono ancor di

ftinte le idee delle grandezze infinitefime, e

de loro diverfi ordini, qual fi converrebbe a

tal uopo. In fatti le grandezze ME, EG, GM,

e'l parallelogrammo MNBF fono infiniteſime

di primo ordine, cioè infinitefime riſpetto al

le grandezze finite MF, FA, MA, e all'aja

MAF : laddove la retticciuola eG, e la piccio

la aja MEG fono infinite/ime di fecondo ordi

ne, cioè infinitefimi riſpetto a GM, ed all’

aja MNBF (b).

Col metodo degl'Indivifibili, di cui ne

fu autore Bonaventura Cavalieri , potrebbefi

ancor femplificare la dimostrazione del prefente

teorema. İnfatti dopo che quivi ho conchiufo,

che il circolo di RS ftia a quello di RC, co

me la retta RE all'altra RG; parrebbe nat'﹚;
Į3

(b) Facciafi tT a tO come il parametro di AB al

parametro del diametro, che paffa per M : farà (Cor. 2.

prop. XI, ) TG ad Mtv come T a O, o come T1G

ad OtG. Dunque farà Mtz uguale ad OtG , e quindi
( Prop. 17, El. VI, ) Ot : tM :: tM : tG. Ma tM è infi

nitefima riſpetto a 10: dunque 4G farà anche infinitefi

ma riſpetto a M.
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Fig.31.

confeguenza il dire „ dunque tutti i cirea

li di RS, di rs &c. cioè tutto il cilindro

di APQT dovrà ſtare a tutti i circoli di

„ RC, di re, &c. cioè al cono di APQ, co

me tutte le rette R.E., re, &c. del parallelo

„ grammo MPAF a tutte le rette GR., gr.,

„ &c. del trilineo parabolico MPA.: cioè que

„ fto parallelogrammo dovrà effer triplo del

„ trilineo MPA, come il mentovato cilindro

„ lo è del cono, che ha feco la medefima ba

„ fe, ed altezza. „ Ma ſpiace ad alcuni Geo

metri il tiffuto di queſto metodo; poichè i fo

lidi verrebbonfi a prendere per tanti compoſti

di fuperficie, e le fuperficie per aggregati di

linee. Nè quindi le parti, onde fi fa riful

tare il tutto, farebbero continue fra loro, nè

omogenee ad effo, come il fi conviene .

P R O P. XXIV. T E O R.

Se lo fpazio parabolico ACK racchiuſo dalle

coordinate rettangole AC, CK, e dall’arco AK/;

aggiri inſieme col rettangolo delle fieffe coordinate

intorno all'aſſe AC : la conoide parabolica, che

viene a generarfi dal mentovato ſpazio ACK, è

metà del cilindro generatovi dal rettangolo ACKD.

Dim. L’afciffa AC della parabola ACK

intendafi divifa nelle particelle uguali CF, FB,

&c. e pe' punti C, F, B, &c. delle diviſioni

condotte nel rettangolo le rette FI, BV , &c.

parala
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:

parallele all’ordinata CK. Unita AK fi tirino

anche QT , GE parallele ad AC.

I cilindri, che nella propoſta rivoluzione

vengonfi a generare da rettangoli IVBF, EGBF,

fono tra loro come i circoli de raggi VB,

GB, che fon le bafi, ov’ effi poggiano, e

con ciò in duplicata ragione di VB, o fia di

KC a GB, (1) cioè come CA ad AB. Ma

i rettangoli IvBF , TQBF fono ancor effi

com’è la VB, o la fua uguale KC a QB, cioè

pe triangoli fimili KAC, QAB, come CA ad

AB. Dunque (2) i mentovati cilindri faran

fra loro come i rettangoli IVBF, TQBF .

Queſto steffo filo di ragionamento inten

dafi ancor diftefo per le altre particelle delº

la CA : farà il cilindro di KDAC, ch’è l'ag

gregato de cilindri di KIFC, di IVBF, &c.

alla fomma de cilindri di OMFC, di EGBF ,

&c. , iſcritti nella conoide, come il rettangolo

KDAC fomma de rettangoli KIFC, IVBF, &c.

alla fomma de rettangoli LSFC, TQBF , &c.

ifcritti nel triangolo KAC (3). Or fe fi conce

pifca accrefciuto all'infinito il numero delle

particelle uguali CF, FB, &c.; ed all’infinito

minorata la grandezza di ciafcheduna; ei farà

chiaro, che tutti i cilindretti de rettangoli

EGBF, OMFC, &c. vadano a terminare nella

conoide generata dalla parabola KAC, ficcome

Ε nel

臀 Cor. 2. Prop. I. Lib, I.

"(2) Prop. 1 1. El. V,

. (3) Lemm. II.



66

nel triangolo KAC terminano i piccioli ret

tangoli TQBF, LSFG, &c. (1). Dunque farà

il cilindro di KDAG alla conoide generata dal

la parabola KAC, come il rettangolo KDAC

al triangolo KAG, cioè come 2 ad 1 (2): val

quanto dire la rammentata conoide è una me

tà del cilindro, che le fi circoſcrive. C.B.D.

Scol.

In queſta propofizione fi è dimoſtrato,

che la conoide parabolica fia metà del cilin,

dro, che le fi circoſcrive ; mentre dianzi eka

fi (3) conchiufo, che il trilineo AKG generato

re della conoide pareggi due terze parti del

rettangolo ACKD, onde fi genera il cilindro.

Ciò non vi paja contradittorio, imperocchè le

figure non fono proporzionali alle grandezze di

loro generatrici , come taluno fel potrebbe im

maginare; ma fecondo la regola del Signor Gul

dino le figure generate fon come le grandezze genera

trici, e come le vie, che i centri di gravità di

queſte deferivono in generandole. Una retta che fi

aggiri intorno ad un fuo eſtremo immobile fem

pre giacenteſi fu d’un piano , non fa che un

cerchio . Ma fe per avventara ella s'inclini al

piano , e fi volga intorno a quell’ifteffo eſtre

mo ferbando al piano la medefima inclinazio

Inę

(1) Lem. I. },

(2) Prop. 34. Elem. I.

(3) Prop. prec.

|
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ne , verrà quindi a generare una fuperficie co

nica maggiore, o minore, fecondochè il punto

medio di effa retta ( ove ne giace il centro

di magnitudine ) defcriva una maggiore , o

minore circonferenza .

P R O P. XXV. P R O B L.

Pofte le mede/ime cofe della prop. prec. ritro

vare la fuperficie della mentovata conoide para

bolica .

Sia DAC la parabola generatrice del

la conoide , F il fuo fuoco , AT il parame

tro principale . Si diftenda fotto del vertice l'

afcifa AC , finchè CG uguagli AF, e fi con

ducano da F, e G le femiordinate all’affe

FL, GH ; dico effere la richiefta fuperficie

quarta proporzionale in ordine al raggio di un

circolo, alla ſua periferia, ed all’ aja parabo

lica HLFG. . |

Dim. Intendafi la femiparabola CAR dal

luogo, ov’ella fi giace, trasferita nell’altro

CBK; talchè il fuo vertice falga nel punto di

fublimità B, e 'l fuoco fi alloghi in A, ove

prima ne ſtava il fuo vertice. Sarà agevole il

comprenderfi, che tanto fia lo fpazio HLFG,

quanto quest'altro CAtK. Si divida l’afciffa CA

nelle parti uguali CO, Oo, &c. e pe punti

delle divifioni s'intendano diftefe non folo le
x k. 2. ordi

Fig.32.
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ordinate DCK, MOF, &c. le quali incontrino

le parabole AD, BK, che le DS, &c., normali

alla fola curva AD. Or effendo il ramo condot

to al punto D (1) uguale a CB, farà il ret

tangolo di effo ramo nel parametro AT ugua

le al rettangolo di CB in AT, cioè DS” , ch'

è uguale al primo rettangolo (2), farà uguale

a CK?, che ne adegua il (3) fecondo : e quin

di DS uguale a CK .

Si tiri la tangente DM, che incontri in M

la proffima femiordinata dO, e 'l trapezio DMOC

fi concepifca rivolto infieme colla parabola ge

neratrice della conoide . La retta DM mercè

coteſta rivoluzione verrà a generare una fuper

ficie di cono troncato (c), che dalle cofe di

moſtrate da Archimede fulla sfera , e’l cilindro,

farà quanto il prodotto di DM º nella femi

fomma delle circonferenze, che han per raggi

MO, DC, cioè quanto la DM nella circon

ferenza di PQ, che dal punto medio della CO

conducefi parallela a DC. Imperocchè tirata Mr

- paral

(1) Prop. XIX.

(2) Cor. 3 Prop. XXI.

(3) Prop. VIII. -

(e) . Ogni elemento di una curvą, che fi volge in

torno al proprio affe , non genera una fuperficie di ci

lindro retto, ma quella di un cono troncato, che an

cor fi valuta da effo elemento nella circonferenza che

deſcrive un fuo eſtreino : poichè un tal elemento non è

perpendicolare al circolo della fottopoſta ordinata, come

fi converrebbe per generare una fuperficie cilindrica ; ma

vi s'inclina ſotto ún_angolo acuto uguale a quello, che

fa la normale coll' affe .
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parallela ad OC, tanto la Qt è metà di Dr,

quanto la t P delle due MO, rC : onde con

vien che tutta la QP fia metà delle due MO ,

DC, e che la circonferenza di QP dinoti la

femifomma delle circonferenze di MO, e di

DC .

Si tiri QV parallela a DS; faranno uguali

gli angoli QPV, MQ come retti, e 'l faranno

ancora gli altri due PVQ , MQt; poichè ciaſcu

no di effi unito allo steffo angolo PQV com

pie un retto. Sicchè il triangolo PVQ farà

fimile ad MQt , o ad MDr. E quindi effen

do MD ad Mr., come QV a QP , o come

la circonferenza del circolo, che ha QV per

raggio a quella che ha per raggio QP; il pro

dotto (1) di Mr nella eirconferenza di QV

uguaglierà il prodotto di MD nella periferia

di QP, cioè (da quello che fi è moſtrato )

la fuperficie conica di DM.

Ma il rettangolo di Mr in QV sta al

prodotto di Mr nella circonferenza del rag

gio QV , come il raggio di un circolo alla

fua circonferenza: dunque in queſta medefima

ragione ftarà il rettangolo di Mr, o di CO in

QV alla fuperficie conica generata da MD, nel

modo dianzi efpoſto. Per la qual cofa fe lo

steffo raziocinio fi applichi alle altre parti dell'

afciffa CA, faranno (2) tutti i rettangoli di

CO, di Oo &c. nelle reſpettive perpendicolari ele

3 Vate

(1) Prop. 16. El. VI.

(2) Prop. 12. El. V.
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vate da punti medj delle tangenti DM; dm &c.

a tutte le fuperficie coniche generate dalle me

defime DM, dm, &c. come il raggio di un

circolo alla ſua circonferenza . e

Or fe le parti CO, Oo, &c. fi concepi

fcano diminuite all'infinito; ficchè ciaſcuna di:

venti minore di qualunque retta affegnabile ; i

punti M , e Q dovran raccorfi in D, la per

pendicolare QV dovrà uguagliare la normale

DS, o la di lei uguale CK, la fuperficie co

nica di DM confonderfi con quella dell’ele

mento parabolico Dd: e così degl’ altri elemen

ti - Dunque farà il raggio alla circonferenza ,

come tutti i rettangoli di CO in CK, di Qº

in O3 &c., cioè come l’aja ACK: (1) alla fu

perficie della conoide generata da DAC (b).
С. В. D.

Cor.

(1) Lemm. I. -

Yb) La dignità de’ Metodi , che il noſtro Autore

ha voluto quì indicare, m'impegna a dir qualche altra

cofa fulla di loro orditura . -

Gli antichi Geometri nel mifurar le figure curvili

nee, o altre quantità trafcendenti , foleano iſcrivervi un

namero finito di figure determinate , e circoſcrivervi

altrettante. Ne accreſcevan poi all’ infinito coteſto nu

mero , e ad un tempo ſteſſo ne diminuivano all'infinito

la magnitudine di ciaſcheduna, fintantochè la fomma delle

ifcritte differiffe da quelle delle circoſcritte per una gran

dezza minore di qualunque data . Ed in queſto confiftca

il procello del metodo preclaro di Efautione.

Il Signor Cavalieri , e i Torricelli nella noſtra

Italia, nell'Inghilterra il Waliis, e 'l Barrovvio , ed in

breve tutti i fautori de' metodi femmatorj conſidera
V3N3O
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Cor. I. La parabola BGK è uguale a # BC

in cx (), cioè a dire a # SF, ch’è uguale

a CB, nella normale DS, che fi è moſtrata
pareggiar (a) la CK. Di più efferido il ret

tangolo di BA in Aº metà del quadrato del

la ħeffa A», ( concioffiachè BA è # Aº ); ?
rà lo ſpazio parabolico BA? .. ch'è É BA in

oadب:(3) #SC,هوAs,uguale ad #A

c. ii dunque lo ſpazio perabolico CA::
E 4 ch’è

vano le grandezze, di cui volean prenderne le di

henſioni , come un compoſto di Parti di già diminuite

all’infinito, ed in tal guila guidavanº effi i diloro ra

gionamenti.

Ma il Cavaliet Newton ſtimando poco convenºvº

le alla genefi delle grandezze continue il fupporle natº

per addizion di parti, e di Parti infinitefime di una de

terminata magnitudine ». le volle concepir generate. Per

mezzo di moti continui. . Sicchè le , linee deggionfi, in
tendere generate dal duffo de punti , , dal fiulio delle

finee ne naſcono le fuperficie, dal fluir..di questº ."
vengon fu i folidi, e dalla rotazion delle rette fi for

maino gli angoli • Ed ei volle chiamar fluſſioni i mo:
mentanéi incrementi di fiffatte grandezze 3. nè fi fervì

ne ſuoi ragionamenti geometrici delle fiuſſioni: some parti

infinitefime di una វ្នំ magnitudine , ma delle

prime , ed ultime di loro ragioni : . Su di che me

rita effer letra la fua prima fezione de Princip. Mat. de

methodo primarum, es ultimarum rationum ; é la fus

introduzione alla quad. del curv., o „Purº il Metod. In

erem. di Brook Taylor , il Traitè des Fluxions di Mac-lan

rin , o l'opera del Signor Simpson » la cui epigrafe the

doctrine and application of fluxions ·

(1) Prop. XXHI.

(1) Dim. Prop. Pres.

(3) Prop. IX.
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ch’è differenza de’ due CBK , AB», farà dif

ferenza de' feguenti rettangoli : FS in SD, ed

# CS?.

Cor. III. Sicchè fe facciafi come il raggio

alla periferia di un circolo, così la differenza di

un terzo del quadrato della funnormale , e di due

terzi del rettangolo della normale nel ramo ad un

quarto proporzionale: queſto darà la ſuperficie del

la conoide generata dalia parabola AD ·

\, Scol.

Avrei dovuto foggiungere la rettificazione

della parabola per compir questa Teoria . Ma

l’ordine della fcienza vuol che vi fi rechi die

tro la quadratura della iperbole : concioffiachè

da queſta quella me dipende (a) . LIB

(a) Nè poi la ragion dell'arco DA, alla femiordi -

nata DC può inveſtigarfi colla Geometria elementare :

come fu di ciò fi fono talora abbaccinati certi Giovani

del noſtro Studio per altro acuti , ed ingegnofi : » ||

,, triangolo Ddn , ( han foluto dire ) nel cafo, che fia

,, infinitefimo l'archetto Dd, é fimiie all'altro DSC .

», Dunque farà Dd a Dn , come DS , o CK a CS :

,. Si prenda Cy uguale alle funnormale Cs, e fi meni

,, per y la yº parallela ad AC ; dovrà effere Dd a Dn

» come CK a Cy, o come OC. CK ad OC. Cy. Dun

», que farà componendo l'arco DA alla feniordinata

», DC, come l'aja ACK» al rettangolo ACyº : e quin

», di farà geometricamente definibile queſta feconda ra

,, gione al par della prima . Ma queſto fofifma, come

ve ne accorgete, è nato dal non aver efli avvertito i!

I I. Lemma , ove contengofi i caratteri della proporziona

lità di 4. ſerie. Ed ho voluto rapportar queſte cofe, per

chè il pro de falli altrui è il faperfi di poi condurre

faggiamente.
4
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L I B, II.

DELL’ E L L I W S'E.

с л Р. І.

De Diametri dell' Elliſe.

P R O P. I. T E O R.

|- Nell' Elliſſe il quadrato di qualunque.femior- „.
dinata PT fia al rettangolo QPL delle afeiffe da Fig. 6

entrambi i vertici Q ed L, come il lato retto

QH al trafverfo QL.

Dim. Intendafi qui replicato ciocchè fi ef

pofe nelle definizioni XI., e XIV. delle pre

lezioni fulla genefi dell’Elliffe. E poichè ſta

QH a QL in ragion compoſta di QH a QO,

e di QO a QL (1) : ed è poi QH a QO, co

me PA a PQ a cagion del parametro (2): е

pe' triangoli fimili QLO, PLC la ragione di

QO a QL è uguale a quella di PC a PL .

Sarà QH a QL in ragion composta di PA a

PQ, e di PC a PL, cioè come il rettangolo di

PA in PC, o come il quadrato di PT (3), che

gli .

(1) Lem. Prop. 23. El. VI.

(2) Cor. I. Defin. XIV. Prelez.

(3) Cor. I, Prop. VI. Prelez.
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貓。 uguale, al rettangolo di QP in PL. Val

quanto dire il quadrato della femiordinata PT

fta al rettangolo delle fue corriſpondenti afciffe

QP, PL, come il lato retto QH al trafver

fo QL (a). C. B. D.

Cor. I. E dimoſtrandofi in fimil modo, che

ordinata al diametro un’altra retta SE, debba

ftare RE? a QRL come QH a QL; farà (1)

PT* : QPL : : RE? : QRL , e permutando

PT2 : RE2 : : QPL.: QRL. |

Cor. II. Son dunque nell'Elliſſe i quadrati

delle femiordinate, come i rettangolí delle loro re

/pettive afeiffe prefe da entrambi i vertici.

Defin. I. Se il lato retto AB fi applichi

Fig33. perpendicolarmente al trafverſo AD, e fi tiri

no le due rette BD, FC, quella però che Fat;
1 pc ,

(a) La definizione XIV. delle Prelezioni non folo
agevola l’ indagine de' Parametri delle curve coniche ;

ma rende altresi nitide , e brevi le dimoſtrazioni fulla

loro, natura. Il sig. Giovanni Bernulli negli Atti degli

Erud. di Lips. ann. 1689. rinvenne ancor egli una ma

niera fempliciffima, ed univerfale, onde poterfi determi

nare le lunghezze de lati retti nelle curve coniche dalla

loro genefi per fezione : ed è la feguente. Dal vertice

del fono N (vedi Fig. 7 ) fi cali Ña perpendicolare ful

diametro QP della fezione. Nell' altezza del cono fi prem

da Nb uguale a queſta perpendicolare, e pel punto b di

fiendafi sbl parallela alla bafe del triangolo per l' eſſe ;

Jarà al linea il late retto della fezione . Ma non mi è

riuſcito da queſta idea del parametro compiere le dimo

strazioni sì brievi, come con quella del noſtro Aurore

(1) Prop. 11. El. V.
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fi pe loro punti eſtremi B, e D, quest'altra pe'

punti medj; la prima BD fi dirà Regolatrice,

e l’altra FC Furregolatrice.

Defin. II. E' punto medio C del lato

trafverfo diraffi centro.

Scol.

Quest' isteſſo vuol intenderfi nelle iperba.

li. Ma nella parabola la regolatrice, e la

furregolatrice fono parallele al diametro : nè

poi vi è centro in queſta curva.

Р к о Р. и. т в о к. *

Il quadrato di qualunque femiordinata NM

è uguale al rettangolo fatto dall'afiffa AM nel

la retta MQ, che dal dilei eſtremo M erigefi per

pendicolare ad AM, e va fino alla regolatrice BD.

E lo ſteſſo quadrato di NM è duplo del

trapezie AMPF, che fi arrefia tra la medeſima

afciſſa, e la furregolatrice FC. -

Dim. Part. I. Il rettangolo di AM in MQ

sta all’altro di AM in MD, come MQ ad

MD (1), o come AB ad AD pe triangoli fimi

li MDQ., ADB. Ma l'è poi AB ad AD (2) cò

me NM2 ad AMD. Dunque farà AMQ: AMD ::

3NM? : AMD, e quindi NM? uguale ad AMQ (3).

Parr,

(1) Prop. í. El. VI.

(2) Prop. 1. Lib. H.

(3) Prop. 3. El. V.
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7 Part. H. Si compia il rettangolo MABH,

e fi tirino QG, FR parallele ad AM , farà

effo rettangolo MABH duplo dell’altro MAFR,

come di AF n'è dupla la AB (1). E poichè il

triangolo QBH è uguale al triangolo PFR (2),

farà il rettangolo QGBH, ch’è duplo del pri

mo triangolo, anche duplo dell’altro FPR.

Dunque effendo tutto il rettangolo MABH du

plo di tutto il rettangolo MAFR, come QGBH

parte del primo è dupla di PFR parte del fe

condo, farà (3) anche il primo avanzo MAGQ,

cioè il quadrato di MN , che lo pareggia, du

plo del fecondo avanzo, cioè del trapezio AMPF.

С. В. D.

Cor. I. Siccome MQ è minore di AB,

così il rettangolo di MA in MQ, cioè il qua

drato di NM (4) l’è altresì minore del rettan

golo di MA in AB.

Cor. II. Dunque neli Elliſſe il quadrato di

uma qualanque femiordinata è minore del rettangº

lo della di lei afriffa nel parametro.

Cor. III. Ed i trapezj AMPF, AmpF fo

no in duplicata ragione delle corriſpondenti

femiordinate NM, mm .

sat

(1) Defin. i. Lib. 1f.

(2) Prop. 26. El. I.

(3) Prop. 19. El. V.

(4) Prof. Prec.
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Scol. : - - - - -

Gli antichi Geometri in veggendo che in

queſta fezione i quadrati delle femiordinate fon

fempre minori de rettangoli delle loro afciffe

nel parametro, chiamaronla convenevolmente

Elliſſe, quafi curva deficiente , E fu detta Pa

rabola (cioè curva congruente) la fezione di

anzi illuſtrata, perchè i quadrati delle di lei

femiordinate pareggian fempre i rettangoli del

le corriſpondenti afciffe nel parametro. Final

mente poichè, l’altra fezione, di cui tratteraf

fi nel feguente libro, ha i quadrati delle fe

miordinate maggiori de rettangoli delle afciffe

nel parametro, ella fu ragionevolmente chia

mata Iperbole, quafi curva eccedente. In fatti le

νοci ελλειπείν, παραβαλλειν , υπερβαλλειν,

donde fon tratti i nomi di queſte curve, non

fuonano in idioma latino, che deficere, congrue

ve , excedere • - - - - -

Р R О Р. III. P R о В L.

Per un dato puntº del primeiro di un'Elliſ

Je condurle una tangente . ** - : -----

Caf I. Se il punto dato fia il vertice Q

della fezione , bafterà condurre per effo la

retta QH parallela alle ordinate del diametro

QL; . ed ella farà la tangente addimandata.

Concioffiachè effendo QO, e QH reſpettiva

n1CI)Îe

Fig. ós
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: parallele a CP, e PT, il piano fiefo

per quelle (1) farà parallelo alla bafe del cono,

ave ne giaccion queste. Il perchè farà un cer.

chio (2), la fezione formata dal piano OQH.

Sicchè l’angolo QQH dovrà effer retto, come

lo è l’altro GPT (3), e la retta QH effendo

tangente in Q del divifato cerchio, caderà fuo.

ri di effo, e dell’intero cono, onde convien,

ehe fia la richiefta tangente (a).

eaf. II. Or fe il punto N, ove vuol ti.

5ig.34. rarfi la tangente, non istia nel vertice della

fezione, ordinata al diametro AD la retta NM,

fi elevi dal punto M , ov'ella lo incontra, la

MS perpendicolare allo fteffo diametro, e fi

diftenda infino alla furregolatrice CF. Đi poi

fi prolunghi l'afciffa MA fu del vertice, tan

tochè la MP fia terza proporzionale in ordine

ad MS ed MN; la retta PN, che unifee i punti

P ed N, farà la tangente addinandata.

Dim. Si unifca PS, farà il triangolo PMS

metà del rettangolo di PM in MS, o del qua

drato di NM : imperocchè effendo continui

mente proporzionali le rette MS, MN , M

(1) Prop. 15. El. XI.

(2) Prop. IV. Prelez.

(3) Prop. 1o. El. xI. ·

(a) Questa dimostrazione del I. Cafo ê più rigº:

zofa ed efatra di quella, che il Cel. P. Grandi addu:

fe alla Prop. Ix. delle fue iſt. di fez. Con. , e mi pia:

iù di quell’altra, che fu efibita dal nost:o Autore ةل

. Caf Prep. IV. Lib. I.
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il rettangolo dell’estreme SM, ed MP aggua

glia il quadrato della media MN , Laonde ef

fendofi dimoſtrato il trapezio AMSF anche me

tà del quadrato di NM (1), dovrà effere il trian

golo PMS uguale al trapezio AMSF:

Ciò premeffo, perchè la retta PN fia tan

gente della fezione, il folo punto N di effa con

vien che fi ritrovi nella curva, ed ogni altro ne

fia al di fuori. Dunque, fe l'è poffibile, un'

altro punto B della PN fi ritrovi ancor den

tro: egli è chiaro, che diftefa per B la femi

ordinata QBR , effer debba QR maggiore di

BR. , e quindi la ragione di QR ad NM al

tresì maggiore della ragione di BR alla ſtef

fa NM (2), o dell'altra di RP ad MP, che

a cagione de triangoli fimili BRP, NMP, l'è

uguale. Or i due trapezj RAFV , MAFS fono

in duplicata ragione delle femiordinate RQ,

MN (3): e i due triangoli RPT , MPS fon

pure in duplicata ragione di RP a PM (4).

Sicchè effendofi moſtrata la ragione di RQ ad

MN maggiore di quella di RP a PM, farà

benanche il trapezio RAFV all’altro MAFS in

maggior ragione del triangolo RPT al trian

golo MPS mostrato uguale al trapezio MAFS.

Dunque (5) farà il trapezio RAFV ಇ88
$

(1) Prop. prec. part. H.

(2) Prop. 8. El. V.

: : : 36.ii, Lib. H.

(4) Prop. 22. Ef vi.

(5) Prop. 1o. El. V,
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del triangolo RPT : e la differenza de trapezj

RAFV, MAFS, cioè il trapezio RMSV , farà

maggiore del trapezio RMST differenza de tri

angoli RPT, MPS. Lo che è affurdo. C.B.D.

Cor. I. Si tiri la regolatrice DO, farà il

quadrato di NM uguale al rettangolo AMG (1).

Ma lo ſteffo quadrato fi è qui fopra mostrato

uguale al rettangolo PMS : farà dunque il ret

tangolo PMS uguale all’altro AMG; e quindi

PM : MA :: MG : MS. Ovvero pe triangoli fi.

mili MCS, MDG , PM : MA :: MD : MC.

Cor. II. Dunque nell’ elliffe la Jottangente

è all'afiffa, che corriſponde all'ordinata per la

contatto, come l’afcılja dal vertice rimoto all’aff.

fa dal centro . -

Cor. III. Onde farà il rettangolo PMC

uguale all'altro AMD .

- Cor. IV. Se la femiordinata MN per lo

*'845 contatto M fi prolunghi, fintantoche incontri

in m il perimetro ellittico, e fi unifca Rm;

queſta retta farà l’altra tangente, che dal pun

to R può cadervi ful medeſimo perimetro. La

dimoſtrazione è la fteffa del prefente Problema.

Cor. V. E vice verfa fe al diametro AD

fi tiri uua qualunque ordinata Min, ed agli

eftremi di queſta fi menino le tangenti MR ,

mR ; il punto del loro incontro dovrà ſtare iu

effo diametro prolungato.

(*) Prop. II. Lib. 11. -
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P. R O P. IV. T E O R.

Nell' Elliſe AND il fimidiametro CA
medio Prºporzionale tra CM afeiffa dal centro cor

riſpondente all’ ordinata per lo contatto, e tra CP

"88"gatº della mede/ima afriffa, e della fottan.

gente . - ;“ -

Dim. Effendofi moſtrato (1) il rettangolo

AMD uguale all' altro PMC ; aggiuntovi di

comune il quadrato di MC, farà ; il quadrato

di AC (2) uguale al rettangolo PCM (3). Dun

que farà CM : CA :: CA : CP. C. B. Ď.

cor. Dunque il quadrato del femidiametro

CA è uguale al rettangolo di CM in CP.

Р к о Р. v. т в о к.

La corda AB, che nell’Elliſe EBQ dist

dest pel di lei centro C, è quivi per metà divi

fº : E le tangenti AS, BT sondotie pe fuoi estrº

wi fono fra loro parallele . - *

Dim. Part. I. Si ordinino AR, e BP al dia

metro EQ.; faranno (4) i quadrati di effe reste

come i rettangoli ERQ, EPQ. Ma a cagion de
F trian

42. Cor. 3. Prop. prec,

- : ‘2) Prop. 5. El. H.

(3) Prop. 3. El, II.

(4) Cor. 2. Prop. I. Lib. II,

è Fig.34.

(???a Fig.35
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Fig.36,

triangoli fimili ACR, Bresta AR: BP : : CR: CP,

e quindi AR? : BP? :: CR? : CP? . Dunque (1)

farà CR? : CP? :: ERQ : EPQ. Ed in forza

della prop. 12. El. V. per l' Elliffe , e della

prop. 19. El. V. nell'Iperbole avraffi CR” :

cP2 :: CE2 : CQ2, e CR: CP :: CE : CQ. Ma

CE è uguale a CQ : dunque ancora CR farà

uguale a CP. E quindi i triangoli ACR, BCP,

che hanno le condizioni della 26. El. I., do

vranno avere tra fe uguali i corriſpondenti la

ti CA, CB.

Part. II. I quadrati di CE, e di CQ fo

no reſpettivamente uguali (2) ai rettangoli SCR,

TCP : dunque fon queſti al par di quelli tra

fe uguali . Ma dianzi fi fono moſtrate uguali le

loro bafi CR, e CP : dunque le loro altezze

SG, TG faranno anche tra fe uguali . Il per

chè avverandofi ne triangoli ACS, BCT, che i

due lati AC, GS fieno reſpettivamente uguali

a BC, e GT, e che l’angolo ACS adegui BCT,

dovrà effere anche l’angolo CAS uguale all'

altro CBT, e quindi (3) AS parallela a BT,

C . B . D . · · *

Defin. III. Se per lo centro G dell' El lif.

fe AQa, ( o dell'Iperbole ) conducafi la retta

GQ , che incontri le tangenti verticali AP,

ef ; ogni trapezio, PTBA che ne afcinde una

qu೩!

(1) Prop. 11. El. V.

(2) Cor. Prop. IV. Eib. H. *

(3) Prop. 27. El. I. ' : * - *
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qualunque femiordinata CB, fi dirà quadrilineº

corriſpondente al punto С, -

P R O P. VI, T E O R,

Se da un qualunque punto C del perimetro

ellittico ACa conducan/i le due rette CN , CB

vefpettivamente parallele alla tangente laterale QS,

ed alla verticale AP; il triangolo NCB, ch’elje

comprenderanno col diametro della fezione, farà

uguale al corriſpondente quadrilineo TBAP.

Dim. Ordinata QM al diametro Aa , do

vrà ſtare (1) GM: GA :: GA : GS. : Ma pe tri

angoli fimili GMQ, GAP, è pure GM : GA ::

GQ.: GP. Dunque (2) farà GA : GS: : GQ.: GP.

E quindi i due triangoli GAP, GQS recipro

cando i lati che contengono il comune ango

lo AGP , dovranno effere di uguali aje : e fa

ran: pure tra fe uguali le loro differenze dal

triangolo QGM, cioè a dire il trapezio PQMA,

e 'l triangolo QMS.

Or effendo i triangoli fimili PGA, QGM co

me i quadrati de loro lati omologhi GA, GM,

farà convertendo ed invertendo il trapezio PQMA

al triangolo PGA, come il rettangolo AMa [dif

ferenza de quadrati di GA, e di GM] al qua

drato di G.A. E dimoſtrandofi in fimil guifa,

che il triangolo PGA fia all’altro trapezio PTBA,

E 2 COITAC

(1) Prop. IV. Lib. H. - ·

(2) Prop. 11. El, V. - - -4

|
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::: il quadrate di GA al rettangolo ABa;

il trapezio PQMA, il triangolo PGA, e l’altra

trapezio PTBA staranno in ordinata ragione col

rettangolo AMa, col quadrato di AG, e col

rettangolo ABa . Dunque per uguaglianza ordi

nata i trapezj PQMA, PTBA dovranno effer

fra loro come i rettangoli AMa, ABa, o co

me i quadrati di QM, e di CB, cui fon pro

porzionali (1) fiffatti rettangoli . Ma i quadra

ti di QM, e di CB fon come i triangoli QSM,

CNB fimili tra loro, Dunque dovrà ſtare il

trapezio PQMA all’altro PTBA , come il tri

angolo QSM all’altro CNB ; e quindi farà il

trapezio PTBA uguale al triangolo GNB, co

me fi è moſtrato PQMA uguale a QSM.
C � B • D «. - - - -

Cor. I. Se la retta eb, che fi conduce pa

rallela alla tangente verticale AP, o ad ap (2),

cada fotto del centro G ; il triangelo cnb farà

poi uguale al trapezio ptha troncatone dalla me

defima cb fotto del centro . Qual coſa potrà

moſtrarfi come quì fopra. -

Cor. II. Di ºquì potrebbefi inferire la fe

guente verità geometrica, cioè fe alla bafe PA

del triangola GPA fi tirino le parallele QM, TB,

ed AG fi difienda in a, finchè Ga l’adegui ;

i trapezj AMQP , ABTP / ban tre loro, come

i rettangoli AMa, ABa,

- - PRQ,

(1) Cor. 2. Prop. I. Lib. II.

(*) Prop. V. Lib. H. :
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P R O P. VII, T E O R,

La retta LN, che paſſa per lo centro dell’

Elliſe LAQR, biſera tutte le corde DA, RX, eh Figar.

entro di tal curva conduconfi parallele alle tan

genti menate pe faoi estremi L éd N .

, , Dim. Siccome nella parabola, così in que

f'altra fezione fi poffòno verificar tre cafi,

cioè che una corda parallela alla tangente LS,

o incohtri il diametro nel vertice, o fopra,

o fotto di effo. Ed a tutti e tre queſti cafi

potrà adattarfi la medefima dimostrazione della

Prop. 1o. Lib. I., quando però le ordinate, che

dagli estremi della medefinha corda conduconfi

àl diàmetro, reſtiho entrambe dalla fteffa par

te del centro. Infatti ordinate dagli estremi

della corda AD le rette AK, DE al diametro

GQ , farebbe il triangolo AMK uguale al

quadrilíneo corriſpondente GKLH (1) : onde

aggiuntovi il ſottopoſto quadrilineb KEfL ne

verrà lo ſpazio ALfEM uguale al quadrili

neo EGHf, ovvero al triangolo MED (2).

Sicchè togliendo dallo ſpazio ALfEM, e dal

triangolo EMD ló fpazio fEMB, refterà il

triangolo BAL üġuale al fuo fimile fBD, e

quindi AB uguale a BD. Ma omettendo cotefte

dimoſtrazioni , perchè ”। a quelle della

? para

(1) Prop. pree. *

(2) ိို蠶
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Fig.4o.

Cor. I. Una fola retta può condurfi per

due punti. Dunque I. la CN che paſſa per lo

centro dell' Elliſſe QRG, e per lo contatto di una

qualunque tangente, LS , dovrà paffar, ben anche

pe'punti medj delle infinite corde, che quivi le

fi dißendon parallele .

II. E quell’altra retta, ebe dal centro f;

meni al punto medio di una qualunque corda RX,

dovrà girme al contatto della tangente, ch’è paral

lela alla mede/ima corda, dividendo per metà le

infinite altre, che vi giaccion parallele fra loro,

ed alla mentovata corda . -

III. Di più quella retta, che unifie ; punti

medj di due corde tra fe parallele, qualor fi pro

tragga d’ambe le parti, dovrà ſcendere al centro

della fezione, ed attraverfare i contatti di quel

le tangenti, che loro fon parallele.

Cor. II. Dunque gl'infiniti diametri dell'

Elliffe convergono al di lei centro, e quivi fi

bifecano ſcambievolmente ,

. Cor. III. Laonde fe dentro di un' Bll,յթ /։

tirinº due corde tra fe parallele, ed un’altra pe'

lorº punti medj; il centro farà nella metà di

queſta corda. -

9or. IV, Che fe col centro C, e coll’ in.

tervallo CL (che fia un qualunque femidiametro

dell'EIliffe ) fi deſcriva l'arco circolare Lt, -

e poi fi biſechi in q; la retta Cq che paſſa

per lº centrº, e pe i punto medio di quest'arco,

farà un'affe dell'Elliſſe. E ciò farà vero, tanto

fe l'arco circolare cada fotto dell'arco ellitti

*- C@ 4
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: : co: che fe pe'l contrario quello cada fopra di

z questo. Imperocchè la retta Cq divide in due

ha parti uguali, e ad angoli retti la corda LT

a dell’ arco circolare (1) LqT : dunque dovrà an

g, che bifecare ad angoli retti tutte le corde di

fefe nell'Elliffe parallele ad LT (2). Onde

farà un’affe di queſta fezione. |- -

| Cor. V. Finalmente la tangente verticale Fig 37°

; GH , e la laterale LS, incontrandofi fra loro,

e coi femidiametri prodotti CH, CS, forme

„.. ranno i due triangoli GZS, LZH di uguali aje -

.PR O P. VIII, T E O Rميم:

I quadrati delle femiordinate BD, FR fono

fra loro, come i rettangoli LBN , LFN delle cor

riſpondenti afeiffe da entrambi i vertici del dia

y metro LN.

"

Dim. Il triangolo GZS è uguale all’altro

{ HZL (3) : dunque aggiungendovi di comune il

fottopoſto pentangono EGZLf ne rifulterà il

trapezio SEfL uguale al quadrilineo GEfH »

cioè al triangolo EMD (4). Sicchè tolto“ da

, queſti ſpazj il trapezio EMBf, che v’è di

comune, refterà il trapezio SMBL uguale al

triangolo fBD .
-

|- Che; h

} (1) Prop. 3o. El. III.

* (2) Prop. Prec. Cor. r. n. 2.

: (3) Cor. 5: Propº prec.

} (4) Prop. VI. Lib. II,

-

-

*
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9 Che fe l'ordinata RI cada fotto del cena

tro dell’Elliffe, il triangolo TRI farebbe ugua:

le al quadrilineo QIOP (1); onde aggiundovi

di comune il triangolo OGI; n'emergerà il

trapezio TRIOC uguale al triangolo CPQ , o

all’altro CGH, o ad SCL. Sicchè fe tolgafi dal

triangolo CSL, e dal trapezio TROC lo ſpa

zio TFC, che vi fi ravvifa di comune, refterà

il trapezio STFL uguale al triangolo OFR.

Or effendofi moſtrati i due triangoli fBD,

OFR refpettivamente uguali ai quadrilinei SMBL

STFL, la ragion di quelli dovrà pareggiare la

ragion di queſti , cioè i quadrati di BD, e

di FR fi avranno fra loro (2) come i rettango

li LBN, LFN. C. B. D.

Defin. V. Il diametro PQ, ch'è parallelo

Fig.39. alle ordinate del diametro HE, dicefi feconda

rio di HE , ed HE primario riſpetto a PQ.

Defin. VI. La terza proporzionale , che

in ordine al diametro primario, ed al fecon.

dario fi ritrova, dicefi parametro dello ftesto

primario . -

Cor. I. Dunque il diametro fecondario è

medio proporzionale tra il primario, e 'i pa

rametro di effo. II. Di più il diametro prima

rio farà al fuo parametro (3) come il quadra

to dello ſteffo primario al quadrato del fecon

dario,

(1) Prop. VI. Lib. 1ł.

(2) Cor. 1. Prop. VII. Lib. H.

(3) Defin, 1o. EI. V.



9f.

dario, o come il quadrato ; del femidiametro

primario al quadrato del femidiametro fecon

dario. III. E finalmente il quadrato del dia

metro fecondario farà uguale al rettangolo del

primario nel parametro.

Defin. VII. Il rettangolo del diametro EH

nel di lui parametro EK appellavafi dagli an

tichi figura del diametro EH .

P R O P. IX. T E O R.

Il quadrato di qualunque femiordinata MD

ffa al rettangolo EDH delle parti del diametro

EH , come il parametro EK al diametro EH :

Dim. MD2 fta (1) a PC2 , come il ret

tangolo di ED in DH all’altro di EC in CH,

o fia a CE2 . Dunque permutando avraffi MD :

ED. DH :: PC2 : CE2. Ma i quadrati di PC,

e di CE fono come EK ad EH (2). Dunque

farà MD2 : ED. DH :: EK : EH. C. B. D.

Cor. I. Al diametro EH fi applichi per

pendicolarmente il fue parametro EK, fi con

giunga HK, e dal punto D fi elevi DB perpendi

colare ad EH ; farà il quadrato della femiordinata

MD uguale al rettangolo della fua afcffa ED nel

la perpendicolare DB. Qualcofa potrà dimoſtrarfi

come la part. II. della Prop. II. di queſto lib.

eெr.

(1) Prop. prec.

(a) Cor. . Dehn. VI. Lib. lI.

:
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9 Cor. Fl. É tirandofi ad un puntơ qualuns

que M dell’ elliffe la retta ML, ficchè in

contrando il femidiametro CE in L, fieno con

tinuamente proporzionali le rette CD, CE, CL 3

cioè il femidiametro CE medio proporzionale tra l'

afriffa dal centro, che corriſponde all’ordinata pel

punto M , e la mede/ima afeiffa accreſciuta della

DL ; la retta ML farà tangente . Qual cofa potrà

dimoſtrarfi come la prop. IV. di questo libro.

Defin. VIII. Quel diametro dell’ Elliffe,

che vien determinato dalla dilei genefi per fe

zione, potrà dirfi Primitivo .

. Cor. Le proprietà effenziali del diametro

primitivo, come fi è fatto vedere nelle tre

precedenti propofizioni , competono ad ogni

altro diametro, che può condurvifi nell'Ellif

fe: Dunque a queſto diametro dovran pure at

tribuirfi quelle altre proprietà, che derivando

le dall'effenziali mostrai appartenerfi al pris
mitivo. கே.

frol.

Le tangenti, di cui fi è diſcorſo nelle

anteriori propofizioni, fi deggion intender tira

te coll’artifizio della Prop. III., come co prin

cipi di effa ne ho guidate le dimostrazioni:

Reſtami per rigor di metodo a farvi vedere 3

che ad un punto dell’Elliste non vi fi posta

cơndurre, che una fola tangente; e questo in

tendo quaggiù efeguire, prima di favellar de dia
metri sonjugati . PRO4
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ad MC afriffa dal centro, come AO parametro

dell'affe maggiore AD è allo ſteſſo affe.

Dim. A cagion del triangolo rettangolo

PNH il quadrato di NM adegua il rettangolo

PMH (1): e per la fottangente PM il rettan

golo AMD è uguale all'altro PMC (2). Dun

que avraffi NM2 : AMD :: PMH : PMC. Ma

di queſte due ragioni la prima è uguale a quel

la di AO ad AD (3), e la feconda è quanto

quell’altra di MH ad MC (4), Dunque farà

MH : MC : : AO : AD. C. B. D.

Cor. I. Se all'affe maggiore AD pongast

in A perpendicolarmente il fuo parametro AO,

e la retta CF paffi per la metà dell’affe, e

del parametro; tal linea farà il luogo delle infi

mise funnormali dell'Elliſſe; cioè ogni funnorma

le MH farà uguale ad MS parte della corri

fpondente ordinata, che framezza, l’affe, e la

CF. Imperocchè da queſta prop. fta MH ad

MC come AO ad AD, o come AF ad AC,

o come MS ad MC: dunque farà MH:MC ::

MS;MÇ, ed MH aguale ad MS.

* - Сог,

(1) Cor. Prop. 8. El. VI.

(2) Cor. 3. Prop. III. Lib. H.

(3) Prop. IX. Lib. HI,

(4) ProP. I. El. VI.

Nell'Elliſe AQD la funnormale MH staris.34°
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Cor. Jf. Dunque per tirarfi la normale al

punto N dell’Elliffe non fi vuol far altro, che

applicare all’ affe la femiordinata NM , e ti

rarla infino alla CF. Di poi prefa MH ugua

le ad MS, fe fi unifca la retta NH = questa

farà la cercata normale. -

P R O P. XI. · T E O R.

L’angolo miſtilineo L. AG fatto dalla tangen.

te L.A., e dall’arcº ellittico AGD non puol effer

divifo da una retta.

· * | -
-

-

* Dim. S è poſſibile, cada la retta AM tra

la curva , e la dilei tangente. Si tiri per lo

contatto A il diametro AB, gli fi applichi in

A perpendicolarmente il fuo parametro A E, e

fi unifca EB . Di poi una qualunque CD fe,

miordinata al diametro AB fi prolunghi , fin

chè incontri la AM . E dal punto C fi tiri

CK parallela ad AE, e terza proporzionale in

ordine ad AC, e CM. Ed effendo CM” mag

giore di CD?, farà il rettangolo ACK, ch'è

uguale al primo quadrato (1), maggiore di

ACO, ch’è uguale al fecondo (2) : e quindi

CK maggiore di CD. Dunque congiunta la AK,

dovrà queſta fegar la retta EO in un punto H.

Si meni per H la retta HF parallela ad AE,

e per F l’altra FN parallela a CM . Ciò

Fig.41.

(1) Prop. 17. El. Vì. .* -

(2) Gor, 1, Prop. IX, - -
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Ciò posto, i triangoli fimili ACK, AFH

fono fra loro, come i quadrati de lati omolo

ghi AC, AF; ma i rettangoli di AC in CK,

e ɖi AF in FH fono come i medefimi trian

goli, di cui ne fono dupli : ed i quadrati di

AC, e di AF fono come i quadrati di CM ;

e di FN, perciocchè queſte rette a cagion de'

triangoli fimili CAM, FAN fon come quelle.

Dunque farà il quadrato di CM al quadrato di

FN, come il rettangolo ACK all’altro AFH,

o al quadrato di FG, che gli è uguale (t). E

quindi ficcome dalla coſtruzione il rettangolo

ACK è uguale al quadrato di CM, così do

vrebb'effere il quadrato di FN uguale al qua

drato di FG; lo che è affurdo. C. B. D.

Cor. I, Dunque il contatto di una retta ,

e di un Elliffe è in un fol punto, come-fi vi

de nella Prop. III. di questo lib; e l'angolo

del contatto ellittico è minore di qualunque
angolo acuto rettilineo, - - *i

Cor. II. E quindi fe la retta AL tocchi

l’Elliffe nel punto A, niun’altra retta puol

effer tangente della medefima curva nello Ref:

fo punto A. ~ ° *

Cor. III. Lo ſteffo vuol intenderh della pa

rabola, e fi potrà poi applicare all'Iperbole.

* * * * *

- - - - -

· * * | (PRO

() Cor. 1. Prop. Ex: " . - 2 , !
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Pig45. .

Fig.40

Р В О Р. ХII. Т Е О R.

fe la retta mR, che tocchi l' Elliffe in »,

incontri un qualunque femidiametro CA; ordinatavi

dal contatto la retta Mm, dovranno effere continua

mente proporzionali l’afcffa dal centro CN , il

femidiametro CA, e CR. cb è il femidiametro pro

tratto fino alla tangente. E viceverfa ·

Dim. Part. I S'è poffibile non fieno CN,

CA, CR continuamente proporzionali : dunque

fi ritrovi Cr terza proporzionale in ordine a

CN, e CA. Unita la retta rm, dovrebbe que

fta retta toccar l’ elliffe in m (1). Ma dalla

fuppofizione l’altra retta mR è la di lei tan

gente in m: dunque vi farebbero nel punto m

dell' Elliffe due tangenti, lo che ripugna (2).

• G • B • D •

. La II. Parte di queſta Prop. è chiara del.

la Prop. IV. -

P R O P. XIII. T E O R.

eº Le ordinate del diametro fecondario BE fons

parallele al primario AD.

Dim. Da un qualunque punto F del peri

metro ellittico conducafi al centro C la retta

FCL s

(1) Prop. III. Lib. II.

(2) Cor. a. Prop. Prec.
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FCL, che tocchi in L la parte oppoſta del

medefimo perimetro. Dai punti F ed L fi ti

rino al diametro AD la femiordinata FG , e

l'ordinata LT, e fi unifca FT.

E poichè FC è uguale a CL (t), i due

triangoli equiangoli FCG, LKC avran (2) uguali i

lati FG, LK. Ma l’è poi LK uguale a KT :

dunque le due FG, KT, che per effere ordinate

al diametro AfD ſono tra fe parallele , faranno

altresì uguali fra loro. E quindi F T farà (3)

uguale e parallela a GK. Or pe due parallelo

grammi GH, CT le due rette GC, CK fono

reſpettivamente uguali ad FH, ed HT. Dun

que ficcome le prime fono tra fe uguali per

la perfetta uguaglianza de medefimi triangoli

FCG , LKC ; così le altre due FH , HT fa

ran pure tra ſe uguali . Il perchè BE, che paffa

pel punto medio della corda FT , e pe’l cen

tro , (4) farà diametro di FT, ed FT ordina

ta di BE. Dunque la FT ordinata di BE , ch’

è diametro fecondario di AD, farà parallela ad

AD diametro primario. C. B. D.

Defin. IX. Due diametri fi dicono conju

gati fra loro, fe uno fia parallelo alle ordinate

dell’altro .
-

గి I. Dunque ogni diametro primario,
-ep C ’l

(1) Prop. V. Lib. I.

(2) Prop. 26. El. I.

(3) Prop. 43. El. I.

(4) Cor. I, n. 2. Prop. V.H. Lib, H.
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e 'l fuo fecondario fono eonjugati fra loro.

. Cor. II. E vi fon pure due affi tra lor

conjugati .

P R O P, XIV. T E O R.

I due aſſi conjugati dell'Elliſſe fon difugua

Fig.43, li fra loro : El maggiore di effi è il maſſimº

diametro, il minore il minimo . ' -

Dim. Part. I, S è poffibile fieno uguali fra

loro gli affi conjugati AB, MN dell’Elliffe AMN.

Tirata ovunque ad uno di effi la femiordinata RX,

il quadrato di effa farebbe uguale al rettangolo

di AR in RB : imperciocchè quello fta a que

fto, come il quadrato di MN al quadrato di

AB (1). Ma il punto X tocca la circonferen.

za del cerchio, che ha per diametro AB (2).

Dunque coteſto circolo fi confonderebbe colla

propoſta Elliffe , Locchè è affurdo.

Part. H. Si defcrivano fu i diametri AB,

ed MN i femicircoli ADB, NFM. Egli è

chiaro, che le circonferenze di queſti femicer.

chi non debbano tagliar l’Elliffe , Poichè fe uno

di effi, per efempio ADB tagliaffe l’Elliffe in X,

ordinata XR ful diametro AB del femicerchio

ADB dovrebb’effere il quadrato di RX (3) uguale

al rettangolo ARB, e quindi NM° uguale ad

- AB**

(1) Cor. Prop. VIII.

(2) Prop. 3 5. El. III,

(3) L iiteſia.
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Ciò premeffo, dal centro C dell'Elliffe fi

tiri ovunque il femidiametro CFD ; farà fem

pre CE minore di CD, e maggiore di CF :

i cioè ogni femidiametro dell’Elliste farà minore

del femiaffe maggiore CB, e maggiore del fe

miaffe minore CM . E quindi il maffimo dia

:,

| ||

ί, • * * A •

: metro è l’affe maggiore , e 'l mintino n è il

"" minore , C , B . Ď.

Р R Ο P. XV. T E Ο R.

趾
Nell'Elliffe ABCD congiunti gli eſtremi di

due diametri conjugati QF, EG n’ emergerà un Fig4?

நி1 parallelegrammo uguale alla metà del rettangolo

.degliaiji conjugati AC, BDربمون

* Dim. Effendo i femidiametri QH , ed HE

: reſpettivamente uguali ad HF., ed HG, e l’

angolo QHE uguale ad FHG , farà (1) QE

- uguale ad FG, e l'angolo GFQ uguale ad FQE :

“: dunque le due QE, e GF, faranno eziandio

tra fe parallele (2), e la figura QEFG farà

un parallelogrammo,

Dagli estremi A., e B del femiaffe mag. Fig.4;.

giore HA e del minore HB, e dagli altri

Q ed E de femidiametri conjugati HQ, HE

fi tirino le tangenti AL, BL , QM , EM ,

i. ehe fi unifcan fra loro, come ne appare nella
G 2 figu

(1) ProP. 4. El. I.

(2) Prop. 28, El. I.
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figura 43 , e per Q e B fi diftendano le rette

XQY , ZBV parallele a BH, e QH, ed in fine

fi congiunga BQ.

Il parallelogrammo BXYH è duplo del

triangolo QBH ; perciocchè tali figure fono

infieme fulla ſteffa bafe BH , e fra le medef

me parall:Me BH, XY : e dello fieffo triango.

lo QBH n'è ancor duplo l'altro parallelogram

mo QZVH , che ha feco la medefima bafe

HQ , e fono entrambi rinchiufi nelle fteffe pa

rallele QH , ZV. Dunque faranno tra fe ugua

li i parallelogrammi BXYH , QZVH , e con

ciò dovran ferbare ugual ragione allo ſteffo pa

rallelogrammo IhSH . Or i parallelogrammi

BXYH ed IbSH fono tra loro come (1) le

bafi HY ed HS , fu cui poggiano , vale a di

re in duplicata ragione di HY ad HA (2). Ed

è ancora il parallelogrammo QZVH al mede

fimo parallelogrammo IbSH (3), come HV

bafe del primo ad HI bafe del fecondo, cioè

in duplicata (4) ragione di HV ad HE. Dunque

farà ancora (5) HY : HA :: HV : HE , o fia (6)

il parallelogrammo BXYH all’altro BLAH,

come il parallelogrammo QZVH al parallelo

grammo QMEH , effendo refpettivamente eque

alti fra loro e quelli, e queſti. Sicchè effen:
dafi

(1) Prop. 1. El. VI. e

(2) Prop. XII. Lib. H.

(3) Prop. 1. El VI.

(4) Prop. XII. Lib. II.

(5) Prop. I 1. El. V. «

(6) Prop. 1. El. VI. ; "
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dofi mostrati uguali i parallelogrammi BXYH,

QZVH , anche gli altri due BLAH , QMEH

- dovranno effere tra fe uguali , e 'l faranno Fig.42.

ancora i triangoli BAH , QHE metà di effi.

Sicchè prendendo i quadrupli di queſti trian

goli n’emergerà il parallelogrammo ABCD u

: guale all’altro QEFG . Ma il primo parallelo

- grammo è metà del rettangolo degli affi LKRS:

dunque lo farà benanche l'altro QEFG. C.B.D.

Cor. I. Se fi compia da diametri conjuga

ti QF, EG il parallelogrammo MNOP, è faci

le a comprenderfi, che i parallelogrammi LKRS,

MNOP fieno quadrupli refpettivamente de pa

rallelogrammi BLAH, QMEH : e quindi do

vran quelli pareggiarfi fra loro, come di queſti

fi è quaſsù mostrato .

Cor. II. Dunque tutti i parallelogrammi iſcrit

ri in un Elliſſe fono uguali fra loro : e 'l fonº

ben anche uguali quegli altri, che vi fi circoſcri

"U0100 •

Cor. III. Si ordini ET ful femiaffe mino- ...

re HB , ſtarà HT ad HB come HE ad HI, "***"

o come HV ad HE (1): ma nel progreffo del

la preſente dimostrazione fi è veduto ſtarne

HY : HA : : HV : H.E. Dunque farà ancora

HY : HA : ; HT : HB .

Cor. i V. Cioè fe dagli eſtremi di due femi

diametri conjugati fi tirino due fem ordinate ai

Jemiaji ; queſti ne faran diviſi proporzionalmente .

3 PRO

(1) Prop. Xil. Lib. II,

*
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P R O P. XVI. T E O R.

Nell’Elliſſe ARDQ la fomma de quadrati

Fig.47. degli affi AD, RQ adegua la fomma de quadra

ti di due qualunque diametri conjugati GL., M.P.

Dim. Si tirino da G ed M eſtremi de’fe.

midiametri conjugati GC, MC le ordinate GB,

MN agli affi AD, RQ; farà (1) CA: CQ ::

CB: CN, e CA? : CQ2 :: CB? : CN3 , e quin

di (2) CA? : CQ? :: AB . BD : RN , NQ. Ma

l'è poi CA? : CQ2 :: AB. BD : GBP (3). Dun

que farà ABD : GBP :: ABD : RNQ , e con ciò

GBº uguale ad RNQ .

Per fimil modo dimoſtrafi MN* uguale al

rettangolo ABD.

E poichè CG2 è uguale a BC2 con BG? (4):

e per la fteffa ragione CM” è anche uguale a

CN? con NM2. Dunque la fomma de quadra

ti di CG, e di CM farà uguale alla fomma

di queſti quattro quadrati, BC” , BG*, CN” ,

NM2 : cioè ( fostituendo a BG2 , ed NM? i

retrangoli RNQ , ABD ) a BC2, RNQ, CN”,

ed ABD, o finalmente (5) ad AC° e CQ2 (inten

dendofi unite infieme la prima grandezza colla

quarta, e la feconda colla terza ). Or effendº

(1) Cor. IV. prop. prec.

(2) Prop. 19. El. V. e 5. El. (f.

(3) Cor. 2. Prop. I. Lib. II,

(4) Prop. 47. El. I.

(5) Prop. 5. El. H.
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il quadrato di CG col quadrato di CM ugua

le al quadrato di AC col quadrato di CQ :

prendendo i quadrupli, faranno i due quadrati

de’diametri cônjugati GL, PM infieme uguali

ai quadrati degli affi AD, RQ. C. B. D.

Cor. I. Se il femiaffe maggiore dell'Ellif

fe CB fi protragga oltre il vertice, tantochè la

AD adegui CB; e poi defcritto fu di AD il

femicerchio ARD vi fi applichi dal punto A

una corda AR nè maggiore di AC, nè mino

re di AB; effa corda potrà dinotare un femidia

metro dell’ Elliſſe. E s’ ella fi prolunghi finchè

arrivi alla DS tangente del femicircolo in D, e

fi unifca l’altra corda DR ; queſt'altra farà il fuo

femidiametro conjugato , ed RS il femiparametro.

Imperocchè i due quadrati di AR. e di RD fo

no uguali al quadrato di AD (1), o di CB,

o pure a quadrati di AC, e di AB. E quin

di in vigore di queſta propofizione effendo AR

un femidiametro dell’Elliffe, il fuo conjugato

dovrà effer l'altro DR. Ed effendo tra fe fi

mili i triangoli ARD , DRS , dovrà effere

AR : RD : : RD : RS (2), e quindi RS farà il

femiparametro di A R (3).

Cor. II. E fe da punti A, e D s'intendef

fero applicate due corde nel femicircolo reſpet

tivamente uguali al femiaffe minore, i cui

G 4 eftre

(1) Prop. 3t. El. IIl., e 47. Ei. I.

(2) Cor. Prop. 8 El. VI.

(3) Cor۰ Prop. WIl H. Lib. II.

Fig.44%
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estremi cadano in N, ed M ; l’arco NM farà

il luogo de diverfi femidiametri, di che n'è

fufcettibile l' Elliffe .

Cor. III. Intanto fe l’arco NM fi bi fechi

in O, le corde AO, ed OD faranno tra fe

uguali. Dunque AO difegna la lunghezza di

quel femidiametro, che adegua il fuo conjuga -

to; e con ciò ancora il fuo femiparametro. E

quindi i quadrati delle fue femiordinate dovran

pareggiare i rettangoli delle corriſpondenti afcil

fe dell'intero diametro (1).

Cor. IV. Dunque in ogni Elliſſe vi è fem

pre un diametro, di cui ciaſcuna femiordinata è

media proporzionale tra le di lui parti, ch'eſſa

me aſcinde. Intanto la lunghezza, e la pofizio

ne di queſto diametro potrà determinarfi dal

Coroll. prec.

Cor. V. Finalmente la retta MT è la mi

nima di quelle rette, che arreſtandofi tra l’ar

co MN, e la tangente DS paffa per A; ficco

me la maffima farebbe quell’altra, che per N

fi conduce. Dunque il parametro dell’affe mag

giore è il minimo, e quello del minore è il maj

fimo • -

: /

ΟΑΡ.

(1) Prop. IX. Lib. H.
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C A P. II.

Delle Tangenti, e Secanti dell' Elliffè.

P R O P. XVII. P R O B L.

Dato il punto R fuori l' Elliſſe AMD tirar

de una tangente .

Coſt. Si unifca il centro C della figura Fig.45

col punto R, e fi ritrovi CN terza propor

zionale dopo CR , e CA. Per N diftendafi la

retta Mm parallela alla tangente dell’ Elliffe in

A : e fi unifcano le rette RM, Rm ; quefie faranno

le tangenti condotte dal punto dato fulla ſottopo

Jła Elliſſe .

La dimoſtrazione è chiara dalla Prop.XII.

Cor. La retta CR, che unifce il centro

dell'Elliffe col concorſo di due tangenti, do

vrà biſecare la corda diftefa pe contatti.

P R Q P. XVIII. T E O R.

Se le due corde QA, FH dell’Elliſe QHF

s’ incontrino dentro della curva, o fuori di effa ; Fig.4s.

i rettangoli FKH , QKA fi avran fra loro come º 49"

i quadrati delle due tangenti ME , NE parallele

ad elje corde .

Dime
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Dim. S'intendano le tangenti, e le corde

prodotte infin che incontrino in G, Z, P, e

T i femidiametri CN , CM tirati pe contatti.

E poi per H ed A, ove le feganti tagliano la

curva, fi diftendano SHR , AL parallele alle

tangenti NE, ME . Sarà (1) il triangolo PSH

uguale al corriſpondente quadrilineo NSRZ ;

ficchè unendovifi di comune il fottopoſto trian

golo SCR, dovrà riſultarne il trapezio PHRC

uguale al triangolo NCZ. E dimostrandofi in

fimil modo, che l’altro trapezio LATC ag

guagli lo steffo triangolo NCZ, dovranno i

due trapezj PHRC, LATC effere uguali fra

loro. Laonde prendendo la differenza di questi

trapezj dal comun trapezio PKT C., dovrà re

ftarne il trapezio HKTR uguale all’altro PKAL.

Ciò premeffo i triangoli fimili DHR ,

DKT fono in fra di loro come i quadrati de’

loro lati omologhi DH, DK: dunque farà la

differenza de triangoli, cioè il trapezio HKTR.

al triangolo DKT, come la differenza de' qua

drati di DH , e di DK, val quanto dire (2)

il rettangolo FKH al quadrato di DK. Ma per

la fimiglianza de triargoli DKT, MEZ sta

DKT: MEZ: ; DK2 : ME: . Dunque le tre gran

dezze HKTR , DKT , ME Z fono in ordinata

ragione colle altre FKH , DK2 , ME 2 : onde

farà ex æquo HKTR : MEZ :: FKH : ME2 .

In fimil guila dimoſtrafi che il trapezio

PKAL

(1) Prop. VI. Lib. II.

(*) Prop. 5., o 6. El. II.
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PKAL ferbi al triangolo GNE la ml്

ragione del rettangolo QKA al quadrato di NE:

Per la qual cofa , effendo le due ragioni di

HKTR ad MEZ, e di PKAL a GNE uguali

fra loro, perciocchè il trapezio è uguale al tra

pezio, e ’l triangolo al triangolo; dovrà ezian

dio il rettangolo FKH ferbare al, quadrato di

ME la fteffa ragione , che il rettangolo QKA

tiene al quadrato di NE. Onde farà permutan

do FKH : QKA :: ME2 : NE2 . C. B. D .

Cor. I. Se le corde, che s interfecano

entro l’Eliiffe, paffino amendue pel di lei cen

tro; effe faranno due diametri della medefima

figura, ed i rettangoli de loro fegmenti diveran

no i quadrati delle metà de medefimi diametri.

Dunque anche in queſto cafo debb effer vero,

che i quadrati di due femidiametri di un Ellif

fe debbano aver fra loro la medefima ragione

de quadrati delle due tangenti parallele ad effi,

Cor. II. E quindi le tangenti , ebe als

Elliffe conduconfi da uno fiefo punto, non fono

ugual, fra loro , come avverafi nel cerchio , ma

mella vagion de femidiametri paralleli ad effe.

Cor. III. Or fe delle due corde, che fi

fegano fuori l' Elliffe, una diventi tangente,

farà in tal cafo il quadrato di queſta tangente al

rettangolo della fegante intera nella parte, ch' è

fuori la curva , come il quadrato del femidiametro

parallelo alla tangente al quadrato del femidiame

tro parallelo alla fegante.

Gor,
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Cor. IV. E fe la corda CA fia fegata dal

le altre due FP, fp, che fono tra fe parallele;

Fig.18. i rettangoli FMP, .fmp fi avranno fra loro

#

Εig.21.

come gli altri due di AM in MC, e di An

in mC .

P R O P. XIX. T E O R.

Se il trapezio ABDC, qualunque me fia la

fua ſpecie, /i trovi iſcritto in un Elliſſe, e da un

qualunque punto P del perimetro di queſta figura A

tirino ai lati di quello altrettante vette PM, PN,

PR, PQ fotto dati angoli; i rettangoli delle ret

te PR e PQ, PM e PN, che cadono fu i lati

oppoſti del trapezio, avran fempre fra loro una

data ragione .

La dimoſtrazione di questo Teorema è i

dentica a quella della Prof. XII. del I. Lib.;

onde di là può attignerfi ſenza confufione.

P R O P. XX. T E O R.

Cadano da un punto A full’Elliſſe GNE

le due tangenti AB, AC , e diffendafi per A la

retta AV parallel, alla corda BC pe'contatti;

ogni fegante AE menata all' Ellilje dal punto A

dovrà reftar diviſa armonicamente dalla curva, e

dalla corda fra contattı, cioè dovrà effere EO: OD ::

EA : AD . .

E conducendoſi per S (punto medio della corda

fra'
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fra contatti ) una qualunque fegante ESV; ancor

queſt'altra dovrà effer diviſa armonicamente dalla

curva, e dalle due V.A., e BC , cioè dovrà effe

re ES : SL :: EV : VL.

Le dimostrazioni di queſto Teor., e de

gli altri due fee. fon anche le ifteffe di quelle

della Prop. XIII. Lib. 1. e delle XIV. e XV.

/ , Cor. I. Dunque fe dal punto A fi menino

all’ Elliffe GNE la tangente AC, e la fegante

AE, che armonicamente in O fi divida; la ret

ta CO, che paffa per queſto punto e pe'l con

tatto C, dovrà paffare per lo contatto dell’altra

tangente AB.

Cor. II. E fe dal punto A cadano fu del

l’Elliffe le due feganti AE, AG, ed amendue

fi dividano in O, e Q armonicamente ; la ret

ta QO dovrà paffare pe contatti delle tangenti

menate all’Elliffe dalla fteffo punto A .

P R O P. XXI. T E O R.

Sia FG un qualunque diametro dell’ Elliſſe

SBD, e DK una ſua femiordinata, e per l’eſtremo E

della fottangente KE le fi conduca la parallela VE; Fig.22.

do dico, che in queſta retta debbafi ritrovar fem

pre il concorſo di due tangenti tirate agli efiremi

di qualunque corda AS, che paſi per K.

PRO.
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P R O P. XXII. T E O R.

fe dal punto R cadano fulla fottopoſta Ellif.

fe BAT le due tangenti RF, RG , e le due fe

ganti RB, RT; tirata la retta FG pe contatti,

e le altre due AV, BT per, le fezioni; dovranna

queſte tre rette o giacerfi tra lor parallele , o con

vergere inſieme ad un'iſteſſo punto .

Fig.23

Cor. E fe dallo steffo punto R vi cadano le

due tangenti RF, RG , e la fola fegante RT;

la retta FG tra contatti o dovrà effer parallela

alle tangenti menate per T, ed V, o incon

trarle in un’ifteffo punto .

P R O P. XXIII. T E O R.

Nell’Elliſſe fe agli estremi A, e D di un

Fig.4;. qualunque diametrº AD fi tirino le tangenti AQ,

DS, che ovunque ne incontrino un'altra targente

laterale SQ ; il rettangolo delle tangenti verticali

DS, AQ farà ſempre uguale al quadrato di CB

femidiametro conjugato ad AD ·

Dim. Dal contatto M fi tirino a”femidia.

metri conjugati CA, CB le ordinate MN , ML,

e fi diftenda la tangente laterale SQ, finchè in

contri in R il diametro DA; faranno le tre

rette (1) CN, CA, CR continuamente propor

zionali ; onde il quadrato della media G.A. do

vrà

(1) Prop. XII. Lib. II.
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vrà pareggiare il rettangolo dell’estreme CN ,

CR. Dunque la differenza del quadrato di CA

dal quadrato di CR dovrà uguagliare la diffe

renza del rettangolo RCN dallo fteffo quadrato

di CR; cioè (1 ) il rettangolo DRA dovrà ef.

fere uguale all'altro CRN (2). E quindi le

rette RD, RC, RN , RA (3) dovranno effere

proporzionali. Ma le rette DS, CT, NM,

AQ a cagion de triangoli fimili DRS, CRT,

NRM, ARQ fono proporzionali alle RD, RC,

RN, RA . Dunque farà ancora DS : CT : :

NM : AQ, e quindi il rettangolo di DS in AQ

farà uguale a quello (4) di CT in NM. Or il

rettangolo di CT in NM, o di CT in CL è

uguale al quadrato di CB, effendo continua

mente proporzionali (5) le tre rette CL, CB,

CT. Dunque anche il rettangolo di DS in AQ

farà uguale al quadrato di CB femidiametro

conjugato ad AD. C. B. D.

Р к о Р. хxiv, т в о к.

Poſte le medefime co/e della prop pree. il ret.

tangolo SMQ delle parti della tangente laterale,

øbe reſtano fra il contatto, e le tangenti verticali,

adegua il quadrato del femidiametro CG parallelo

ad eſſa tangente laterale,

Ed

(1) Prop. 6. El. II.

(2) Prop. 2, El. H.

(3) Prop. 16. El. VI,

(4) L' iſteffa .

(i) Prop. XII, Lib. II,
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Ed all'isteſſo quadrato di CG i’è pure ugua.

le il rettangolo TMR delle parti della tangente

laterale, che fono tra il contatto, e gl'incontri de

due femidiametri conjugati CR, CT.

Dim. Part. I. Le due ragioni di DS ad

SM, e di AQ a QM fono uguali fra loro, per

chè uguali a quella di CB a CG (1). Dunque

la ragion, ch’ emerge dalla loro compoſizione,

farà duplicata di una di effe, o duplicata di

quella di CB a CG, cioè a dire ſtarà DS. AQ:

SM. MQ :: CB2 : CG2. Ma fi è quì fopra mo

strato il rettangolo di DS in AQ uguale al

quadrato di CB : dunque all'altro quadrato di

CG farà pure uguale il rettangolo di SM in MQ.

; Part. Fl. Il rettangolo RMT fta all’altro

QMS in ragion compoſta di RM ad MQ , e

di MT ad MS: ma di queſte due componenti

la prima è uguale a quella di RN ad NA, e

la feconda agguaglia quest'altra di NC ad ND (2).

Dunque il rettangolo RMT ſtarà all'altro QMS

in ragion composta di RN ad NA, e di NC

ad ND, vale a dire (3) come il rettangolo

di RN in NC all’altro di NA in ND . Or

queſti fono uguali fra loro (4): dunque farà il

rettangolo RMT uguale a QMS, o a CG? .

С. В. D.

CAP.

(1) Cor. 2. Prop. XVIII. Lib. H.

(2) Prop. 2. El. VI.

(3) Prop. 23. El. VI.

(4) Cor. 3, Prop. XI, Lib. H.
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De Fuochi dell' Eiliffe.

Uì non occorre replicar le definizioni de'

<M_ fuochi, del punto di fublimità, e della linea

di Juolimità; potendofi adottar quelle, che fu

rono generalmente recate nel Cap. III, dellạ

Parab. defin. VII, ed VIII. Converrà aggiun

gervi folamente , che in ogni Elliffe il para

metro principale , cioè quello dell’ affe maggio

re, n’ è fempre più picciolo dell’affe minore :

imperocchè effendo l’affe maggiore, il minore,

ed effo parametro continuamente proporziona

li (1); ficcome il fecondo termine di quest’

analogia è fempre minore del primo, così del

fecondo ne farà anche minore il terzo. Dun

que fi potranno all’affe maggiore di un Elliffe

applicare di quà, e di là dal di lei centro due

ordinate reſpettivamente uguali al parametre

rincipale : e queſte dovranno eſsere equidiftan

ti dallo fteffo centro (2). Val quanto dire i

fuochi dell' Elliſſe ferbano ugual difianza dal fuo

ċent/49 • |

Defin. X. L’Eccentricità dell'Elliffe è la di

ſtanza del di lei centro da ciaſcun de fuochi.

Così dell’ Eilife APB , i di cui fuochi"***

fieno F ed V, e 'l centro C, fi dirà ÇF , o

CV l’ Eccentricità .

H I fue

(1) Defin. VI. Lib. 1H.

(2) Dim. Prop. V. Lib. II,

|
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I fuochi foglionfi dire Umbilichi, e dagli

antichi Geometri fi chiamavano puntia compa

vationis,

P R O P. XXV. T E O R.

La retta PF, che unifºe un fuoco dell'Ellif.

fe con un'eſtremo dell'affe minore, è uguale al

femiaffe maggiore.

E l’ Eccentricità è media proporzionale tra

il femiaffe maggiore , , e la differenza di effo dal

fem parametro principale ,

Dim. Part. I. Effendo le tre rette AB,

PQ, AL continuamente proporzionali (1), il

faran ben anche le loro metà CA , CP, FM,

e quindi farà CA? : CP? : : CP* : FM? . Ma la

rima di queſte ragioni è uguale a quella di

AFB ad FM? (2): dunque farà ancora AFB :

FM2 : : CP* : FM?, e perciò AFB uguale a

CP2 . Per la qual cofa, fe a queſte grandezze

aggiungafi di comune il quadrato di CF, ne

verrà (3) CA? uguale ad FP* (4) : e quindi CA

uguale ad FP.

Part. 11. Si prenda PE uguale al femipa

rametro principale o ad FM, e fi unifca CE ;

farà (5) PF :PC :: PC: PE. Dunque i triangº:

(1) Defin. VI. Lib. II. -

(2) Cor. 1. n. 2. Prop. VIII. Lib. II.

(3) Prop. 5. El. H.

(4) Prop. 47. El. I.

(5) Per quel che, ſi è dette I. Part.
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intorno al comune angolo CPF, (1) dovranno

avere uguali gli altri angoli PCF, CEP: on

de convien che CEP fia retto al par di PCF.

Il perchè farà CE perpendicolare fu di PF ,

e (2) l' eccentricità CF media proporzionale

tra il femiaffe FF, e tra FE differenza di ef.

fo dal femiparametro principale. C. B. D.

Cor. I. Il rettangolo AFB è uguale al qua

drato di CP femiaffe minore.

Cor. II. Di più fe prendafi per centro un’

estremo dell’ affe minore e per intervallo un

femiaffe maggiore dell'Elliffe ; il cerchio, che

quindi fi defcrive, fegnerà nell’affe i di lei fuo

chi. E queſto è un metodo agevoliffimo a ri

trovarli . *

Cor. III. Effendo il quadrato del cateto

CF differenza de quadrati dell'ipotenuſa PF, e

dell’altro cateto CP; farà il quadrato dell’ ec

centricità differenza de quadrati del femiaffe

maggiore, e del minore. -

P R O P. XXVI, T E O R.

Poste le medeſime cofe della prop. prec. fe .

ad un qualunque punto M del perimeiro ellittico "5.5"

MRS conducafi la tangente MP, la normale MO,

e la femiordinata all'aſſe MN ; io dico che l’es

H 2 նՅ73տ

(1) Prop. 6. El. VI.

(2) Prop. 9. El, VI,
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centricità CF fia media proporzionale tra CP , e

CO, cioè tra l’afcija dal centro accreſciuta della

fottangente, e tra la mede/ima afciſſa diminuita del

la funnormale . ' ' ’

Dim. CN sta ad NO, come SR ad RQ (1),

o come CR* a CT* (2). Dunque farà con

vertendo CN : CO :: CR2 : CR.” – CT2 . Or

CR” – CT2 è uguale a CF° (3), ed è poi la

ragione di CN a CO l’ isteffa di quella di

PČN a PCO (4). Dunque farà PCN: PCO ::

CR? : CF2 : e quindi come PCN è uguale

a CR? (5), così dovrà effere PCO uguale

a CF" , e CF media proporzionale tra PC,

e CO . C. B. D. ' ' ’

P R o P. xxvII. T E O R.

Poste le mede/ime cofe della prop. prec. fe da

fuochi F, ed V fi tirino al punto M del contat

to i due rami FM, VM ; gli angoli VME,

FMP, ch'eſſi formano colla tangente PE, faranna

tra fe uguali . - -

Dim. Salla medefima tangente fi calino

da fuochi F, ed V le perpendicolari FL , VG,

e fi tiri la normale MO; farà (per lo paralle:

« * * · - , : liſme

(1) Prop. X. Lib. II.

(2) Cor. 1. n. 2. Prop. VIII. Lib. II,

(3) Cor. 3. Prop. prec. * , , « »

(4) Prop. 1. El. VI.

(i) Cor. Prop. IV. Lib. II.
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liſmo delle rette FL , OM, VG) come VO

ad FO, così MG ad ML .

E poichè (1) sta CO : CF:: CF : CP; pren

dendo la fomma degli antecedenti alla fomma

de confeguenti , come la differenza di quelli (a)

alla differenza di questi, avraffi VO: VP: OFFP,

e permutando VO: OF :: VP : FP . Ma la pri

ma di queſte ragioni fi è dimostrato uguagliar

quella di MG ad LM : e la feconda pe trian

goli fimili VPG, FPL è uguale alla ragione

di VG ad FL. Dunque farà MG : LM :: VG :FL.

Il perchè i due triangoli VMG, FML aven

do le condizioni della VII. El. VI. dovranno

avere uguali gli angoli VMG, FML. C.B.D.

Cor. I. Si meni VE parallela al ramo FM;

farà l’angolo VEM interno di coteſte parallele

uguale all’ efterno FMP, ovvero ad VME, cui

fi è mostrato uguale effo FMP. Laonde effendo

i due angoli VEM, VME tra fe uguali, il tri

angolo MVE farà ifofcele (2), e la perpendi

colare VG dovrà bifecar la bafe ME (3).

... Cor. II. Si unifca la retta CG , faranno

tra fe uguali non meno le rette EG, e GM,

che le altre VC, e CF. Dunque la retta CG

dovrà effer parallela alle due FM, ed VE .

H 2 Cor.

(1) Prop. prec.

(a) Queſta maniera compendioſa di argomentare in

Proporzione naſce dall'unire infieme la 12., e la 19. del

V. degli El.

(2) Prop. 6. El. I.

(3) ProP, 26. El. I,
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Fig.52

Cor. III. Cioè fe da un fuoco dell' Elliſe

fi meni la perpendicolare fu di una di lei tangen

te, e fi unifca il centro della figura col punto d'

incidenza ; cotefia retta dovrà effer parallela al ra

mo tirato al contatto dall'altro fuoco .

Cor. IV. E viceverfa fe dal centro C con

ducafi CG parallela al ramo FM che paſſa pe 4

contatto M, e poi fi unifca l'altro fuoco V col

punto G concorſo della parallela, e della tangen

te; la congiunta VG dovrà infiflere perpendicolar

mente fulla tangente ME .

P R O P. XXVIII. T E O R.

|- Il rettangolo de rami VM ed MF , che fi

tonducono da fuochi allo fiefo punto M del perimetro

ellittico, è uguale al quadrato del femidiametro CB

conjugato a quello, che paſſa per M.

Dim. Si tirino i femiaffi conjugati CS,

CT , e fi protraggano infino alla tangente QM.

Si meni CL parallela al ramo VM, e fi uni

fea FL : farà (1) FL perpendicolare ad ML.

I due triangoli rettangoli FLG , QCG

avendo l’angolo acuto G di comune fono equi

angoli, e fimili fra loro : ficchè ſtarà GF a

GQ , come GL a GC. Ma GL ſta a GC

come GM a GV ( per effere fimili i triango

li CGL, VGM ). Dunque farà GF : GQ : :

- GM :

(1) Cor. 4. Prop. prec.
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GM:GV. Îl perchè avendo questi altri triangoli

GMV , GQF le condizioni della 6. El. VI.,

avranno uguali gli angoli GVM, GQF . Ma

fi fon mostrati uguali (1) gli angoli GMV,

QMF : dunque i due triangoli GVM, FQM fa

ranno altresì equiangoli, e fimili fra loro. Per

la quaf cofa dovendo ſtare GM :MW::MF: MQ,

il rettangolo delle medie MV , ed MF dovr

pareggiar quello dell'estreme GM ed MQ, cioè

a dire il quadrato di CB (2). C. B. D.

P R O P. XXIX. T E O R.

- Poste le medeſime cofe della prop, prec. la

fomma de'rami FM, ed VM è uguale all’affe

maggiore AS.

Dim. Si cali MR perpendicolare fu di FV,

farà (3) FM? uguale ad FR2 con RM2 , ed MV*

uguale ad VR? con RM2 . Dunque la fomma de'

quadrati di FM, e di MV farà uguale ad VR2,

ad FR?, ed a 2RM2. Or la fomma de’quadrati

di VR, e di RF è uguale (4) a 2CF2 con 2CR? .

Dunque i quadrati di FM , e di VM faranno

uguali a 2CF2 con 2CR2 e 2RM2 , o fia a

2CF2 con 2CM2 (5). E quindi fe ad FM” , ed

H 4 . VM?

(1) Prop. XXVH. Lib. II.

(2) Prop. XXIV. Lib, II.

(3) Prop. 47. El. I.

(4) Prop. 9* El. H.

(5) Prop. 47" El, I.
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Fig.5 1.

VM? aggiungafi 2FMV, ed alla fomma di 2CF2 e

di 2CM* fi ponga 2CB2, ch'è uguale a 2FMV (1);

ne verranno i due quadrati di FM , e di VM

col doppio rettangolo di FM in MU, cioè il

quadrato delle due FM ed MV come una fola

retta (2), uguali a 2CF2, a 2CM?, ed a 2CB? .

Or i doppj quadrati de’ femidiametri conjugati

CM , e CB fono uguali a doppi quadrati de'

femiaffi conjugati CA, CT (3). Sicchè il qua

drato di FM+MV farà uguale a 2CA* con

2CT2, e con 2CF2 , cioè a dire a 2CA? con

2CA? : imperciocchè 2CT2 e 2CF2 fono (4)

uguali a 2CA?. E quindi il quadrato di

FM+MV farà uguale a 4CA”, ed FM+MV

adeguerà 2CA , cioè l’ affe maggiore SA .

C. B. D .

Cor. I. Dunque in ogni triangolo rettilineo VMF

3 quadrati de’lati VM, ed MF fono dupli de qua

drati della femibafe VC, e della CM, che unifce

il punto medio della bafe coll'angolo verticale M.

Cor. II. Conducanfi dal centro C, e dal

fuoco U le rette CG, VE parallele al ramo

FM ; farà VE ad oG , come VM ad Mo, o

come UF ad FC; cioè a dire la retta VE, o

la fua uguale (5) VM farà dupla di oG. E

perchè a cagion de triangoli ſimili FVM, CVº

stä

(1) Prop. xxVIII. Lib. II.

(2) Prop. 4. El. H. -

(3) Prop. XVI. Lib. II.’

(4) Prop. XXV. Lib. II.

(5) Cor. 1. Prop. XXVII. Lib. H. . .

/
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ista FM a Eo come UF ad UC, cioè come 2

ad 1 ; farà benanche FM doppia di Co : e

quindi li due rami VM, ed MF faranno dupli

delle due rette Go, e Co, o dell’intera CG.

Cor. III. Dunque fe dal centro dell’Ellif,

fe fi meni la parallela ad un ramo, e fi pro

lunghi finchè incontri la tangente condotta per

l’estremo di effo; tal retta dovrà effere quanto

il femiaffe maggiore . -

Cor. IV. Dal fuoco V fi cali VG perpen

dicolare alla medefima tangente ME, e fi uni

fca CG; questa retta farà parallela al ramo (1)

FM, e quindi (2) uguale al femiaffe maggiore.

, Cor. V. Dunque fe all'efiremo di un ramº

dell'Elliſſe conducafi la tangente, e dall'altro fuo

co vi fi cali la perpendicolare; la parallela tirata

ad elfo vamo dal centro infino alla tangente farà

uguale al femiaſſe maggiore, e paſſerà per quel

panto, ove la perpendicolare incontra la tangen

te . II. La retta tirata dal centro a queſto pun

to farà parallela al ramo, ed uguale al femi

affe maggiore . III. E finalmente tirando/i dat

centro fulla tangente una retta uguale al femiaſſe

maggiore, ella dovrà effer parallela ad un de ra

mi condotti al punto del contatto, e paſſerà per

l'incidenza della perpendicolare calata fulla tan

gente dell'altro fuoco.

Cor. VI. Si meni per lo centro C dell’El

liffe la retta rCt parallela alla tangente LG ,

faran

(1) Cor. 11 1. Prop. XXVII. Lib. II.

(2) Cor. Prec.
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faranno i due angoli Mrt, Mtr refpettivamente

uguali ai loro alterni rMG, tML : e quindi

ficcome queſti fi moſtrarono tra fe uguali (1);

così il dovranno effere anche gli altri Mrt ,

Mtr, e con ciò Mt uguale ad Mr. Ma a ca

gion del parallelogrammo MtCG la retta Mt

è uguale a CG : dunque ancora CG farà ugua

lę ad Mr .

Cor. VII. Dunque fe per lo centro dell’Ellif.

fe fi tiri la parallela ad una qualunque tangente

di queſta curva, e fi difténda finchè ne incontri i

zami menati al contatto; le parti de rami, ch'el

la ne afcinde verſo il contatto, faranno reſpettiva

mente uguali al femiaffe maggiore .

P R O P. XXX. T E O R.

- Se ad un qualunque punto M dell’ Elliſſe
Fig.53. BMR conducan/i : : FM, la tangente點

e la normale MN , e dal punto N , ove la nor

male incontra l’affe, fi cali NE perpendicolare

ful medefimo ramo; la parte ME di effo ramº ,

ch'è verſo il contatto, farà ſempre uguale al fe

miparametro principale.

Dim. Si ordini all’affe la retta ML, e

dal centro C dell’ Elliffe fi tirino le rette CG,

CP, CS reſpettivamente parallele ad MN ,

ML » MF .
-

E poichè nel triangolo rettangolo NEM

i due

(1) Prop. xxVII. Lib. H.
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i due angoli acuti MNE, NME fanno un 器

to, effi dovranno adeguar l’angolo NMA, che

fi è fuppoſto retto, e con ciò le di lui parti

NME, EMA : onde tolto il comune angolo

NMF, dovrà rimanervi l’angolo ENM uguale

ad EMA , o a CSA, che gli è uguale (1).

Sicchè i due triangoli rettangoli NEM, CGS

faranno equiangoli, e fimili fra loro.

Similmente i due angoli acuti GCP ,

GPC del triangolo rettangolo CGP fono ugua

li ad un retto, s e con ciò all’angolo NMA ,

ch’è retto, o alle fue parti NML, LMA. E

quindi tolti gli angoli CPG, LMA , che fono

uguali (2), dovrà rimanervi l’ angolo GCP

uguale ad NML, e'l triangolo rettangolo CGP

farà fimile all’altro NLM.

Or dalla fimiglianza de primi triangoli

NEM , CGS ne vien che fia ME : MN :: CG: CS :

e per la fimilitudine degli altri due NLM, CGP

dee flare MN : ML :: CP: CG : dunque per u

guaglianza perturbata dovrà effere ME : ML ::

CP : CS, e quindi il rettangolo di ME in CS

farà uguale al rettangolo di ML o della ſua uguale

Ct in CP. Ma questo rettangolo è uguale al qua

drato del femiaffe conjugato CR (3), o al rettan

golo del femiaffe maggiore CB nel femipara

metro principale (4). Dunque anche il rettan

golo

(1) Prop. 29. El. I.

(2) Per l'ifteffa .

(3) Prop. Xl H. Lib. II.

(4) Cor. 1. Prop. VIII. Lib. II.
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golo di CS in ME farà uguale al rettangolo di

CB nel femiparametro principale. E quindi ef.

fendo (1) CS uguale a CB femiaffe maggiore;

anche ME dovrà uguagliare il femiparametrd

principale . C. B. D.

-
Cor. I. Effendofi dimostrato effere ME : MN ::

CG: CS, farà il rettangolo di MN in CG u

guale all’altro di ME in CS, o ( come fi è

quì fopra conchiufo ) al quadrato del femiaffe

minore CR . . - |

Cor. II, Dunque il rettangolo fatto dalla

normale MN nella retta CG, che dal centro dell'

Elliſſe conducef perpendicolare fulla tangente MS;

farà di una cofiante grandezza, cioè fempre ugua

le al quadrato del femiaſſe minore.

Р к о Р. xxxг. т в o R.

Nell' Elliſe MBR, fe da fuochi F ed V fi

Fig.54 abbaffino FL ed VD perpendicolari fu di una qua

luńque tangente DP, e fi tirino al punto del con

tatto i rami FM, MV , il rettangolo delle per

pendicolari farà ſempre uguale al quadrato del fe

miaffe minore CR .

E'l rettangolo de rami FM, ed MV ferberà

al quadrato della normale MN la coſtante ragione

dell'affe maggiore al di lui parametro.

s Dim. Part. I. Si unifcano le rette CL, e CD,

e la

(1) Cor. III. Prop. prec.
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e la CL fi protragga finchè incontri DV in T :

faranno le rette CL, e CD reſpettivamente

uguali a CB; e CA (1). Di più avendo i due

triangoli equiangoli FCL, ed VCT uguali i

lati CF, CV (2), dovranno avere (3) gli altri

lati CL ed FL refpettivamente uguali , a CT

e TV. Dunque un cerchio, che fi defcrive col

centro C intervallo CB, dovrà paffare pe punº
ti L % D , A , Τ.

Ciò fuppoſto il rettangolo di FL in VD

è lo steffo, che l’altro di TV in VD. Dun

que ficcome queſto rettangolo è uguale a quel

lo di BV in VA (4), cioè a dire al quadrato

di CR (5); così il rettangolo delle perpéndi

colari FL, ed VD dovrà effere uguale al qua

drato del femiaffe minore CR.
-

Part. II. Si cali NE perpendicolare ful

ramo FM, farà ( come fi è veduto nel prin

cipio della dimoſtrazione antecedente ), l’an

golo FML uguale ad ENM, e quindi il tri

angolo rettangolo FLM fimile all’altro NEM .

Ma (6) al triangolo FLM è anche fimile VMD.

Dunque il triangolo VDM farà fimile allo ſtef

fo NEM. Il perchè dalla fimilitudine de primi

dovrà feguirne, che stia FM : FL :: NM: ME ,

e per la fimilitudine de fecondi dee ftare VM:

VD :: NM : ME. Sicchè (7) il rettangolo di
|-

|- FMF

(1) Cor. 3. Prop. XXIX. Lib. II.

(2) Princip. Cap. III. (3) Prop. 26. El. I.
(4) Prop. 35. El. III.

(5) Cor. 1. Prop. XXV. Lib. 11.

(6) Dim. Prop. XXVH. Lib. II. (7) Cor. 3. Lemm. I,
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Fig.55 •

FM in VM dovrh stare al rettangolo di FL in

VD, o al quadrato di CR, che gli è ugua

le (1), come il quadrato di NM al quadra

to di ME . Onde farà permutando FM. MV :

NM? :: CR2 : ME2. Ma fta CR? ad ME: co

me (2) l’affe maggiore al fuo parametro: dun

que farà eziandio il rettangolo de rami FM

ed MV al quadrato della normale MN , come

l'affe maggiore al fuo parametro. C. B. D.

Cor. I. E farà benanche FM. MV ad MN2 co

me BC2 a CR2 . -

Cor. II. Se all' Elliffe BMA fi circofcriva il

cerchio BLDA , e la fua circonferenza incon

tri in L, e D una qualunque . tangente dell'

Elliffe ; le perpendicolari LF, DV elevate da'

medefimi punti fulla tangente fegneranno nell'

affe maggiore i fuochi della fezione.

Р во Р. xxxп. т в о в.

Sia FM una femiordinata all’affe AQ, ebe

paff; per un de fuochi dell’ Elliſe , ed al fuo

eftremo M fi meni la tangente MD; ogni rama

FR farà uguale alla femiordinata NP, che con

ducef all’affe pel fuo eſtremo, e fi eftende fino ala

ła tangente. : |

Dim. La tangente BN incontri in S: e
*. - ** 玛 lę

(1) Part. I.. |- . .

zi cor: . Prop. Viii. Lib. H.
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B le tangenti QS , AB tirate ai vertici dell'

affe maggiore; farà la ragione di QD a DA

uguale a quella di QS a BA pe triangoli fi

mili QDS, ADB: e la fteffa ragione di QD

a DA farà ben anche uguale a quella di QF

ad FA (1). Dunque farà (2) QS: AB :: QF : FA,

e quindi QS. AB : AB? : : QF . FA : FA? (3).

Ma i rettangoli di QS in AB, e di QF in

FA fono uguali fra loro, perchè tanto quel

lo (4), che queſto (5) è uguale al quadrato

del femiaffe minore CK . Dunque farà pur

anche AB? uguale ad FA? , , ed AB uguale

ad FA .
-

Or poichè il rettangolo di LN in RN fta

al quadrato di NM (6), come il quadrato di

AB, o della fua uguale AF a quello di BM ;

e sta poi AF2 a BMP, come FP: ad NM-,
perchè le rette AF, e BM fono proporzionali

ad FP ed NM (7). Sarà LNR : NM2 : : FP2 ;

NM? (8); e quindi LNR uguale ad FP2. Dun

que aggiungendofi di comune PR* , farà PN? (9)

uguale ad FR? (1o), e PN uguale ad FŘ. **

С. В. D.

Cor. I. E diftendendofi in fino alla tangen

te il femiaffę minore CK , farà CT uguale ad

- FK ,

|- |

(1) Prop. XV. Lib. II. (2) Prop. 11. El. V.

(3) Prop. I._El. VI. (4) Prop. XXIV. Lib. H.

(5) Cor. 1. Prop. xxV. Lib II. |

(6) Cor 111. Prop. XVIII. Lib. H. -

(7) Prop. 2. El. VI. (8) Prep. 11. El. V.

(*) Prof. 6. El II, (ro) ProF, 47. El, I.
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FK, cioè al femiaffe maggiore AC (1).

Cor. II. Ovunque fi tiri la tangente late

rale BS
, fempre il rettangolo di QS in AB

farà uguale al quadrato del femiaffe minore

CK (2) , cioè a dire al rettangolo AFQ (3) -

Sicchè per l'uguaglianza di queſti rettangoli

dovrà stare QS: QF :: AF : AB.

Cor
. III. Di più i triangoli rettangoli FQS,

FAB faranno fimili fra loro (4): onde l’ango

lo QFS farà uguale ad FBA, e con ciò i due

QFS, AFB uguali ad ABF, ed AFB, cioè

ad un retto. Sicchè l'angolo BFS convien che

fia retto.

Cor. IV. Cioè fe da un fuoco dell’Elliſſe fè

tirino due rette ai concorſi di una tangente latera

le colle tangenti menate a vertici dell’ affe ; l’ an

golo, che quelle comprendono, fempre farà retto.

Р R O P. XXXIII. T E O R.

-
Ogni ramo FR fia alla perpendicolare RG ;

*** che dal ſuo estremo ſi cala falla DG linea dellä

fublimità, come l'eccentricità al femiaſſe.

Dim. Si ເuppongº congegnata la figura 55.

come nella prop. prec. Le rette FR ed RG

fono reſpettivamente uguali a PN e PD (5):

(1)

- , (2) .

(3)

** - (4)

qumº

Prop. XXV. Lib. H.

Prop. XXIV. Lib. H. .

Cor. 1. Prop. XXV. Lib, H.

Prop. 6. El. VI, (5) - Prop. Prec.
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dunque farà FR : RG :: PN; PD . Ma pe'tri

angoli fimili PDN, CDI fta PN a PD, come

CI, o la fua uguale CA (1) a CD : e CA sta

a CD, come CF a CA (2). Dunque ſtarà ben

anche FR : RG :: CF : CA. C. B. D.

Cor. I. Effendo pe triangoli fimili DAB,

DCI la retta DA ad AB, come DC a CI ;

farà pure DA : AB :: CA : CF.

Cor. II. Ed è poi, come può trarfi dalla

defin. VIII. del I. Lib, e dalla Prop. XII, del

H., CD: CA :: CA : CF.

P R O P. XXXIV. T E O R.

Se agli efreni de'rami FR , FS conduean. Fig.2s.

fi le tangenti RT, ST ; la retta FT , che uni

fee il fuoco F col concofo T di queſte tangen-.

ti , b fecherà l'angolo RFS compreſo da medeſimi

rami.

La dimoſtrazione di queſto Teorema è

quell’ifteffa , che fu recata alla Prop. XXII.

Lib. I,

Cor. I. Che fe i rami FP, FQ giacciano

a dirittura , ed agli estremi di effi fi tirino

le tangenti PN, QN , che fi unifcano in N :

I la

(1) Cor. III. Prop. XXIX. Lib. II,

(2) Prop. XII. Lib. II.
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retta NF dovrà inclinarfi ugualmente fulls

corda PQ, e quindi efferle perpendicolare .

Cor. II. Dunque fe agli eſtremi di una cor.

da, che attraverfi an fuace dell'Elliſſe, /i meni,

nº due tangenti; il concorſo di queſte dovrà tro,

varfi nella linea di fublimità. E poi dovrà infi.

flere perpendicolarmente fulla mede/ima corda quel.

la retta, che unºſce il concorſº di eſſe tangenti cºlº

อู้ใตุja fйого «

G A P. |- IV.

Delle Dimenſioni dell'Elliſe ,

Р R О Р. ХХХV. ТЕ О R.

Fig.56. Il circolo AEBG, che fi deſcrive full'affe

maggiore dell'Elliſſe ADBF, /ia alla mede/ima El

liffe, come il di lei affe maggiore AB al mino

ve DF. -

E volgendo/i con perfetta rivoluzione tanto il

femicerchio AQB , che la femielliffe AKB intornº

allo ſteſſo affe AB ; la sfera e lo Sferoide, che

me fon generati, faran fra loro come il quadrata

dell'affe maggiore al quadrato del minare .

Dim. Part. I. L'affe maggiore della pro

posta Elliffe fi divida nelle parti uguali CH »
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HI, &e. qualunque ne fia la grandezza di cia

fcheduna, e pei punti delle diviſioni fi tirino

le femiordinate al circolo HQ, IO, &c. farà il

quadrato di ogni femiordinata QH dello ſtefo

circolo uguale al rettangolo AHB (1): e quin

di ficcome queſto rettangolo fta a KH” , , co

me l’affe maggiore al fuo parametro, o co

me BAº a DF2 (2) ; dovrà effere eziandio

QH2 : KH? :: AB? : DF2 , e con ciò QH : KH ::

AB : DF. Or fe da punti Q, e K fi abbaffino

QR, e KL perpendicolari fu di EC; i due

rettangoli RQHC., LKHC, che fono iſcritti

nel femicircolo, e nella femielliffe, faran fra

loro come QH a KH (3), Dunque effi dovranno

effere ancora nella ragione dell'affe maggiore al

minore. E continuando a queſto modo un tal

difcorfo per gli altri rettangoli; potrà conchiu

derfi, che tutti i rettangoli iſcritti nel femicircolo

stiano a tutti i corriſpondenti rettangoli ifcritti

nella femielliffe, come dell’Elliffe l’affe maggiore

n’è al minore [4]. Per la qual cofa fe tanto quel

li, che queſti fi facciano reſpettivamente terminare

nel femicircolo, e nella femielliffe ; farà pur ve

ro, che ftia il femicerchio AQB alla femielliffe

AKB, e con ciò l’intero cerchio AEBG all'Elliffe

AKBF, come l'affe maggiore al minore (5).

I 2 Part.

(1) Prop. 役 E]. III,

(2) Prop. IX. Lib. II.

$ Prop. 1. Fl. VI.

4) Prop. 12 El, V.

歇 Lemm. II.
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3 Part. If I cilindri poi, ehe fi vengono a

generare da rettangoli RQHC, LKHC, nel vol

gerfi che fanno il femicerchio e la femielliffe

intorno all'affe AB, fono fra loro come i

cerchi de'raggi QH, KH, o come i quadrati

di queſte rette QH , e KH ; imperciocchè fon

effi della medefima altezza CH. Dunque i me

defimi cilindri faranno eziandio come i qua

drati di AB, e di DF. E ciò fempre dimo

strandofi, farà pe Lemmi I., e H. tutta la sfe

ra all'intero Sferoide, cui la fi circoſcrive, co

me il quadrato di AB al quadrato di DF,

G • B • D • *

Cor. I. Effendo DF ad AB come DF, AB

ad AB? (1); farà l' Elliffe al circolo, che le fi

circoſcrive, come DF. AB ad AB? : e permu

tando la medefima Elliffe ſtarà al rettangolo

de' fuoi affi DF ed AB, come il circolo AEBG

ad AB? .

Cor. II. Ed effendo coſtante la feconda di

queſte due ragioni, il farà ben anche la pri

ma . Dunque l'Elliſi fono come i rettangoli de'

loro affi conjugati . -

Čor. III. Di più fe l'affe maggiore di un'

Elliffe fi chiami R, e 'l minore r, e fia la ra

gione del circolo al quadrato circoſcritto ugua

le a quella di 1 ooooo a 1 27324, come ſi è

ritrovato per approfimazione; l'aja della men
f004

(1) Prop. 1. El. VI.
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- - soరిరి

sovatà Elliſſe farà –– RXr; cioè meno,

5 3 1831

che -- del rettangolo degli affi.

Cor. IV. Ogni Elliffe, da ciò che fi è detto,

sta al cerchio circoſcritto, cioè che ha l'affe mag

giore per diàmetro, come il rettangolo degli affi

conjugati al quadrato dell’affe maggiore . Or

cotesto cerchio sta a quell'altro, che s’iſcrive

rebbe nell'Elliffe, o che avrebbe ſ’affe minore

per diametro, come il quadrato dell’affe mag

giore al quadrato del minore . Dunque per u

guaglianza ordinata farà l’Elliffe al cerchio,

che le s’iferive, come il rettangolo degli affi

conjugati al quadrato dell’affe minore, o come

l’affe maggiore al minore (1).

Cor. V. E volgendofi intorno all'affe mi

nore tanto l’ Elliffe, che il circolo in effa ifcrit

to; l’ Ellitteide generato dall’Elliffe starà alla

sfera, che vi genera il cerchio, come il qua

drato dell'affe maggiore al quadrato del mino

re. Qual cofa può dimoſtrarfi come la feconda

parte del preſente Teorema.

Cor. VI. Da ciò fi vede chiaramente che la

quadratura dell' Elliste dipenda dalla quadratu- :

ra del circolo; e che dalla cubatura della sfera

quella dello sféroide e dell'Ellittoide fi derivi.

Cor. VII. Di più il ſegmento sferico di QAH

starà al corriſpondente fegmento sferoidale gene
l 3 TaTO

(1) L’ iſtella º
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rato da KAH , come il quadrato dell'affe mag

giore al quadrato del minore, o come l'affe

maggiore al fuo parametro.

Р к о Р. xxxvi. т Еo R.

Poſte le medefime cofe della prop. prec. Je l'

Fig.57. affe maggiore AB diffendafi, tantochè BT adegui

un femiaffe; il ſegmento dello ſferoide generato

da ACP fiarà al cono, che ha per altezza TP

e per bafe il circolo del raggio PA, come, il pa

rametro all'affe. ( -

Dim. Nel circolo ANBL circoſcritto all'

Elliffe fi tirino i raggi OL , ON , e fi con

giungano le corde ÅL, LB : e poi fi concepi

fca il femicerchio ALB con perfetta rivoluzio

me aggirarfi intorno ad AB . -

: E poichè il rettangolo BAO è uguale ai

due quadrati di BO e di OA, e ’l rettangolo BPO

adegua il quadrato di PO infieme col rettangolo

BOP (1) ovvero AOP; farà la differenza de due

rettangoli BAO, BPO uguale alla differenza de'

quadrati di BO e di OP, ed alla differenza

del quadrate di AO e del rettangolo di AO in

OP. Or là prima differenza è uguale al rettan

golo BPA (2), e la feconda al rettangolo di OA

in AP, o di BT in AP (3), Dunque la dif

ferenza de mentovati rettangoli BAO, BPO farà

{ ugua

) Prop. 3. Fl. II.

} Prop. 5. Fl. II.

(1

(2

(3) Prop. 2. El ll.
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uguale ai đue rettangoli di BP in PÀ, e di

TB in PA, cioè (1) al rettangolo di TP in

ᏐPᎪ . -

Ciò poſto, il fettore sferico LANO, av

vegnachè uguale a quel cono, che ha per al

Mezza il raggio OA e per bafe il circolo di AL.,

ſta al fottopoſto cono LON in ragion compoſta

di OA ad OP, e del circolo di LA al cir

colo di LP. Ma petriangoli fimili ABL, APL.

fta AB : BL :: AL : LP: onde ficcome la ragio

ne di AB a BP è duplicata di quella di BA

a BL ( effendo continuamente prớporzionali

le rette AB, BL, BP ), così farà benanche

duplicata dell’altra di AL ad LP, e quindi farà

uguale alla ragione del circolo di LA al circolo

di LP. Dunque il fettore sferico LANO ſtarà al

cono LON in ragion composta di OA ad OP,

e di BA a BP, cioè come il rettangoko BAO

all’altro BPO (2). E farà poi dividendo il

fegmento sferico LAN al fottoposto cono LON,

come la differenza de rettangoli BAO, BPO,

cioè come il rettangolo TPA (3) al rettango

ło BPO . Ma il cono, che ha PT per altezza,

e per bafe il circolo del raggio PA , fta al

medefimo cono LON, come TP a PO, e co

me PA* a PL? . E queſta ragione di PA* a

PLº è uguale a quella di AP a PB, per effe

re le tre rette AP, PL, e PK continuamente

proporzionali (4). Dunque foſtituendo queſta

I - fºlº
- 4

(1) Prop. 1, El. II. . . (2) Prop. 23. El. VIa

(3) Come fi è dimostrato.

- } Prop. K3• El. VI. G defin. 1Ò, El, V.



136

ragione in luogo dell'altra di PA? a PL? ; a

vraffi il cono, che ha PT per altezza e per

bafe il circolo di PA al cono LON , come TP

a PO, e come AP a PB, cioè come il rettan

golo TPA all’altro B -O (1) . Sicchè il fegmento

sferico LAN ferbando al fottopolto como LON

quella medefima ragione che gli ferba quel

l' altro cono che ha per altezza TP e per

bafe il circolo di PA., farà questo como uguale

a quel fegmento sferico. Laonde ficcome il

fegmento sferoidale generato da PAC fta al

corriſpondente ſegmento sferico generato da APN,

come il parametro dell'affe maggiore allo ſtef

fo affe (2); così il medefimo fegmento sferoida

le ſtarà al cono, che ha PT per altezza e per

bafe il circolo del raggio PA, come il para

metro dell’ affe maggiore al medefimo affe.

с. в. d . .

Р к о Р. xxxvп. Р к о в L.

Rivulgast la fªmilliſ AB, een perfetta vivala.

Fig.58 zione intorno al fuo affe maggiore Aa ; ſi vuol

determinare la fuperficie di quefio Sferoide .

I. L' affe Aa della data Elliffe fi diftenda

d' ambe le parti, ficchè tanto OG , che OH

fia terza proporzionale in ordine alla di lei ec

centricità OF , ed al femiaffe maggiore OA .

II. S'intenda defcritta l'altra femielliffe GNH,

:: - - - - - che

(1) Prop. 23. El. VI. (2) Cor. uit. Prop. prec.
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che abbia per affe maggiore la retta GH, e per

femiaffe minore OE uguale ad OB femiaffe con

jugato della propoſta Elliffe AMa. III. Final

mente dai punti A, ed a fi elevino le perpendi

colari AI, aK fu di Aa : dico effere l’addiman

data fuperficie quarta proporzionale in ordine al

raggio di un circolo, alla ſua periferia, ed alle

fpazio ellittico AiKa.

Dim. Ad un qualunque punto M del peri

metro della data Elliffe AMa fi tirino i due ra

mi FM ed fM , la normale MS, e la femior

dinata MP, che fi distenda in fino ad N . Sa

ranno, come appare dalla costruzione, G edº H

i punti di fublimità della medefima Elliffe

AMa (1): e le perpendicolari Gg, Hh eleva-,

te da' punti G, ed H fulla GH difegneranno

de linee di fublimità della fteffa curva.

Ciò premeffo, tanto Mg ad MF, che Mh

ad Mf è nella coſtante ragione di OA ad

ΟΕ (2), о di oG ad OA (3): dunque il ret

tangolo gMh , o il fuo uguale GPH ſtarà al

rettangolo di FM in fM, come OG? ad O A2 (4).

Or il medefimo rettangolo FMf fta ad MS2 co

me OA? ad OE? (5). Dunque per uguaglianza

ordinata farà GPH ad Moº, come Goº ad

OE*, o come GPH a PN? (6): e quindi effen

- ** - - - do

{ı) Cbr. ll. Prop. XXXIII. Lib. II.

(2) Prop. XXXisti. Lib. II.

(3) Prop. Xll. Lib. il.

(4) Cor. 3. Lemm. II.

(5) Cor. 1: Prop. XXXI. Lib. II,

(6) Prop. IX. Lib. II. "Asi:
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: GPH : Msa :: GPH : PN2, fără Msa ugud.

le a PN”, ed MS uguale a PN.

Or fe intendafi cendotta la corda MA , é

che intorno ad M, e verfo g fi aggiri; ei fa

rà chiaro ehe nell’ultimo fito di questa retta,

prima di diftenderfi fulla tangente del punto M,

la fua parte interiore debba combaciare coll'

elemento Mm dell’Elliffe . E quindi tirata per

m la retta mr perpendicolare fu di MP, il tri

angoletto Mmr farà fimile al triangolo MSP(t).

Dunque ſtarà Mm ad mr come MS, o la fua

uguale PN a PM, o come la circonferen

za del raggio PN alla circonferenza del raggio

PM . E farà poi il prodotto dị mr nella cir

conferenza di PN uguale (2), all’ elemento Mm

dell’ Elliste moltiplicato per la circonferenza di

PM, cioè a dire alla fuperficie conica generata

dal medefimo elemento, allorchè tutta l' Ellif,

fe gira circa il proprio affe (3).

Ma, diftendendofi per m la retta mn paral

lela ad MN, il rettangolo di Pp in PN sta al

rettangolo di mr nella periferia di PN, come il

raggio alla periferia : dunque in questa fteffa

ragione ſtarà puranche il rettangoletto NPpn

alla fuperficie conica generata dall’ elemento

Mns. Per la qual cofa continuandofi in fiffatta

uifa il ragionamento per gli altri punti dell'

lliffe, fi potrà concludere (4) che l'aja ellit
t1Ça

(1) # 3. Dim. Prop. XXV,

(2) Prop. 16. El. VI. -

(3) Nota (c) Prop. XXV. Lib. I.

(4) Lem. l. s llº

*
|
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tica AIKa fia alla fuperficie dello Sferoide ge

nerato dall'Elliffe AMa, come il raggio alla

periferia. C. B. D.

Scol.

Avrei potuto raccorciar queſta dimoſtrazione

rimettendovi ai quattro ultimi paragrafi di quel

la, che nella Propofizione vigefimaquinta della
Parabola efibài . Ma la dignità di queſto Pro

blema, e l’eccellenza del metodo delle prime ,

ed ultime regioni, che le ho applicato, mi han

indotto recarvela diftefamente.

LIB.
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L I B. III. "

DELL’ I PERBO L É.

С А Р. І.

De Diametri delle Iperboli oppoſe.
*

N.B. Qualor fi ritrovi un'asteriſco dietro l' enuciazione di

qualche verità, vuol intenderfi, che queſta oltre all'iperbo
le fi ႏိုင္ဆိုႏိုင္ရ ក្ញុំ 翌 fe ve ne fian due ;

una tal verità dovraffi riferire a tutte e tre le curve coniche,

Р к о Р. г. т в о к.

v • Nell'Iperbole TQD il quadrato di una qua.

*** 7. lunque femiordinata PT fia al rettangolo LPQ delle

efeiffe da entrambi i vertici Q ed L, come il la

to retto QH al trafverfo QL.. *

Dim. Leggafi la dimoſtrazione della I. Prop.

dell'Elliffe, e fi rifcontri la figura 7. (a) .

Cor.

(a). In questo Teorema racchiudefi la proprietà princi

pale dell'Iperbole, donde non fi durerà fatiga a trarne la

di lei equazione caratteriſtica. A tal effetto fi ponga una qua

lunque afcilla QP uguale x, e la fua corrifþöndente fe

mio:dinata TP Ta j': f chiami za il lato trafverfo QL, ệ

il reito, farà LP úguale a zatx, e 'l rettangolo LPQ farà

2ax+xx. Dunque effendo in virtù di queſto Teorema il qua

drato di TP ad LPQ, come QH a QL; farà ne' fimboli aha
litici |- • » -

2 : idx+x2 : : p : 2aJ + Þ E quin
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Cor. 1. E dimostrandofi che il quadrato di

una qualunque altra femiordinata SR ( o ch'

ella fi ritrovi nella fteffa iperbole TQD, ov

ver nell’oppofta vLm ) ftia al rettangolo dello

afciffe LRQ , come il lato retto al trafverfo; ,

potrà concluderfi, che i quadrati di PT, e di

įRS fien proporzionali a rettangoli LPQ., LRQ.

Cor. II. Cioè in un ifteffa iperbole, "o nelle

due oppoſte, i quadrati delle femiordinate fono cº

me i rettangoli delle afeiffe d' ambedue, i vertici.

Cor. III. Se da un qualunque punto T dell’

Iperbole TQD ad un'altro S' della fteffa cur

va intendafi tirata una linea retta, queſta do

vrà cadere dentro del cono ANC ſenza che

- - altro

px?

E quindi y* = px -- –

2 áſ

Similmente dalla I. Propofizione dell' Ellille, ove fu re

cata la principale proprietà di queſta curva, fene caverà la

di lei equazione *

px? *

=y2*-م----------- pر

24

E fe un'afcifľa della Parabola fi dica x, y la femiordi

nata corriſpondente, e p il parametro, avraffi in forza della

Prop. I. Lib. I., ove s indicò la principale proprietà di que

ſta curva, la ſeguente equazione alla Parabola

* : px; .

Finalmente fe un altro punto del diametro fi prenda per

principiofdelle indeterminatė x , e fe ne congegniño l'equa
zioni a tutte e tre le curve coniche , come 器 è quì fopra

Praticato ,,avraſi la forma generale dell'equazioni alle linee

del ſecondo ordine rapportate ai loro affi,

y* = A+Bx+Cx2

ºve A , B, C poſlono dinotare qualunque grandezze .
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Fig.59.

altrove me incontri la di lui fuperficie o quel

la del cono opposto LNF. E perchè i peri

metri delle Iperboli fon fegnate fulle fuperficie

de mentovati coni TQD , rŁm ; ei debb effer

vero, che niuna corda dell'Iperbole TQD pof

fa in altro punto incontrar la medefima fezio

ne, o ſa dilei oppoſta rLm .

Cor. IV. É generalmente niuna retta puà

giammai fºgare una fezione conics in più, che in

due punti. ** -

Р R О Р. II. Т Е О R.

Il quadrato di una qualunque femiordinata

NM è uguale al rettangolo dell’afcifa AM nella

retta MQ, che dal dilei eſtremo le fi erge per

pendicolare, e fi eftende in fino alla regolatrice.

E lo ſteſſo quadrato di NM è duplo del qaa

drilineo AMPF, che fi arreſta tra la medefima

afciſſa, e la furregolatrice FC. **

Che vogliano dire regolatrice, e furregola

trice di una curva conica, e qual ne fia la

loro pofizione, potrà vederfi nelle definizio

ni , che fieguono la Prop. I. del II. Libro :

ficcome in leggendofi la dimoſtrazione della

Prop. II, dell’Elliffe colla fig. 59, fi avrà quella

della prima e feconda parte del prefente Teo

rema. Solo vi ha queſto divario, che la chiu

fura della dimoſtrazione della feconda parte quà

vuol farfi colla 12. El. V. laddove colla :

/
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del V. ivi fi è compita quella dell' Ellife.

Cor. I, Effendo MQ maggiore di AB, fa

rà il rettangolo AMQ, o il quadrato di NM

maggiore del rettangolo MAB , Cioè a dire

nell'Iperbole il quadrato di una qualunque femibr

dinata NM è maggiore del rettangolo dell'afeiffa nel

parametro , - -

Cor. II. E crefcendo il rettangolo AMQ

a mifura che il punto M più fi difcofta dal

vertice A della fezione; l'Iperbole avrà i fuoi

rami fempre dal diametro divergenti : ficcome

della Parabola fi è ben anche dimoſtrato nel

I. Libro . Aº

Cor. III. E defcrivendofi intorno allo fief.

fo diametro AM, e collo ſteffo angolo delle

coordinate AMN la parabola AE , che però

abbia eziandio A per vertice, ed AB per para

; queſta curva dovrà contenerfi entro l'

Iperbole, ed effer meno divergente dell'Iper

bole dal comun diametro AM.

P R O P. III, P R O B L.

Dato un puntº nel perimetro di un Iperbole Fig.6º.

cºndurle una tangente.

Si legga la dimostrazione della Prop. III.

del: Elliffe, e si rifcontrino le figure 7, e 6e

Pe'l primo, e pe'l fecondo cafo.

Cor. I. E quindi potrà rilevarfi, che nell'

- Iper-
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Fig.6o.

Iperbole ANQ la fottangente PM stia all'afrif.

fa MA,.. che corrifponde all’ ordinata per lo

contatto, come DM afciffa dal vertice rimoto

a CM afciffa dal centro. Su di che vedi il

Cor. 7. Prop. III. Lib. II.

Cor. II. E quindi il rettangolo DMA farà

uguale all’altro CMP.

Defin. I. Il centro dell'Iperbole è il pun

to medio del di lei lato trafverfo.

P R O P. IV, T E O R.

Tutte le tangenti dell'Iperbole concorrono col

diametro fotto del dilei centro. *.

E 'l femidiametro C.A è media proporzionale

tra CM afeiffa dal centro corriſpondente all'or

dinata per la contatto, e tra CP differenza della

mede/ima aſciſſa, e della fottangente.
}

Dim. Part. I. Il rettangolo DMA fi è mo

ſtrato (1) uguale all'altro CMP : dunque ficco

me quello è minore del quadrato di CM (2),

così dell’ifteffo quadrato farà ben anche mino

re il rettangolo CMP : onde convien che fia

PM minore di CM , e che cada fotto del cen

tro il punto P concorſo della tangente, e del

diametro. - -

Part. II. Effendo poi i medefimi rettango

li DMA, CMP uguali fra loro; fe reſpetti
ψSa

(1) Cor. II. Prop. prec.

(2) Prop. 6. El. Il
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vamente fi tolgan effi dal quadrato di CM, do

vrà rimanervi il quadrato di CA (1) uguale al

rettangolo MCP (2). E quindi ſtarà CM: CA: ;

CA : CP. C. B. D. -

Cor. Effendo CM : CA :: CA: CP, farà (3)

CM: CP :: CA? : CP2 , e convertendo CM:PM ::

CA2 : CA2 – CP2. Ma l’è poi ÇM a PM co

me CMP a PM2 (4), o come DMA (5) a PM? .

Dunque farà il rettangolo delle afciffe DMA al

quadrato della fottangente PM, come CA? a

GA2 – CP? ,

Р ќ о Р. v. т в o R.

Se dal centro C dell'Iperbole ANQ conducafi Fig.61.

ad un punto N del di lei perimetro la retta CN;

queſta dee cader dentro la fezione fenzachè la fe

ghi altrove.

· Dim. Che la retta CN non fia tangente

della fezione, onde vi debba cader dentro, è

chiaro dalla I. Parte della Prop. prec. Dunque ci

resta a dimoſtrare, che la medefima retta in niun

altro punto incontri il perimetro iperbolico :

e ciò fi ottiene nel feguente modo. Se la ret

ta CN poteffe incontrar la curva in un’altro

K pun

} L’ifteffa Prop. 6.

Prop. 3. EI. II.

3) Defin. 1o. El. V.

(4) Prop. 1. Fl. VI.

(5) Cor. II. Prop. prece
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punto Q; ordinate le rette NM, QR al dia

metro AR, farebbe , per la fimilitudine de tri

angoli NMC , QRC, NM? : QR? :: CM2 : CR2 ,

e per la natura dell'Iperbole (1) NM? : QR? : :

DMA : DR. A. Dunque farebbe ancora (2) CM” :

CR2 : : DMA : DRA , e CM2 : CR2 :: CA2 :

CA? (3): cioè a dire CM” adeguerebbe CR.2 :

lo che non puol effere. C. B. D.

Cor. l. Si tagli Cm uguale a CM, ed er

dinata la retta mn fi congiunga Cn. Sarà la

differenza de' quadrati di CM, e di CA, cioè

il rettangolo DMA (4) uguale all'altro AmD,

ch’è differenza 'e'quadrati di CD, e di Cm :

e quindi i due suadrati di NM, e di nm, che

fono nella ragion de rettangoli DMA, DmA (5),

faran pure tra fe uguali . Dunque farà NM u

guale ad nm, ed avendo i due triangoli NCM,

mCm le condizioni della 4. El. I. dovranno

avere tra fe uguali gli angoli MCN, mCn, e

quindi per diritto i lati NC, nC.

Cor. II. Dunque ogni fegante che conduce/?

ad un Iperbole dal di lei centro, dovrà tagliar

ben anche l'opposta fezione .

PRO

(1) Cor. II. Prop. I. Lib. III.

(2) Prop. 11. ll. V. - -

3) i rop. 6. Fl. II. e 19. El. V.

$ L iitcffa i rop. 6. . . - |

.Libلام I۰0.ملpللمطمل.or(5)ان
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P R O P. VI, T E O R. 7

Ogni retta, che fi ritrovi entro un'Iperbole pa

rallela ad una dılei tangente, dee incontrarne in

due punti il perimetro iperbolico.

Dim. La tangente BI dell'Iperbole ABH, e

la ſua parallela EO incontrino il lato trafverfo

me'punti I, ed O. Si defcriva il femicerchio

AfC fu di CA metà del lato trafverfo AD :

e quivi applicata la retta Gf uguale a CI, fi

unifca la corda Af. Dipoi fi elevi dal punto

O la retta OF perpendicolare a CA, ed ugua

le ad Af, e fi congiunga la CF .

E poichè CO2 è maggiore di CI*, ed OF2 è

uguale ad Afº (1), farà CO2 con OF2 , cioè

CF2 maggiore di Cf e di Afº, cioè di CA? (2),

e quindi GF maggiore di CA. Or fe dal pun

to A fi cali AP perpendicolare fulla medefima

CF; pe triangoli rettangoli fimili COF, CPA, che

ne rifultano, dovrà stare FO ad AP, come CF

a GA . Per la qual cofa ficcome di CA fi è

moſtrata maggiore la CF ; così la FO dovrà

effer maggiore di AP: e quindi un cerchio de

fcritto col centro A intervallø FO fegherà la

retta CF in due punti K, ed L.

Dal punto F conducanfi le due rette FR,

ed FM refpettivamente parallele ad AK , ed

AL : e da punti R, ed M, ov’effe incontrano

K 2 1

않 Per coftruzione .

2) Prop. 47, El. I. с 31. El, III.

Fig.65.
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ີ່ຕero della fezione, fi tirino le femiordi.

nate RH , ME . E finalmente coſtituito il fe

micerchio DQA ful lato trafverfo DA, gli fi

meni da R la tangente R.Q. , -

Ciò premeffo i due triangoli CRF, CAK

fono fimili fra loro (1): dunque dovrà ſtare CR

ad RF, come CA ad AK, o come CQ ad OF

(effendo queſte rette a quelle reſpettivamente u

guali ). Sicchè i triangoli rettangoli CRQ, FRO,

avendo i lati CR e CQ proporzionali agli altri

RF ed OF , faranno (2) anche tra fe fimili :

il perchè dovrà stare RQ : RO :: CQ : FO, ed

RQ : RO? :: CQ : FO”. Or CQ: fta ad OF2 о

Afº, ch’è la differenza de quadrati di CA, e di

CI, come DGA a GI? (3). Dunque fara RQ2 ,

cioè (4) il rettangolo DRA ad RO?, come

DGA à GI” . E permutando DRA a DGA,

cioè (5) RH? a GB”, come RO2 a GI2 , ed

RH : GB : : RO : GI. E quindi fe fi tiri la

retta OH, i due triangoli ORH , IGB riufcen

do fimili fra loro (6), dovranno avere uguali

gli angoli ROH , GIB, e con ciò paralleli i

di loro lati omologhi OH, IB (7). *

- In fimil guifa dimostrandofi , che la retta

OE, la quale unifce il punto E dell'Iperbole col

Punto O del dilei diametro, fia parallela a BI;

l'è

(1) Prop. 4. EI. VI. -

2) Prop. 7. El. VI.

歇 Cor. Prop. IV. Lib. III,

(4) Prop. 36. El. III. -

(5) Cor. Iỉ: Prop. I. Lib. III.

(6) Prop. 5. El. VI. - "- - - *

(7) Prop. 29. bł. I.
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l’è forza, che le due rette OH, OE ஸ்ஃ

no l’una full’altra, e che amendue fi confon

dano con quella, che fi è fuppoſta parallela a '

BI. Laonde cotesta parallela incontrerà la fe

zione ne’due punti H, ed E. C. B. D.

* Cor. I. Se il punto O, dove la parallela alla

tangente fi unifce col diàmetro dell'Iperbole,

cadeffe o nel vertice A, o fotto di effo; in

fimil modo potrà compierfi la dimoſtrazione di

queſto Teorema . -

Cor. II. Da ciò che fi è detto in questa

propofizione e nell'antecedente fi deggion due

cofe inferire. I. Ogni retta, che da un qualun

que punto dell'Iperbole conducef parallela ad una

dilei tangente, in due foli punti dee ſegar queſła

curva, ſenza che mai ne cada full’oppoſta fezio

ne . II. E vicendevolmente fe da un punto del

perimetro iperbolico fi meni una parallela ad una

qualunque fegante dell'Iperbole , che paſſa pel di

lei centro; ella non potrà in niun altro punto ºn

contrar coteſta curva, ma fi bene l’oppoſta, qualor

protragga/i al difopra . *

sιol.

Ad ogni corda HE dell'Iperbole le fi puð

condurre una tangente parallela . Per convincerfi

di ciò baſta offervar folamente, che la HE, fe

con moto a fe parallelo verfo B ne progredi

3 fca ,
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fca, divien tangente al raccorfi , che fanno in

un fol punto le due fezioni H ed E. Ma do

veafi dimoſtrar dalla natura di queſta curva la

converfa propofizione, cioè che debba effer una

corda dell'Iperbole quella retta, ch’entro di ef

fa n’è parallela ad una di lei tangente (a) .

P R O P. VII, T E O R.

Fig.62. La retta AB, che conduceſi per lo centro C

dell'Iperbole, e fi arreſta fra le oppofte fezioni

AE, BQ , è bifecata in effo centro.

E le tangenti AS, BT tirate agli eſtremi

A, e B della mede/ima retta fono tra fe paral

lele . *

Dim. Può leggerfi la dimoftr. della Prop.

V. dell’Elliffe rifcontrando la fig. cit.

P R O P. VIII. T E O R.

Fig. 63- Se da un qualunque punto C del perimetro

iperbolico AQC conducan/i le due rette CN, CB

reſpettivamente parallele alla tangente laterale QS,

ed alla verticale AP; il triangolo NCB, ch’eſſe

comprenderanno col diametro della fezione , farà

uguale al corriſpondente quadrilineo TBAP. **

Veggafi la figura cit. mentre fi legga la

dim. della Prop. VI. dell'Ell.

PRO

(a) Questo Teorema, che fi è moſtrato dalla natu, a dell'

Iperbole, e non già dal cono, come ha fatto Apollonio, può

fuPplirſi nella maggior Parte di queſti Trattati, ovº ei ne manca.
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P R O P. IX, T E Ó R.

La fecante GL , che paſſa per lo centro G Fig.63

dell'Iperbole AQC , bifeca tutte le corde, ch’entre

di effa ne giaccion parallele alla tangente QS . *

Dim. Quì fi verificano que medefimi cafi,

che furono indicati nella Prop. VI. della Pa

rabola, e vi fi poffono adattare le loro dimo

ſtrazioni : rifcontrando la figura 64 per lo pri

mo, e fecondo cafo, e la figura 63 per lo ter

zo. Questo dovrà folamente avvertirfi , che i

quadrilinei MGEK, TRDB, i quali nella Pa

rabola fon parallelogrammi, quì non fono, che

trapezj • -

Defin. II. La retta LI dicefi Diametro dell'"5°

Iperbole: i fuoi vertici fon que punti, ov’el

la incontra le oppofte fezioni : e le infinite

corde , che fi conducono tanto nell'Iperbole

AGD, che nell’oppoſta parallele alle tangenti

pe vertici, fi chiamano fue ordinate .

Cor. I. Il centro dell’ Iperbole , i vertici

di un diametro, ed i punti medj delle di lui ordi

mate , che fi ritrovano in ambedue le fezioni ,

fono tutti per diritto • Dunque una retta , che

paffa per due di queſti infiniti punti, dovrà paf

fare anche per gli altri . Su di che può infe

rirfi tutto ciò che fi efpoſe ne Coroll. della

Prop. VII. dell'Ell. -

4 Cor.
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Fig.67.

Cor. II. Ed i triangoli GZS, LZH fon pu

re tra fe uguali . -

Scol.

}

Tra gl’infiniti diametri delle riferite lper

boli due deggionfi diftinguere dagli altri : il

Primitivo che fi trae dalla genefi della fezione,

e l'Affe, il quale taglia perpendicolarmente le

fue ordinate. E questo può ritrovarfi coll’arti

fizio del Cor. IV. Prop. VII. Lib. II.

Р к о Р. X. T E O R.

Poſte le medefine sofe della prop. prec. 1

quadrati delle femiordinate DB , RF fono comie

i rettangoli IBL , IFL delle aſciſſe d’ambi i

vertici l, ed L. *

Dim. Il triangolo GZS è uguale all'altro

LZH (1): dunque ponendovifi di comune il

fottopoſto pentangono GZLfE, dovrà formarfi

il trapezio SLfE uguale all’altro GHfE , cioè

a dire al triangolo MDE (2). Per la qual co

fa fe dal trapezio SLfE, e dal triangolo MDE

fi tolga lo ſpazio comune fBME, anche le par

ti rimanenti BLSM, DBf faranno tra fe uguali.

Nello fteffo modo concludendofi , che il

trapezio FLSN fia uguale al triangolo RFº!
笼

(1) Cor. II. Prop. prec.

{} Prop. VIII. Lib. III.



- 133
sti

la ragion de triangoli D/B, ROF dovrà pareg

giar quella de trapezj BLSM, FLSN : Or fif

fatti trapezj, effendo differenze de triangoli fi

mili CLS, CBM, e degli altri CLS, CFN,

fono come le differenze de quadrati de lati omo:

loghi CB, CL, e CF, CL, cioè (1) come i

rettangoli lBL , l'FL : ed i triangoli fimili

DfB, ROF fono fra loro come i quadrati di

DB, e di RF . Dunque i quadrati delle femi

ordinate DB, RF, faranno come i rettangoli

delle afciffe d’amendue i vertici IBL , IFL e

С . В . D ,

Defin. III. Ad un qualunque punto D del

diametro DH fi elevi la perpendicolare DB terza Fig.66,

proporzionale dopo l'afciffa ED, e la femiordi

nata DM; fi congiunga BH, e dal vertice. E fi

meni EK parallela a BD; la retta EK fi dirà Pa

rametro del diametro EH . E ’l rettangolo del dia

metro nel parametro diraffi Figura di effo diametro,

P R O P. XI, T E O R.

İl quadrato di una qualunque fºmiordinata NF

Jia al rettangolo delle corriſpondenti afciffe HFE ,

come il parame tro EK al diametro EH .. *

Dim. Si tiri FI parallela a BD, farà pe'

triangoli fimili FHI, DHB come FI a DB,

così FH a DH . Or i quadrati di FN, e di

- - DM

(1) Prop. 6. El, II,
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DM fono come i rettangoli HFE, HDE (1), e

con ciò al par di questi in ragion compoſta di

FH a DH, e di FE a DE (2): dunque i mede

fimi quadrati dovranno effere nella ragion com

posta di F1 a DB, e di FE a DE, cioè come i

rettangoli EFI, EDB. Per la qual cofa effendo

FN? a DM? come EFI ad EDB, e per la de

finiz. prec. DM? uguale ad EDB; farà benan

che FN- uguale ad EFI. Or il rettangolo EFI

fta all’altro HFE come FI ad FH (3), o co

me EK ad EH per la fimilitudine de triango

li_HEK , HFI . Dunque farà ancora FN° :
HFE : : EK : EH. C. B. D .

Cor. I. E quindi il quadrato di una qua

lunque femiordinata FN del diametro HE farà

eziandio uguale al rettangolo della corriſpon

dente afciffa EF nella F1, che perpendicolar

mente le infifte , e va fino ad HI : -

Cor. II. Quelle proprietà, che quì fopra

ho moſtrato appartenerli al diametro primitivo

dell'Íperbole, fi potranno adattare ad ogni al

tro diametro della fteffa curva ; purchè legitti

mamente fi raccolgano dalla verità del prefenté

Teorema, come dalla prima Propofizione quel
le ne ho derivate .

PRO:

2) Prop. 23. El VI.

獻 Cor. II. Prop. I. Lib. III,

3) Prop. I, EI. VI.
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P R O P. XII, T E O R,

L'angolo mistilineo, che fi fa da una tan-rigge

gente dell'Iperbole, e dall'arco adjacente, è mino

re di qualunque angolo acuto rettilineo. **

La dimoſtrazione di queſto Teorema è la

fteffa, che quella dell' Elliffe Prop. XI. Lib. II.

Cor. I. E quindi una fola retta puol ef

fer tangente dell'Iperbole in un dato punto del

dilei perimetro.

Р к о Р. хш. т Е о к.

La tangente mR dell'Iperbole incontri in R Fig.69;

un qualunque dilei diametro DA : io dico, che il

femidiametro CA fia medio proporzionale tra GN

efeiffa dal centro corriſpondente all’ordinata per lo

contatto, e tra CR parte del diametro, che fia

tra il centro, e la tangente . E viceverfa · *

Leggafi la dim, della Prop. XII. Lib. II.

e fi vegga la fig cit, ·

P R O P. XIV. T E O R.

Nell'Iperbole la funnormale MH ſta ad MC Fig.6o.

afeiffa dal centro, come AQ parametrº dell'affe

al medeſimo eſſe. * Si

M



Si legga la dimoſtrazione della Prop. XI,

Lib. II, e fi rifcontri la fig. cit.

Cor. I, Dunque fe al medefimo affe fi pongà

in A perpendicolarmente il fuo parametro AO:

la retta CF, che paſſa per la metà dell'aſſe :

e del parametro; farà il luogo delle funnormali

della Iperbole: Su di che vedi il Cor. I, e II.

Porp. X. Lib. II. * " - • * - *

Cor. II. Ed in generale le Surregolatriei

prefe negli affi delle curve coniche fono i luoghi

delle loro funnormali . **
Fig.68. Defin. IV. La retta EB media proporzionale

tra il lato retto DN, e 'l trafverfo AD dicefi

Diametro fecondario di AD ; ed AD Primario ri

guardo ad EB . . . - - - - - - - - -

Queſto diametro Secondario fi fitua tra le

Íperboli oppoftë, in modo che il ſuo punto

medio fia nel centro, ed ei ne giaccia parale

lelo alle ordinate del primario . . . . - - -

Defin. V. E generalmente ogni media pro:

porzionale tra qualunque diametro, e'l di lui

parametro fi dirà Diametro fecondario di effo; fic
come quel diametro riſpetto a questo diraffi Pri

370a/10 • - |

Ed ogni fecondario dee porfi parallelo al

le ordinate del primario, e 'l fuo punto medio

dee cader nel centro. |

Cor. I. Dunque ogni diámetro primario fa

al ſuo parametro, come il quadrato del femi:

diametro primario a quello del femidiametro
fecondario. Сor.
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Cor. II. E ’l quadrato di una kmieri:ಸಿ

del diametro primario ſtarà al rettangolo delle

afciffe da entrambi i vertici di effo, come il

quadrato del femidiametro fecondario al qua

drato del femidiametro primario .

Defin. VI. Se fi ritrovi EO, che ſtia al lato

trafverfo AD, come effo lato trafverfo al fuo

fecondario BE ; e poi s’intendano deſcritte le

due iperboli oppoſte BS; EQ,,che abbiano RErissa.

per lato trafverfo, ed OE per lato retto, e che

le ordinate di HB fien parallele a DA; queste

curve fi diranno Iperboli conjugate .

с А Р. II.

Degli Afintoti delle Iperboli .

B: le tangenti di un'Iperbole tanto più

fi elevino ful di lei vertice, quanto forto

di effo ne giaccion più deprefi i diloro contatti :

pure, come vel dimoſtrai nella Propofizione quar

ta di queſto libro, niuna di effe, ancorchè proceda

da un punto infinitamente al vertice lottoposto,

potrà giammai falirne al centro, non che for

montarlo. E fe al vertice A dei diametro aArizzo.
fi tiri la tangente AD uguale al fuo femidia.

metro, fecondario; vi farà quaggiù dimostrato

che niun diametro, il qual fi conduca pel ra

mo iperbolico AK, nè retta alcuna, che il

tºcchi, potrà mai paffare pel punto D, o girne
: - al
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lå del medefimo. Sicchè cotesta retta CD

farà qual limite entro cui fi racchiudono le

infinite tangenti, e gl’infiniti diametri, che fi

pófono condurre nel ramo AK infinitamente

lungo, e dal diametro divergente all’infinito.

Queſte rette CD, che fentirete dirfi Afintoti

dell'Iperbole, formano l'oggetto del prefente

Capitolo, e fon di luce alla Teoria delle Iper

boli conjugate, di che intendo ragionar nel

feguente .

P R O P. XV. T E O R.

Se in una qualunque tangente DB dell'Iper

fig7o. bole fi premdano di quà, e di là dal contatto le

parti AD, AB refpestivamente uguali al femidia.

metro fecondario di quello, che paſſa per lo contat

eo; le rette CD, CB , she fi conduceno dal cen

ero dell'Iperbole agli efiremi D, e B di effe par

ti, per quanto fi prolunghino, non potranno giammai

concorrere col perimetro della fezione, febben gli /?

accoſtino fempre per un'intervallo minore di quas

fипдие dato .

. Dim. Per un punto qualunque K del pe
rimetro iperbolico conducafi l’ordinata KG ,

e la fi diftenda infino alle rette CB, CD; farà

HF : GF :: BA : AC per la fomiglianza de trian

goli HCF, BCA : e quindi HF2 : CF2 :: BA? :

CA*. Ma BA” per effere uguale a CE* (1)
|-

- - 3 . 2

(1) Per Ipot,
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I

a CA? come GF? ad aFA (1): dunque farà :
re HF2 : CF2 : : GF2 : a FA, e perciò (2) HGL,

ad AC2, come HF2 a CF2 , o come BA* a

CA”. Laonde allo fteffo quadrato di CA fer

bando ugual ragione tanto il rettangolo HGL,

che il quadrato di BA, dovrà il rettangolo HGL,

uguagliare il quadrato di BA : e quindi farà

LG: AB :: AB : GH . Or di queſte tre rette con

tinuamente proporzionali la prima LG , ch’è

l'aggregato delle due GF, ed FL, può accre

fcerfi all’infinito, perciocchè non meno CL che

il ramo iperbolico AG (3) va divergendo dal

diametro QF : e la media AB è di una coſtante

magnitudine. Dunque la terza GH convien, che

decreſca a mifura che il punto G più fi de

prima fotto del vertice A: vale a dire l'inter

vallo HG della retta GH dall’ Iperbole può

minorarfi all'infinito, ſenza poter mai il pun

to G cadere in H ; cioè fenzachè la medefi

ma retta incontri la curva. C. B. D .

Defin. VII. Una retta dicefi Afintotº di una

curva, fe continuamente le fi avvicini ſenza

poterla giammai toccare .

Cor. I. Dunque la continua convergenza di

una retta, e di una curva, e l’impoſibilità di

unirfi, fono i due caratteri, onde la prima

può dirfi afintoto dell’altra: o piuttoſto fon effe

le nozioni che fi racchiudono nella voce afin

toto . Cor.

(1) Cor. 2. Defin. V. Lib. III.

(2) krop. 19. Fl. V:

(3) Cor. Ils krop. Il, Lib. III,
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Cor. H. Lo ſtefo può dirfi di due curve

afintotiche. -

Cor. III. Dunque le rette CD, CB fona

afintoti dell'Iperbole AG.

Scol. I.

Il grande Apollonio ha dimostrato nella

I. Prop. del II. Lib. de fuoi conici, che gli

afintoti non poffano convenir mai coll'Iperbole:

e nella XIV. che le fi debbano avvicinar fem

pre per un intervallo minore di qualunque da

to. Queſte due cofe ho infiem raccolte nel

prefente Teorema, e vi ho moſtrato appartener

fi coteſti caratteri alle due rette CB, CD, pri

ma di chiamarle afintoti. Imperocchè febbene il

natìo fignificato della voce ασυμπτωτος aſymp-

totus non racchiuda che il fecondo” carattere

efpreffo nel Cor. I. della definizione preceden

te, cioè l’ impoffibilità di convenir la retta

colla curva; pure in coteſta definizion nominale

ritrovandofi tutti e due , conveniva verificar

ne ben anche il primo.

Scol. H.

Dall'enunciazione del prefente Teorema non

fi dee trarre per confeguenza, che un ramo

iperbolico debba aver tanti afintoti, quanti pun

ti fon concettibili in effo : giacchè a ciaſcun pun

to di un tal ramo può tirarſi una tangente ಖಣ್ಣ
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" il femidiametro fecondario di quello, che paſſa

per lo contatto, e quindi per l'estremo di efla :

* e per lo centro un'afintoto. Tutti gli eſtremi

di coteſte tangenti, come quaggiù il vedrete »

fi ritrovano in un’ifteffo afintoto : nè le Iperbo

li oppoſte, e le conjugate fono fuſcettibili , che

di due foli afintoti. -

P R O P, XVI, T E O R.

1l ramo iperbolico AG non puol avere altro Fig.71.

a/intoto , che la retta CBH .

Dim. Se vogliafi, che un’altra retta fia

pure afintoto dello fteffo ramo AG; ella o do

vrà effer parallela all'afintoto CH , , o gli fi

dovrà inclinare fotto un qualche angolo . Sup

pongafi primieramente che MR parallela all’

afintoto CB fia un’altro afintoto del ramo iper

bolico AG, e che cada tra il mentovato ramo

e 'I di lui afintoto CB , Sia di più G un pun

to della curva, che diſti da CH, quant’è l’ in

tervallo delle due parallele MR, CB. Egli è

di per fe chiaro, che in queſto punto debba

neceffariamente la retta MR incontrar l'Iper

bole, e che in giù prodotta abbia poi a fegar

la. Dunque coteſta retta non è un’afintoto (1),

come l'erafi fuppoſto. -

Che fe tal parallela ftiane fuori l'angolo

afintotico, com’è appunto la IN ; ella dovrà

fer

(1) Cor. ». Defin. VII.
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Fig.7o.

ferbar fempre dal ramo iperbolico AG una diflanza

maggiore di quanto è l’intervallo delle due pa

rallele IN , CB : imperocchè, come fi è detto

nella prop. prec. , la curva è mai fempre al di

fotto dell’afintoto CB. Dunque nè tampoco IN

potrà effer afintoto dello ſteffo ramo iperbolico,

In fecondo luogo , fe la retta, che vuolfi

afintoto del ramo iperbolico AG, convenga con

CB in qualche punto; intenderaffi agevolmen

te, ch’ella cadendo fuori l’angolo afintotico BCD,

com’è la retta OS , debba continuamente di

vergere da CB, e con ciò ancora dal divifato

ramo AG. E che per l’oppoſto, fe fi ritrovi

in mezzo all’angolo afintotico, come la retta

of , col divergere da CB debba con effo ramo

convenire : nè quindi queſte rette OS, ed of

potranno effere afintori (1) del ramo AG. Dun

que niuna retta fuorchè la CB farà afintoto del

ramo iperbolico AG. C. B. D.

P R O P. XVII. T E O R.

Poſte le medeſime cofe della prop. XV. le ret.

te CB, CD fono afintoti ancora dell'Iperbole op

poſta gak, e delle due conjugate Ee, Pք • |

Dim. Part. 3. Sia. aA il lato trafverfo delle

Iperboli GAK, gak, ed EP il fuo fecondario,

cui fi rapportino le Iperboli conjugate Fe, Pp (2):

-

(1) Defin. VII.

(2) Defin. Vl, *
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:

Si difendano gli afintoti BC, DC infino alla

tangente dab menata pe'l vertice dell’oppofta

fezione, e fi compiano i due parallelogrammi

ACED , aC Eb.

Ciò poſto pe'triangoli CAB, CAD fimili

ed uguali agli altri Cab , Cad reſpettivamen

te, le due rette ba , e da fono uguali a BA, e

DA (1). Dunque Ch, e Cd fono afintoti dell’

Iperbole opposta gak (2);

Part. II. Di più, effendo CE parallela alle

ordinate del diametro aA, e quindi alla tan

gente del di lui vertice A; AD dovrà effer tan

gente della fezione in A. Similmente ED farà

tangente in E dell'Iperbole conjugata Ee. Dun

que congiungendo la retta CD, queſta (3) farà

afintoto tanto del ramo AK, che dell’altro Ee .

E quindi ancora dell'altra Iperbole Pp [4].

С. В. D.

Cor. I. Dunque i due rami contigui AK ,

Ee delle due Iperboli conjugate GAK, eEą fo

no afintotici .

Cor. II. Le tangenti AD, DE menate a’

vertici A, ed E delle Iperboli conjugate GAK,

Ee comprendono un parallelogrammo col femi

diametro CA , e col di lui fecondario CE, e

fi unifcono in un’ifteffo punto dell’afintoto CD.

L 2 PRO

(1) Prop. 26. El. I.

(2) Prop. XV. Lib. III.

(3) Prop. XV. Lib. III.

(4) Part. l.
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P R O P. XVIII. T E O R.

Se ad un qualunque punto A dell’ Iperbole

SAR /i meni la tangente BAO , che /i arre/ii

fra gli afintoti CM, CO ; il quadrato di ciaſcu

na ſua parte farà uguale al quadrato del femidia

metro fecondario di quello che paffa pe'l contatto A.

E fe pai per un punto S dell'Iperbole di

fiendafi la fegante QS , il rettangolo delle fue

parti QS, SM, che refiano fra la curva e gli

afintoti, farà uguale al quadrato del femidiametro

parallelo ad effa fegante. -* -

Fig.72.

Dim. Part. I. Se AB non fia uguale al

femidiametro fecondario di CA , fi tagli Ab

uguale ad effo femidiametro fecondario, e fi

unifca Có; dovrà effer queſta retta afintoto del

ramo iperbolico AS (1). Dunque il ramo AS

avrà per afintoti le rette CB, Cb. Lo che ri

pugna (2). Nella fteffa guifa dimoſtrafi, che

AO altra parte della medeſima tangente fia u

guale allo fteffo femidiametro. Dunque tanto
v. ABº , che AO: farà uguale al quadrato del fe

midiametro fecondario di AG. ' -

Part. II. Se la fegante incontri i rami di

una fola Iperbole, la dimoſtrazione del noſtro

affunto racchiudefi in quella della Prop. XV.

Ci riman dunque a dimoſtrarlo nel cafo, che,

la ſeçante QS tagli le oppofte fezioni. Ed ec

- çone

(1) Prop. XV. Lib. III.

(2) Prop. XVI. Lib. III.

*
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cone il teffuto. Per lo paralleliſmo delle rette

MS ed AC, e delle altre LS e BO il tri

angolo LMS è fimile a BCA : onde dovrà

stare LS: SM :: BA : AC. Ma per le fteffe ra

gioni il triangolo NSQ è fimile all'altro AOC:

dunque farà SN ad SQ, come AO, o la fua

uguale BA a CA. E quindi (1) il rettangolo

LSN starà al rettangolo QSM come BA? ad AC? .

Ma il primo rettangolo è uguale a BA* (2) :

dunque farà eziandio QSM uguale ad AC? .

С . В . D. -

Cor. I. Dunque le tangenti AB, AO fono

reſpettivamente uguali al femidiametro fecondario

di CA, e con ciò uguali fra loro.

Cor. II. Nella steffa guifa dimostrafi il ret

tangolo MPQ uguale al quadrato di CA, e con

ciò al rettangolo QSM. Dunque [ bifecando

la QM in F ] farà FP3 — FQ: uguale ad

FS? — FM? [3]. E quindi FP uguale ad SF,

e QP uguale ad MS.

Cor. III. Dunque fe per un punto qualunque

del perimetro Iperbolico conducafi una fegante, che

incontri in due punti la ſteſſa Iperbole, o le oppoſte

fezioni , e fi diffenda in fino agli afintoti; le fue

parti che reſtano fra la curva, e gli afintoti ſono

fempre tra ſe uguali -

L 3 PRO;

(1) Cor. 3. Lemm. II.

(2) Dim. Prop. XV. Lib. III,

(3) Prop. 6, El. II.
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P R O P. XIX. T E O R.

L'angolo afintotico BCD è retto, ottufo, º

acuto, fecondochè l'affe aA dell'Iperbole ſia ugua

le , minore , o maggiore del fuo fecondario PE.

Fig.7o.

Dim. Suppongafi il femiaffe principale CA

uguale al femiaffe fecondario CE , o alla tan

gente verticale AB (1); farà ifofcele il trian.

golo rettangolo BAC : dunque l’angolo ACB

farà femiretto. E dimoſtrandofi , che fia ben

anche femiretto l'altro ACD ; l’è forza che

fia retto l'intero angolo BCD compreſo dagli

afintoti CB , CD .

Che fe CA fia minore di CE, o di AB, ľ

angolo CBA farà minore dell’altro ACB (2).

Ma tutti e due deggion fare un retto, perciocchè

il triangolo CAB è rettangolo in A . Dunque

l'angolo ACB farà più che un mezzo retto; e

quindi il ſuo doppio BCD farà maggiore di

un retto, cioè ottufo .

Finalmente, qualor fi ponga CA maggiore

di CE o di AB, con un fimile ragionamento

fi dedurrà effer l’angolo ACB men che un fe

miretto, e che quindi BCD fuo duplo debba

effer minore di un retto , e con ciò acuto.

C. B. D. -

Cor. La retta , che unifce un de vertici

prin

(1) Prop. XVIII. I ib. III.

(2) Prep. IS. H. l. l.
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principali delle Iperboli eol di loro centro, bi

feca l’angolo afintotico.

Defin. VIII. L'Iperbole il di cui affe prin -

cipale adegua il fuo fecondario, dicefi Equitatera,

o Parilatera : ed ella dicefi Scalena, fe i mede

fimi affi fien difuguali fra loro.

Defin. IX. Gli afintoti diconfi Ortogonali,

o Rettangoli, fe comprendan fra loro un’an

golo retto . |

Cor. Dunque nell'Iperbole Parilatera gli

afintoti fono ortogonali, e viceverfa.

Defin. X. Se dal vertice principale di un’

Iperbole conducafi la parallela ad un’ afintoto ,

e fi diftenda finchè ne incontri l’altro , il qua

drato di tal retta fi dirà Potenza dell'Iperbole.

Così il quadrato della retta AE condotta dal

vertice principale A parallela all’afintoto CD è

la potenza dell’ Iperbole AF, ed AE il fuo lato .

Cor. I. Effendo l'angolo ACE uguale ad

ACH (1), fe per A fi tiri AH parallela a CE,

la figura AECH, che ne rifulta, farà un rombo.

Cor. II. E tanto farà il quadrato di AE ,

che il rettangolo di AE in EC . |

Defin. XI. Se da un qualunque punto F

dell'Iperbole AF fi meni FB parallela all’ afin

toto CD, che tagli in B l’altro afintoto, effa

retta fi dirà Ordinata dell'Iperbole tra gli afinto

ti , e CB Jua corriſpondente aſciſſa .

L 4 PRO

(1) Cor. Prop. XIX,
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Fig.7

P R O P. XX. T E O R.

3• Il rettangolo formato da un ordinata dell'

Iperbole tra gli afintoti nella corriſpondente afriffa

è ſempre uguale alla potenza dell' iſteſſa Iperbole.

Dim. Sia FB una qualunque ordinata all’

Iperbole tra gli afintoti , A il vertice princi

pale della medefima curva, e per F ed A fi

diftenda una retta infino agli afintoti; farà il

rettangolo DAG uguale all'altro DFG (1); e

quindi DA: DF : : FG: AG (2). Or per lo pa

ralleliſmo delle tre rette DC, AE, FB fta

DA : DF : : CE : CB, e per la fimilitudine de'

- triangoli FBG, AEG l’è pure FG: AG :: FB :

AE . Dunque farà CE : CB :: FB : AE (3): e

quindi il rettangolo di FB in BC farà uguale

al rettangolo di AE in EC , cioè a dire (4)

alla potenza dell'Iperbole. C. B. D.

Cor. I. E tirandofi l'altra ordinata fb, fi

moſtrerà in fimil guifa effere il rettangolo fbC

uguale alla fteffa potenza dell'Iperbole. Dunque

i due rettangoli di FB in BC , e di fb in bC

faranno tra fe uguali : e ſtarà FB : fb:: bC : BC.

Cor. II. Cioè le ordinate nell’ Iperbole tra

gli afintoti fono inverſamente come le loro afciffe .

Cor. III. E faran pure uguali i paralle

lo

(1) Cor. III. Prop. XVIII. Lib. III,

: Prop. 16. El. VI.

3Ý Prop. 11. EI. V.

4) #:. X. Lib. III.
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logrammi FBCI, föCi, come quelli che reci

procano i lati intorno agli angoli uguali FBC:
#c: e con ciò i triangoli FBG, fóG metà di

effi faranno ancora tra fe uguali -

P R O P. XXI. T E O R.

se da un punto qualunque M dell'aſintotº

HM fi menino le tangenti MQ, ME alle Iper-Fig.74

boli conjugate AQ, ËE ; la retta QE fra con

eatti farà bifecata dal medeſimo afintoto, e giacerà

parallela all'altro CH.

Dim. Si diftendano le tangenti MQ , ME,

finchè tocchino in q, ed e l’ afintoto HC ; fa

rà tanto MQ uguale a Qq, che ME ad Ee (I).

Dunque effendo MQ : Qq :: ME : Ee , la retta

QE convien che fia parallela ad HC (2).

Sia inoltre Aa, il lato trafverfo dell'Iper

bole AQ, e Bb quello della fua conjugata BE;

ła retta AB farà bifecata in T dall’afintoto

AN, effendo AHBL un parallelogrammo (3): ed

attraverfando i contatti delle tangenti LA, LB,

che concorrono allo fieffo punto L dell’afintoto

AM, ella dovrà effer anche parallela ad HC (4),

E perchè i rettangoli di QF in FH, e di EF

in FH fono reſpettivamente (5) uguali a rettan

go

{} Çor. I. Prop. XVIII. Lib. III.

(2) Prop. 2. El. VI.

(3) Cor. II. Prop. XVII., Lib. III.

(4) Da ciò, che fi è moſtrato,

(5) Cor. I: Prop. preci
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醬 di AT in TH, e di BT in TH ; ficcome

queſti fi adeguan fra loro per effere AT ugua

le a TB; così quelli faran pure tra loro ugua

li : onde convien che fia QF uguale ad FE.

C. B. D .

Cor. I. Se da un’eſtremo del lato trafverfo

dell'Iperbole fi tirino due rette agli eſtremi del

fuo fecondario, e dal centro fi menino refpet

tivamente due parallele ad effe rette, coteste

parallele faranno gli afintoti della curva. Ed in

quest'altra guifa fi potrebbero ancor effi definire .

Cor. İl. Effendo il rettangolo di AT in

TH. uguale alla potenza dell'Iperbole AQ, e

l’altro rettangolo di HT in TB uguale alla

potenza della conjugata BE ; faranno queſte po

tenze uguali fra loro, come il fono i rettan

goli AT in TH , e di HT in TB.

Cor. III. Dunque le due Iperboli oppoſte, e

le due conjugate hanno uguali potenze .

Cor. IV. Di più ogni retta QE , che con

ducafi parallela all’ afintoto HC , e fi arreſti

fra i contigui rami curvilinei delle Íperboli AQ,

BE , tra loro conjugate , dovrà effer bifecata

dall’afintoto HF, che paffa in mezzo a mede

fimi rami .

Р к о Р. хxш. т в о к.

risºs se fi prendanº le afiff CA, CB, CD del”

Iperbole tra gli afintoti continuamente proporziona

li 1
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:

li, e fi tirino le ordinate AE , BF, DG; i qua

drilinei iperbolici EABF, FBDG, che queſte ne

afcindono, Jaranno tra fe uguali .

Dim. Si prendano Aa, e Bb due aliquote

fimili di AB, e BD, e fi compiano i paralle

logrammi AEea, BFfb; queſti dovranno effere

tra fe uguali. Imperocchè effendo dalla fuppo

fizione CD : CB:: CB : CA, farà (1) CB : CA::

BD : BA . Or di queste ragioni la prima è u

guale a quella di AE a BF (2), e la feçonda

è quanto quella di Bb ad Aa : dunque farà

eziandio AE : BF : : Bb.: Aa, e'l parallelogram

mo AEea farà uguale al fuo equiangolo BFfb (3).

E poichè fi è dimostrato effer le due CB,

e CA proporzionali alle altre BD, e BA, o

alle loro aliquote fimili Bb, Aa, farà compo

nendo Cb : Ca :: Bb : Aa . E tagliandofi am, e

br uguali ad Aa, e Bb , e compiti i paralle

logrammi camm, dbrt; farà pure br ad am, co

me Cb a Ca, o come (4) ac a bd · Laonde

effendo ac : bd: :br: am, il parallelogrammo camm

farà uguale all’altro dbrt ·

Nella fteffa maniera può dimostrarfi, che

gli altri parallelogrammi circoſcritti nell’ aja

iperbolica EABF fieno uguali a’rimanenti, che

fi circoſcriverebbero nell’altra FBDG. Dunque

facendofi nelle medefime aje EABF, FBIÕG

tcԸն

(1) Prop. 19. Fl. V.

(2) Cor. II.聲 XX. Lib. III.

(3) Prop. 14. EI. VI.

(4) Cor. II. Prop. XX, Lib. III.
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terminare i rettangoli ad effe circoſcritti, fa

ranno coteſti quadrilinei iperbolici EABF, FBDG

tra fe uguali (1) . C. B. D.

Cor. I. Il triangolo CEA è uguale all’al

tro CFB (2). Dunque togliendo da effi il co

mun triangolo CAo , dovrà rimanervi il trian

golo CEo uguale al trapezio AoFB. E quin

di fe a queſti ſpazj fi aggiunga il triangolo

miſtilineo EoF ne riſulterà il fettore iperbolico

ECF uguale al quadrilineo adjacente EABF.

E così può mostrarfi degli altri.

- Cor. II. Se le rette CA, CB, CD, CE,

*57% CF &c. fieno continuamente proporzionali, i

quadrlinei iperbolici GABH , HBDI, IDEK,

KEFL &c. ovvero i fettori GCG, HCI, ICK,

KCL &c. faranno uguali fra loro. E quindi

queſti altri quadrilinei GABH , GADI, GAEK,

GAFL &c. ovvero i fettori GCH, GCI, GCK,

GCL &c. faranno nella progreffione natura

le : cioè fe il fettore GCH fi riguardi come

l’unità, gli altri GCI, GCK, GCL, &c. fa

ranno 2, 3 , 4 &c.

Cor. III. Dunque gli ſpazj iperbolici GABH,

GADI, GAEK &c. fono logaritmi delle rette

CB, CD, CE &c. o delle quantità delle ra

gioni di CB a CA, di CD a CA , di CE a

CA &c. (a), Imperocchè le quantità di fiffatte

ragio

{!} I-em. I.

2) Cor. III. Prop. XX. Lib. III. -

(a) Se Prendafi una ferie di grandezze geometricamen

te
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ragioni per l’identità del confeguente CA fon

valutate da’rifpettivi antecedenti.

Cor. IV. Potendofi continuare all'infinito

la ferie delle afciffe CA , CB, CD, CE, CF,

&c. continuamente proporzionali; infiniti uguali

trapezj GABH, HBDI, IDEK, KEFL &c. do

vran contenerfi nello ſpazio afintotico AFXLG •

Dunque lo ſpazio a/intotico AFXLG che /i moſtrà.

d'un

te proporzionali , e di rincontro comunque le fi ponga un'

altra ferie di grandezze aritmeticamente proporzionali ; ogni

termine di ཤཱ། ཡཾནཱ diraffi logaritmo del fuo corriſpondente ter

mine di quella. Così nelle due ferie A, e B regiſtrate come

fi vede |- *

A 1 , 1o, 1oo , Iooo , 1oooo &c.

В о , I., 2 , - 3 , 4 &c.

蠶 o log-mo dell' 1 , 1 log-mo di io, 2 log mo di 1oo &c.

a eccone un'altra idea più fubIime de' log-mi , che l'Ana

lifi ne fornminiſtra. „_Prendafi una grandezza a maggiore

,, dell'unità, e le fi affigga un efponente variabile x ; ei farà

», chiaro di per le fteſſo, che il valore della grandezza eſpo

,nenzialeax debba eller benançhe variabile , che fi diça yלי

,, e s'intenderà poi a priori, che l'eſponente & debba pareggia

2; re una parte, un efprefſione, o uña funzione della variabi

2, le y. Ciò premeſſo ecco la definizione generale de' log-mi

, Quella parte, º quella funzione del valore di uma gran

;, 2ēzza eſponenzialé, che pareggia il di lei eſponente, dicef

, logaritmo della medefinia eſponenziale, cioể x = log y .

Da queſta definizione raccogliefi primieramente, che ſe

mai gli eſponenti della diviſata grandezza eſponenziale fi

prendano in proporzione aritmetică, i di lei valori debbana

effere geometricamente proporzionali. Secondo cangiandoſi la

grandezza a , che fi chiamå Bafe logaritmica, fi dövran can

giare in parità di altre circoſtanze i logaritmi . Onde farà

chiaro che i fiſtemi lọg-mici fien tanti, quante diverfe bafi
fon concettibili . Ma a due fiftemi hanno i Geometri riftret

țe, le loro ſpeculazioni, cioè al Volgare, la cui baſe è lo :

ed all'Iperbolico, che tien per bafe 2 , 71828183 · Impercioc

chè, co log mi volgari fi agevolano grandementé i calcoli arit

|etici ; e gl'Iperbólici fon di gran úfo nel calcolo_Integrale:

ntanto i lög mi volgari, che ſon registrati nelle Tavole, fi

cangeranno in ီ|ိါ႕့် fol che fi moltiplichino per 2 »

8509325ه-**



Fig.77.

צ74»,$•

d’un’infinita lunghezza (1), l'è ansora di un'aja

infinita.

Scol.

Queſta infigne proprietà dell'Iperbole igno

ravafi dagli antichi Geometri, e 'l primo ad

ifcovrirla è ſtato l’acutiffimo P: Gregorio da

S. Vincenzo meditando fulla quadratura del cer

chio, e dell'Iperbole. Nè fia maraviglia, ch’

ella sì lungo tempo fiane ſtata al bujo : poichè,

prima del Baron di Neper, il quale viffe tra

il decimo feſto e ’l decimo fettimo fecolo dell’

Era volgare , non fapeafi in verun modo, che fi

fuffero i logaritmi, i diverfi loro fiftemi, e 'l di

loro ufo. Onde fe per avventura cadde in mente

a qualche antico Geometra la verità di queſto

Teorema, io m’immagino che abbiafi dovuta da

effo rigettare quale fterile, e vana ſpeculazione .

Р R о Р. хxIII. т Еo R.

Se da un punto B dell'Iperbole Parilatera AB

fi oridni la retta BP all'afintoto CP, e l'altra

BH all'affe fecondario CL; il rettangolo BHC delle

coordinate a queſto affe farà fudduplo della diffe

renza de quadrati di CP, e PB coordinate all}

Iperbole tra gli afintoti. -

Dim. Effendo femiretto l'angolo ACV, che .
fora

(1): Prop. XV. Lib. пі,

4.



I

forma l'affe AC coll'afintoto CP (1), farà 您

che femiretto il fuo complemento PCH. E.

quindi tanto la figura CHV , che la fua fimile

BVP dovrà effere un triangolo ifofcele rettan

golo, cioè farà CH uguale ad HV, e PB a PV . '

Or per la fimilitudine di queſti medefimi trian

goli fta CV : HV :: BV : PV : dunque il rettango

jo BVH farà (2) uguale all’altro, PVC, e 2BVH

uguale a 2PVC. Ed aggiungendo al doppio del

rettangolo BWH il doppio quadrato di HV, ed al

doppio del rettangolo PVC il quadrato di CV, ch'

è duplo del quadrato di HV, dovrà rifultarne

il doppio rettangolo BHV (3) uguale al doppio

rettangolo PVC col quadrato di CV, cioè (4)

alla differenza de quadrati di CP e di PV,

o fia di CP e di PB. Val quanto dire il ret

tangolo BHV, o il fuo uguale BHC fatto dal

le coordinate all’affe fecondario GH farà la me

tà della differenza de quadrati di CP, e di PB

çoordinate all'Iperbole tra gli afintoti, C.B.D.

CAP,

Prop. XIX. Lib. IIi

{} 蠶鬣 4

3) Prop. 3. El. II.

: Prog. ةم El. Iلم

*
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C A P. III,

De Diametri Conjugati delle Iperboli,

Р к о Р. хxtv. т Ео к.

Sieno GAK, gak due iperbeli oppoſte ; io

dico, che gli eſtremi de loro diametri fecondarj

abbiano ad allogarfi nelle Iperboli conjugate Ee, Pp.

Fig.7o.

Dim. Da un qualunque punto D di CD

comune afintoto delle Iperboli AK, Ee, fi ti

rino alle fteffe curve le tangenti DAB, dEb,

e fi protraggano infino all'altro afintoto Bb. Si

conduca la retta AE fra contatti , e le altre

CA, e CE . La retta EA è parallela all’

afintoto CB (1): dunque ficcome DA è ugua

le (2) ad AB, così DI dovrà pareggiare IC ,

Ma AI è anche uguale ad IE (3): dunque i tri

angoli AID, CIE avendo i lati AI, ed ID re

fpettivamente uguali ad EI, ed IC, e l’ango

lo AID uguale a CIE, dovranno benanche ave

re AD, e CE uguali , non men che gli an

goli ADI, ECI (4). E quindi la retta CE,

che fi è moſtrata uguale alla tangente AD, e

l'è ancor parallela a cagion degli angoli ugua

- li

侈 Prop. XXI. Lib. III.

{ Cor. 1. Prop. XVIII. Lib, III"

3) Prop. XXI. Lib. III.

(4) Prop. 4. El. I,
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li: ADC, DCE (t), dovrà effere il femidiame

tro fecondario di CA (2). E poichè il fuo estre

mo E tocca l'Iperbole conjugata Ee, farà ve

ro quel che fi è propoſto. C. B. D.

Cor. La retta, che unifce gli estremi di

un femidiametro , e del di lui fecondario, è

parallela all'afintoto, che le fi oppone ·

P R O P. XXV. T E O R. |

|

2.

Sła AD un qualunque diametro delle Iperbº-Figas.

li oppofie DT, FA, cui fi tiri ovunque la pa

rallela TF, che le incontri in T, ed F ; io di

co, che il ſuo diametro fecondario BE debba bi
fecarla. 朴 -

E fe coteſta parallela feghi una delle Iperbo

li conjugate QEP, la parte QP , ch’è dentro di

tal curva , farà puranche bifecata dallo ſteffa dia

metro fecondaria. *

*

|

Dim. Part. I. Si tiri al diametro AD non

meno l’ ordinata TK, che l’altra FG : que

fte faran parallele fra loro, e la figura GKTF

un parallelogrammo, avente con ciò (3) uguali

i lati oppoſti TK, FG. Ed effendo i rettan

goli AKD, DGA come i quadrati di TK, e

di FG (4); ficcome questi fono tra fe uguali ,

così il dovranno effere anche quelli. Laonde ag

- , M giun

(1) Prop. 27. Fl. I.

R2) Prop. XVIII. Lib. III.

(3) Prop. 34. Fl. I.

(4) Prop. X, Lib. II.
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giungendo a medefimi rettangoli AKD , DGA

gli uguali quadrati di CD, e di CA , ne riful

terà (1) il quadrato di CK uguale all'altro di

CG, e CK uguale a CG . Or a queste rette

CK, e CG fono reſpettivamente uguali HT, ed

HF, come lati opposti de due parallelogrammi

CKTH, CGFH : dunque HT ſarà uguale ad

HF ,

Part. II. Sieno impertanto Cq , e Cp gli

afintoti delle Iperboli oppofte DT, AF, che faranno

eziandio (2) afintoti della conjugata PEQ. Dun

que farà tanto Tq uguale ad Fp, quanto (3) Q4

a Pp : e quindi anche TQ dovrà pareggiare la

FP. Laonde fe queste rette fi tolgano refpetti

vamente dai tutti HT, HF di già mostrati u

guali, ne avanzerà HQ uguale ad HP. C.B.D.

Cor. I. Da ciò, che fi è dimostrato, in

tendefi agevolmente che le ordinate del diame

tro fecondario, o che fi arreſtino tra le con

vestità delle Iperboli oppoſte, o che fien rin

chiufe nella parte concava di un'Iperbole con

jugata, fono fempre al diametro primario pa

rallele; come ogni ordinata di queſto dal fe

condario equidista.
- - - - -

Defin. XII. Due diametri fi dicono conjugati

fra loro, fe uno fia parallelo alle ordinate dell'altro.
- • - - - - - - - - -

Cor. II. Ogni diametro primario dell'Iper

- - bole ,
(1) Prop. 6. El. II. v • 7,

(2) Prop. XVII. Lib. III.

Ğ Cor. IIl. Prop. XVIii. Lib. III,
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bole, e 'l fue fecondario fono conjugati fra蠍

Cor. III. Dunque gli eſtremi de’ diametri

conjugati a quelli, che nelle Iperboli oppofte

fi conducono, debbonọ toccare le Iperboli con

jugate *

Cor. IV, E quindi DN parametro del dia

metro DA potrà definirfi, che fa una terza

proporzionale in ordine ad effo diametro, ed al

di lui conjugato .

P R Q P, XXVI. T E O R.

Poste le mede/ime cofe della I, parte della prop.

prec, il quadrato di TH femiordinata al diametro Figº.

fecondario BE fia alla ſomma de quadrati di CH

efcija dal centro, e di CE femidiametro feconda

rio, come il quadrato del primario a quello del

fecondario •

Dim. Il rettangolo AKD fia a KT2 , come

CD2 a CE? (1). Dunque (2) farà la fomma del

rettangolo AKD, e del quadrato di CD, cioè (3)

CK2 alla fomma de' quadrati di KT e di CE ,

come CD2 a CE? , o come AD? a BE” . Vale

a dire l' è TH2 : CH2 + ÇE? : : AD2 : BE2 .

C . B . D .

. Cor. I, E conducendofi un'altra retta th pa

rallela al medefimo diametro AD, fi mostrerà

M 2 nello

(1) Cor. II. Defin. V. Prop. XIV. Lib. III.

2) Prop. 12. El. V.

歇 Prop. 6. El. ll. - v
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nello steffo modo, che thº stia a Chº + CE2 ;

come AD? a BE*. Onde potrà concluderfi , che

i quadrati delle femiordinate TH , e tb al diame

tro fecondario BE dell'Iperbole fieno fra loro come

CH2 + CE? , e Ch? + ÇE2 , cioè come le fom

me del quadrato del femidiametro fecondario, e

delle afeiffe dal centro . |- -* * |

Cor. II. E quindi farà TH2 : DC: : :

CH2 + CE2 : CE2 . -- * * · - -

в к о Р. хxvп. т в о к.

Il parallelogrammo HQME, che fi compie

Fis-74 dai due femidiametri conjugati HQ, HE , è ugua

le al rettangolo de femiaſi conjugati HALB. *

Dim. Effendo QM uguale, e parallela ad

HE femidiametro conjugato di QH , il punto

M dovrà trovarfi in HM afintoto comune delle

Iperboli AQ , BE (). Similmente starà l’al

tro punto L nel medefimo afintoto. E poichè

le rette QE , AB, che unifcono gli eſtremi

de femidiametri conjugati, e de femiaffi, (2) fo

no parallele all’altro afintoto HC, il triango

Io HQF farà uguale all'altro HAT (3). E

prendendo i quadrupli , ne rifulterà il paralle

logrammo HQME de femidiametri conjugati

HQ, HE uguale al rettangolo HALB de fe

miaffi conjugati . C. B. D . ' -

Cor.

2) Cor. Prop. XXI. Lib. III.

: Prop. XVIII. Lib. III.

3) Cor. III. Prop. XX. Lib. III.
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Cor. İ. E da ciò pứò inferirſi che ogni pa

vállelogrammo iſcritto in tutti e quattro i rami iper

bolici fia di una cofiante grandezza , cioè uguale

al retrangolo degli affi conjugati . *

- Cor. II. Se pe’ punti Q, e B fi diftendano

YX, BZ reſpettivaṁente parallele ad AL, ed

EM , e fi congiunga QB, farà il parallelogram

Ιmo ΗΥΧΒ uguàle all’altro HQZV : imperoc

chè il primo è důplo del triangolo HQB con

cui poggia fulla fteffa bafe HB , ed è tra le

medeſime parallele HB, YX. E 'l fecondo del

lo fteffo, triangolo è anche duplo per efferne

entrambi fulla medefima bafe HQ, e fra le

medeſime parallele HQ, BZ; -

- Cor. III. Dùnque farà il parallelogrammo

HYXB all’altro HALB, come il parallelogram

mo HQZV all’altro HQME . Cioè HY : HA ::

HV : HE (1). Ma fia HV : HE :: HB: HR, o

come HS ad HB (2). Dunque farà HY : HA : ;

!ᎻᏚ :ᎻᏴ , |

Р к о Р. хxvш. т в о к.

1 quadrati di due diametri conjugati GF , Figys.
PM tanio differiſcono fra loro , quanto i quadrati

degli affi DA , RQ .

* Dim. Si tirino da G , ed M le femiordi

nate GB, MN agli affi DA, RQ; dovrà ſta

M 3 re

(*) Prop. 1. El VI.

ງູ ທີ່ີ່ m,
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re (1) CA: CQ : : CB : CN, e CA" : CQ2 : :

CBº : CN2. Dunque farà CA? : CQ? :: DBA :

RNQ (2). Ma l'è poi (3) CA? : CQ? :: DBA:

BG2. Sicchè farà DBA : RNQ :: DBA : BG2,

ed RNQ uguale a BG? . Similmente dimoſtrafi

DBA uguale ad MN*. Per la qual cofa ef.

fendo dalla 6. El. II. il quadrato di CB ugua

le al quadrato di CA ed al rettangolo DBA,

ei dovrà effere uguale al quadrato di CA, ed

a quello di MN. E finalmente il quadrato dell'

Ipotenufa CG, che pareggia i quadrati de' cate

ti CB, BG, farà uguale ai tre quadrati di CA,

di MN , e di BG.

In fimil guifa dimoſtrafi, che il quadrato

di CM adegui i tre quadrati di CQ, di GB, e

di MN , Dunque la differenza de quadrati di

CG, e di CM farà quanto i tre quadrati di

CA, di MN , e di BG differifcono dai tre qua

drati di CQ, di GB, e di MN , cioè a dire

quanto il folo quadrato di CA differifce da

quello di CQ : imperciocchè, come vedefi di

per fe ffeffo, MN° e BG* fono infieme ugua

ii a BGP ed MN°. E quindi quadruplicando

i termini, farà la differenza de quadrati de' dia

metri conjugati uguale alla differenza de' qua

drati degli affi. C. B. D. -

Cor. I. Dunque fe un'Iperbole abbia due

diametri conjugati tra fe uguali , dovrà avere

tutti

(1) Cor. III. Prop., prec.

(2) Prop. 19. i. l. V.

(3) Gor. ll. Defin. V. Prop. XIV. Lib. III.
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tutti gli altri diametri reſpettivamente uguali

a’ loro conjugati . à d

cor, ít. E quindi tutti i diametri dell'

Íperbole Parilatera fono refpettivamente uguali

ai di loro conjugati. E faran pure i medeſimi

diametri refpettivamente uguali a loro parame:

tri. E ’l quadrato di ciaſcuna femiordinata ad

uno di queſti-diametri farà uguale al rettangolo

delle afciffe da entrambi i vertici • d u º

Cor. III. Il quadrato di ciaſcuna femiordi

nata ad un diametro fecondario di queſta Iperbole

farà uguale alla fomma de quadrati del femidia

metro fecondario, e dell’afciffa del centro (1).

Jιol.

İl quadrato di CA dinoti la differenza dr.

quadrati di due diametri conjugati : fi defcriva

col centro C intervallo CA il cerchio QAL, e

fi prenda CD uguale ad un qualunque diametro

dell'Iperbole ; io dico che, tirandofi la tangente

DA, e l’ordinata AB, debba effere DA il dia

metro conjugato di DC, e DB il di lui parametro.

Împerocchè i due quadrati di CD, di DA dif

feriſcono fra loro per lo quádrato di CA (2), Ed

è poi CD :DA :: DA : DB [3], Dunque (4) DA

è il conjugato di DC, DB il di lui parametro.

Ma tutto ciò è vero qualora il lato trafverfo di

- M 4 นก"

(1) Prop. XXVI. Lib. IIÍ.

(2) Prop. 47. Fl. I.

(3) Prop. 8. El. Vl, -

(4) Cor. IV, Prop. XXV. Lib. IIIa

8ős
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un’ Iperbole fia maggiore del retto; poichè fè

quello fia minor di queſto, converrà ulare la

ieguente coſtruzione. Si tiri ovunque la tangen

te circolare AD, ma che fia uguale a quel dia

metro principale, di cui fi vuol ritrovare il

conjugato, e'l parametro . Si unifca DC, e fi

ełevi CP perpendicolare a DC, che vada fino

'alla tangente ; farà DC il conjugato di DA, e

DP il parametro dello ſteſſo DA .

C А P. IV.

Delle Tangenti, e delle Secanti dell'

Iperbole .

P R O P. XXIX. T E O R.

Fig.79 Nell'Iperbole fe le tangenti DS, AQ menate

*** a vertici di un qualunque diametro DA comunque

incontrino una tangente laterale MS; il rettangolo

delle tangenti verticali DS, AQ adeguerà il qua

drato del femidiametro CB conjugato a DA. *

Dim. Dal contatto della tangente laterale

fi tirino fu de' femidiametri CA, CB le ordi

nate MN , MO, e CB fi diftenda fino alla tan

gente laterale . Ed effendo (1) CA? a CB? cơ

me il rettangolo DNA, o il ſuo uguale CNR (2)

- ad

(1) Cor. 2. Defin. V. Prop. XIV. Lib. III.

(2) Cor. ll. Prop. lll. Lib. Il 1.
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ad NM? : e CNR ad NM? in ragion onಸಿ
di CN ad NM, e di NR ad NM, o fia di

RC a CT pe’triangoli fimili RNM, RCT ;

farà CA2 a CB2 in ragion compoſta di CN ad

NM, e di RC a GT, cioè come il rettango

lo NCR all’altro di NM in CT (1).

Ciò premeffo poichè CA? adegua NGR (2),

togliendo da queſte grandezze il quadrato di CR,

vi rimarrà il rettangolo (3) DRA uguale all’altro

CRN (4), e quindi farà RD : RC :: RN : RA :

Ma sta RD: RC :: DS: CT pe triangoli fimili

RDS, RCT . Ed è poi RN : RA :: NM : AQ

per la fimilitudine de’triangoli RNM , RAQ.

Dunque farà DS: CT :: NM: AQ, e 'l rettan

golo di DS in AQ uguale al retfangolo di NM

in CT. Per la qual cofa foſtituendofi nell’ul

tima analogia del § prec. il rettangolo di DS in

AQ in luogo dell’altro di NM in CT ; avraf

fi CA? : CB? :: NCR : DS. AQ: e quindi ficco

me CA? è uguale ad, NCR (5); così dovrà effere

CBº uguale al rettangolo di DS in AQ. C.B.D.

Cor. 1. Se la tangente MT incontri in R,

e T il femidiametro CA e ’l fuo conjugato CB;

il rettangolo della femiordinata MN in CT fa

rà uguale al quadrato di CB femidiametro con

jugato a CA .

Οor,

(1) Prop. 23. El. VI.

(2) Prop. XIII: Lib. III:

3) Prop. 5. El. Il.

4) Prop. 3. El. II,

(5) Proß, XIIl. Lib. III, -
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Cor. II. Le rette AQ, NM, CT fon pro

parzionali ad RA, RN, RC. - - - -*

Cor. III. Effendo CN : CA :: CA: CR , fa

rà la fomma degli antecedenti alla fomma de'

confeguenti, come la differenza di quelli alla

differenza di questi, cioè DN: DR :: AN ; AR.

Val quanto dire la retta DN è armonicamente

diviſa in R ed A. *

Р к о Р. xxx. т в о к.

Fig.86, d.ii se da un punto preſo fuori l'Iperbole cadano

”fulla medefima curva; o fulle oppoſte fezioni due

tangenti; quefie faranno nella ragon de femidia

metri conjugae a quelli , che paljano pe loro con

tatti , *

Dim. Caf i. Dal punto Q cadano full'

Îperbole AM le due tangenti QA , QM , cui

fian paralleli i femidiametri, CB, e CG, e fi

taglino questi , e quelle ne punti Ted L vi

cendevolmente. E poichè per lo , paralleliſmo

delle rette RM, ed AF, sta ČR: CA :: CM: CF:

ed è poi la prima di queste ragioni uguale a

quella di CA a CN, e la feconda è quanto l'

altra di CO a CM (1) ; le due rette CN , e

CF faranno fimilmente divife in R ed A, in O

ed M. Dunque anche le parti CR., RN , RA

della prima retta faran proporzionali a CO,

OF , OM parti corriſpondenti della feconda e

quist

(1) Prop. XIII. Lib. III,



18

quindi faran_pure CT, NM, AQ popਂ

nali a CL, FA, MQ (1).

Or effendo CT : MN:CL : FA, e permus

tando CT: CL :: NM : FA; la ragion che fi

compone da queſte due farà duplicata di una di

effe , cioè il rettangolo di CT in NM al ret

tangolo di CL in FA farà come CT2 a CLº, o

come AQ’ ad MQ: . Ma que rettangoli fono re

fpettivamente uguali a CBº e CG? (2). Dunque fa

rà QA2:QM2 :: CB2: CG2, e QA :QM :: CB:CG.

Caf II. Sieno SM , SD le tangenti con

dotte da S nelle Íperboli oppofte AM, Dd; ei

farà chiaro, da ciò che fi è detto nella I. Parte,

che le due SM, e DN fieno fimilmente divife ne’

punti T, R, e Q, ed in queſti altri C, R, ed A.

Dunque farà SM: MQ :: DN :: NA . Ma fi è

mostrato (3), che stia DN ad NA come DR

ad R.A., o come DS ad AQ . Dunque farà

SM : MQ :: DS: AQ, e permutando SM ad SD

come MQ ad AQ , o come CG a CB (4).

С. В. D.

P R O P. XXXI. T E O R.

Poste le medefime cofe della Prop. pree. il

rettangolo SMQ delle parti della tangente latera

le , che restano tra il contatto, e le tangenti ver

*icali, è uguale al quadrato del Jemidiametro CG

parallelo ad effa tangente.* Ed

(1) Cor. II. Prop. XXIX. Lib. III.

.ே iேஃ. கா3 Or, • l'I00, |- 1Ds - * *

(4) Caf I, Р -
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{

ki :81.

鬱

fig 18.

Fig. 18,

Ed all'isteſſo quadraio di CG i è père và

guale il rettangolo RMT delle parti dellä tangen:

te laterale, che fono tra il contatto, e gl'incontri

de due femídiametri conjugáti CA, CB.*

Leggafi la dimoſtrazione della Prop. хxiv.

dell’Ellife :

Р к о Р. xxxп. т в о к.

Se le due corde QA , FH dell'Iperbole QHF

s'incotrino dentro la curva , ó fuori di eja ; i

rettangoli FKH, QKA, delle loro parti, che fra

mezzano la curva, e i punto del concorſo, faran

no come i quadrati delle tangenti ME ; NE på

rallele ad eſſe corde . **

, Dim. Leggafi la dirhoſtrazione dellä Prop.

XVIII. dell’Eliifle, e fi vegga la fig. citata ,

con queſto folo divario, che quì dal triangold

CSR debbonfi togliere il triangolo PSH ; e’l

trapezio NSRZ tra fe uguali.

cer. Se la corda CA venga diviſa dalle

torde parallele FP, fp ; i réttahgoli FMP,

fmp fi avran fra loro, come gli altri due AMC,

Amc .

Р к о Р. xxxш. т ё о к.

Il trapezio ABDC, di qualunque fpecie ei
hè
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, , ne fia, / ritrovi inferitta nell’ Iperbole ACDB,

» e da un qualunque punto P del dilei perimetro',

: /i tirino ai lati del trapezio le rette PM, PN ,

PR, PQ fotto dati angoli; io dico che i rettan

goli delle rette PM : , PN, PR e PQ, che ca

dono fu i lati opposti del trapezio , fien fempre

fra loro in una data ragione · * , ".

Le dimoſtrazioni di queſto Teorema , e

dei tre feguenti poffono attignerfi dalle Prop.

; XII, xIII, XIV, xv del I. Lib. ” :

P R O P. XXXIV. , T E O R.. º , f

- : » · v ; : , : : :

Cadano da un qualunque punto A full'Iperº Figº"

bole GNE le due tangenti AB, AC, e fi diffen

da per lo fiefo punto la retta AV parallela alla

corda fra contatti; io dico che reſti divița armoni

gamente dalla curva, e da cotesta corda ogni fe

gante AE, che paſi per A, cioè che fia EO :

OD : : EA: AD . . ::- - -*

, E conducendoſi per S ( punto medio della

corda fra contanti ) una qualunque fegante ESV;

ancor quest'altra farà armonitamenté diviſa dalla

due VA , BC, e dalla curva , vale a dire do

vrà fiare ES: SL :: EV : VL. ** * * ...

Cor. I. Fe dal punto A fi menino la tangen

te AC àll'Iperbole GNE, e la fegante AE, e

ueſta armonicamente fi divida nel punto O ; la

retta CO, che paſſa per O, e per lo contatto C,

· · · · · · · dovrà
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dovrà paſſare per lo contatto dell’altra tangents

AB, che dal punto A fi cala ful ramo iperbo.

lico . ** |-
- |

Cor. II. E fe le due feganti AE , AG, che

paſſano per lo ſteſſo punto A, fi dividano armoni

eamente in O, e Q; la retta QO, che conducef per

questi punti dovrà attraverfare i contatti delle tan

genti, che dallo ſteſſo punto A fi talano fulla

fottopoſta Iperbole GNE, **

Р в о Р. хххv. т в ок.

fe da un qualunque punto B dell'Iperbole

BFD f ordini DB ad un di lei diametro KF, e

per lo steſſo punto /i meni la tangente, che lo in

contri in E; io dico, che tirandoſi per lo punto

medio dell’ordinata DB una qualunque corda AS,

ed a fuoi eſtremi le tangenti AV, SV, il concor

fo di queſte rette debbafi allogar nella retta EV,

ebe dal punto E fi conduce parallela all’ ordis

nata DB. **
- " .

Fig.22.

*

P r o P. xxxvi. T e o r.

Fig.2 Se dal punto R. cadano fulla fottopoſta Iper

*** bole BAT le due tangenti RF, RG, e le due

feganti RB, RT; mirata la retta FG pe contatti,

e le altre due AV, BT per le fezioni ; dovrannº

queſte rette o giacerfi tra loro parallele, o conver«

gere inſieme ad un fiefo punto • **

: *

Cor.
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배 Cor. E fe dallo steſſo punto R fi conducano le

due tangenti RF, RG, e la fola fegante RT ;

la retta FG pe'contatti o dovrà effer parallela al

le tangenti menate per T ed V, o le dovrà in

contrare in un'iſteſſo punto . **

Р R о Р, xxxVII. P Rо в L.

Per un dato punto fuori dell'Iperbole AM con

durle una tangente ,
- -

Per poterfi rifolvere queſto Problema fi

efige, che il punto dato non iſtia entro dell’

angolo DHL oppoſto all’angolo afintotico CHP:

E ciò intendefi agevolmente da quello, che fi

eſpoſe nel principio del Cap. III. di queſto Lib,

ed in altri luoghi :

Caf I. Primieramente il punto R ftia entro l'

angolo afintotico CHP, ecco la coſtruzione che

ci guida a fine . I. Si unifca effo punto col cen

tro H, e la retta HR feghi l'Iperbole in A (1).

II. Si tiri nel punto A la tangente AQ, HI. Si

prenda HN terza proporzionale in ordine ad HR,

ed HA, e fi diftenda per N la corda Mm parallela

ad AQ. IV. Finalmente fi congiungano le rette

RM, Rm : dico effer queſte le tangenti addiman
date 9 - - -

La dimoſtrazione intendefi dalla fola enun

çiazione della Prop. XIII. di queſto Lib. -

- Са/.

(*) Dim. Prop. XVI. Lib. III.
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Fig.85.

I 492, -

9 Caf II. Inoltre fia allogato nell’afintoto HC

il punto q, donde vuol menarfi una tangente all’

Iperbole AQ. Per ottenerfi ciò, I. fi bifechi

Hq in F, e fi meni fQ parallela all’ altro

afintoto HP. H. Si unifca la retta Qq : queſta

farà la tangente che fi cerca . *

Dim. Imperocchè effendo per lo paralleliſmo

delle rette MH , Qf come fq ad fH così qQ:

a QM ; queſte due rette dovranno effere uguali fra

loro, come il fono quelle per costruzione . Or

che queſta retta qQM fia tangente fi rileva nel

feguente modo . S'è pọffibile fia pQP la tan

gente dell'Iperbole in Q. Dunque farà pQ u

guale a QP (1) : e quindi i due lati Qq, Qp.

del triangolo Qqp pareggiando refpettivamente

i lati QM, QP del triangolo QPM, ed effen

do uguali gli angoli, che queſti e quelli com

prendono fra loro, farà l'angolo Qqp uguale a

QMP (2), e con ciò la retta pq parallela a

PM (3). Lo che ripugna.

Caf III. Finalmente il punto T, da cui

fi vuol condurre la tangente all'Iperbole, fi ri

trovi fuor dell’angolo afintotico HCK, e del

fuo verticale hCk. Per riuſcir nell'intento, I.

fi tiri da T al centro C dell'Iperbole la retta

TC, cui fi diftenda entro la curva una qualunque

corda Mm parallela. Hl. Si unifca il punto me:

dio di queſta corda çol centro C, e fi meni

- G
(1) Cor. 1. Prop. XVIII. Lib. III. per

(2) Prop. 4. El. I.

(3) Prop. 27. El. I.,
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per A la tangente Aq infino all'afintoto CH.

III. Finalmente fi tagli CO terza proporzionale

in ordine a TC, e ad Aq, e fi meni OM pa

rallela a CA. Io dico, che la retta TM /ia la

tangente, che fi cerca . - -

Dim. La retta Aq è uguale al femidia

metro fecondario di CA (1). Dunque il ret

tangolo di TC in CO, che fi è fatto uguale

al quadrato di Aq , dovrà pareggiare il qua

drato di effo femidiametro fecondario. E quin

di dovrà effere TM la tangente addimandata.

Concioffiachè, fe un’altra retta Mi diverfa da MT

fuffe la tangente dell'Iperbole in M, il rettango

lo di tC in CO, ch’è uguale (2) al quadrato del

femidiametro conjugato di CA, farebbe uguale

al rettangolo di TC in CO : e quindi TC uguale

a tC, lo che non puol effere. C. B. D .

N ᏀᎪᏢ.

(1) Cor. I. Prop. XVIII. Lib. III.

(2) Cor. I. Prop. XXIX. Lib. III.
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с А Р. v.

De Fuochi delle Iperboli.

E’ due trattati de fuochi della Parabola,

e dell’Elliffe fi prendano le definizioni

de termini particolari di queſto argomento.

P R O P. XXXVIII. T E O R.

- - La retta PA, che nell'Iperbole congiunge gli

***7 estremi de femiaſi conjugati CA, CP, è uguale

alla CF eccentricità di eÍJa curva .

Ed è poi coteſta eccentricità media proporzio

male tra il femiaffe principale, e tra l'aggregato di

elfo, e del di lui ſemiparametro .

Dim. Part. I. Sia CF l’eccentricità dell'Iper

bole AM, AB l’affe principale, PQ il ſuo con

jugato, ed AT il parametro principale; farà la

femiordinata FM metà di effo parametro (1). Ed

effendo FM? a BFA , come AT ad AB (2),

o come FM2 a PC2 (3); farà FM2 : BFA ::

FM? : PC*, e quindi BFA uguale a PC? . Il

perchè fe vi fi aggiunga di comune CA*, do

vrà rifultarne (4) CF2 uguale a PA? , e con ciò

CF uguale a PA . - -

- Part.

(1) Defin. VII. Lib. I.

(2) Prop. XI. Lib. III.

(3) Cor. II. Defin. V. Lib. III.

(4) Prop. 6, El. II.

 



I 95

Part. II. Si tagli CO uguale al femipara

metro principale , e fi unilca PO : farà (1):

AC : CP :: CP : CO, e quindi retto l' angolo

A PO (2). Dunque dovrà effere (3) PA media

proporzionale tra CA, ed AO, cioè l'eccen

tricità CF media proporzionale tra il femiaffe

principale, e tra la lomma dello ſteſſo femiaf

fe, e del femiparametro principale . C. B. D.

Cor. I. Il rettangolo BFA delle afije , che , –

corriſpondono ad un fuoco dell'Iperbole, adegua il

quadrato dei fem affe conjugato. *

Cor. II. Dunque per ritrovare i fuochi del

le Iperboli opposte, non fi vuol far altro, che

troncar dal centro fu dell’affe principale le due

parti CF, CV reſpettivamente uguali alla PA,

che unifce gli eſtremi de femiaffi conjugati .

Cor. III. Che fe ad un qualunque punto M

del perimetro iperbolico fi tiri la normale MO,

e la tangente MP; farà NO ad NC come il

parametro principale RQ all’ affe RS (4), o come

CT2 a CR? : e componendo farà OC a CN , Fig.89.

come TR* , o (5) CF2 a CR3 . Ed effendo (6)

OC a CN come OCP ad NCP, farà pure

OCP:NCP :: CF2 : CR? . Il perchè OCP è u

guale a CF*, come fi dimoſtrò (7) NCP ugua

le a CR? . *

N 2 Cor.

(1) Come ſi è dimoſtrato.

(2) Prop. 6. El. VI.

(3) Cor. Prop. 8. El. VI.

(4) Prop. XIV. Lib. III.

(5) Prop. pres. *

(6) Prop. 1. El, VI. (7) Prop. XIII. Lib. III.
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Cor. IV. Cioè a dire l'Eceentrieità dell'

Iperbole è media proporzionale tra l’afciffa dal

centro diminuita della ſua fottangente, e tra

la medefima afciffa accrefciuta della ſunnor

male.

P R O P, XXXIX, T E O R.

Se da fuochi F ed V delle Iperboli ad un

rizs, qualunque punto M del perimetrº di una di eſſe fi |

sirino i rami FM, ed MV ; la tangente MP, che

fi conduce per lo ſteſſo punto M , dovrà biſecare

l’angolo FMV de rami, *

La dimoſtrazione della Prop. XXVII. del

Lib. II, può applicarfi a queſto Teorema: onde,

chi brami intenderla, potrà legger quella, ch’è

a piè della fteffa propofizione, in un rifçontrando

la figura quaſsù citata.

Scol,

*

Şe talun di voi non intenda diſtintamente,

perchè mai nell'Iperbole ſtia OV ad QF , come

GM ad ML (qual analogia è un principio dell’

indicata dimoſtrazione); prolunghi la perpendico

lare FL fino al ramo VM : e fi avviferà im

mantinente , che per lo paralleliſmo delle ret

te GV , Lf debba effere GM : ML :: VM : Mf,

e che per le parallele Ff, OM debba ftare

9V;OF :: VM i Mf. onde conchiuderà volen
tıęs
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tieri, che stia VO:OF ::GM : ML (1).

! Cor. Si tirino per lo centro G dell’ fa

º perbole, e per lo fuoco V le rette GCo., VE

parallele al ramo FM . Effendo Co parallela

alla bafe MF del triangolo VFM , farà VC :

CF : : Vo: Mo. E perchè ella è parallela ad VE

bafe del triangolo MVE, fta pure Vo : oM ::

| EG : GM : dunque dovrà ſtare VC: CF :: EG :

GM (2), e farà EG uguale a GM. Ma l'ango

lo PMF è tanto uguale ad VME (3), che ad

VEP (4): dunque i due angoli VME, VEP

faranno tra fe uguali . Laonde, fe fi unifca la

retta GV , fi vedrans verificate ne due triangoli

| VGM, VGE le condizioni della 26. El. I. :

onde dovrà effere l'angolo VGM_uguale ad

VGE, e quindi retto ciaſcun di effi.

: P R O P. XL. T E O R.

Il retrangolo de rami VM, MF , cbe da

fuochi delle Iperboli opposte conduconfi ad un'isteſſº Fizº .

punto del perimetro iperbolico, è uguale al quadrate

di CB femidiametro conjugato a quello, che paſſa

per lo fiefo punto M. *

* - -

: Leggete la dimoftr. della Prop. XXVIII:

; Lib. II.

} 欲 Prop. 11. El. V. " 霧

ಔ :
歇 蠍號在LL
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P R O P. XLI. · T E O R. -

Poſte le medefine cofe della prop. prec. la

differenza de rami VM, ed i M è uguale all'affe

principale AS.

Dim. Si tagli la retta Mm uguale ad MF :

e l’altra Vr tale, che Vrº fia una metà di

Vm? (a). -

Ciò posto, i due quadrati di VM e di

Mm fono uguali al doppio del rettangolo VMm

col quadrato di mV (1). Ma i quadrati di

VM e di Mm - fon gl’ifteffi, che i quadra

ti di VM e di MF, e questi pareggiano (2)

2CF2 con 2CMº : ed è ancora il doppio del

rettangolo VMm, o VMF uguale a 2CB? [3].

Dunque farà 2CF2 con 2CM? uguale . a 2CB2

con mV? : e CF2 con CM? uguale a CB? con

*V2 : cioè, per effere CF2 uguale a CS2 con

CT2 [4], i quadrati de femiaffi CS e CT, e del

ſemidiametro CM faranno uguali al quadrato del

femidiametro CB, che gli è conjugato ed a quello

della retta Vr. Dunque tolto d'ambe le parti il

quadrato di CB refterà il quadrato della fola Vr

uguale alla fomma de quadrati de femiaffi CS e

CT , ed alla differenza de quadrati de’ femidia

metri conjugati CM e CB : vale a dire, [ perchè

ԱՇ

(a) Ciò fi effettua defcrivendo un femîcerchio fu戲獻
e troncando Vr ugnaie alla corda del quadrante :

(1) Prop. 7. Fl. II.:

(2) Cor. 1. Prop. XXIX. Lib. II.

(3) Prop. prec.

(4) Prop. :::&vni. ILib. III.

|

|
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queſta differenza è uguale [1] alla differenza de'

quadrati de femiaffi], il quadrato di Vr farà ugua

le alla fomma de' quadrati de femiaffi conjugati, ed

alla differenza de' quadrati de medefimi femiaffi,

cioè al doppio quadrato del femiaffe CS. Dun

que prendendo i dupli dovrà effere Vnº ugua

le a 4CS?, ed VM uguale a 2CS, cioè ad AS,

ch’è l’affe principale dell'Iperbole. G. B. D.

Cor. I. E dimoſtrandofi come nel Cor. II.

della Prop. XX1X. dell'Elliffe, che le due in-„.

clinate vM, ed MF fieno reſpettivamente duple ***

di Go, e di Co ( diftefa per : lo centro dell' .

Iperbole la retta GCo parallela al ramo FM );

farà la differenza de rami VM ed MF, cioè l’

affe RS duplo di CG differenza di Go , e Co .

Cor. Ji Dunque in tal rincontro fi potran

dedurre i feguenti Corollarj : ,

I. Fe una retta tocchi ovunque l'Iperbole, e

poi del contatto al fuoco viciniore fi tiri un ramo,

e dall'altro fuoco le fi meni la perpendicolare;

la parallela tirata ad effo ramo dal centro infino

alla tangente farà uguale al femiaffe principale (2),

º paſſerà per l’incidenza della perpendicolare fulla

tangente. * -

II. La retta tirata dal centro a queſto punto

d'incidenza adeguerà il femiaffe principale, e farà

parallela al mentovato vamo. * -

III. E finalmente fe dal centro fi adatti ful

la tangente MG una retta uguale al femiaſſe prin

-
сі

(1) Prop. XXVIII. Lib. II. :

(2) Cor. Prop. XXXIX. Lib. III.

*
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cipale , ebe però ne ſtia diftefa tome la CG dalla

parte avverfa del contatto M ; effa retta dovrà effer

parallela al ramº FM, e la congiunta VG ſtarà

ad angoli retti fulla mede/ima tangente. *

Cor. III. E tirandofi per lo centre-dell’I

perbole la retta Crt parallela alla tangente ME,

che incontri in r, e t i rami VM, ed FM ; farà

per le parallele Ct , GM tanto l’angolo Mrt

uguale al ſuo alterno yMP, che l’interno reM

uguale all’efterno PMF. Dunque effendo ugua

li gli angoli MP, FMP (1), anche quest altri

Mri, Mtr faranno tra fe uguali ; e quindi Mt

uguale ad Mr. Ma a cagion del parallelogrammo

MGCt la Mt è quanto la CG, che fi è mo

ftrata uguale al femiaffe principale. Dunque an

che Mr adeguerà le fteffo femiaffe.

Cor. IV. Ogni retta , che per lo centro dell'

Iperbole diffendefi parallela ad una di lei tau

gente, tronca da rami menati al contatto due rette

reſpettivamente uguali al femiaſſe principale. *

P R O P. XLII. T E O R..

fe da un qualunque punto M dell'Iperbole

Fig.91 BM fi conducano il ramo FM, la tangente MA,

*” e la normale MN, e dal punto N, ove la nor

male incontra l'affe, fi cali NE perpendicolare ful

nedefimo ramo; la parte ME di effo ramo, che

giacest tra la perpendicolare e'l contatto, è ſempre

uguale al femiparametro principale::**
Wedi

(1) Prop. XXXIX. Lib. III.
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vedi la dim. della Prop. XXX. dell' El

liffe rifcontrando la fig. cit.

Cor. Il rettangolo fatto dalla normale MN

nella CG, che dal centro dell'Iperbole fi cala per

pendicolare fulla tangente MS, è di una coſtante

grandezza, cioè uguale al quadrato del femiaſſe

conjugato - *

P R O P. XLIII. T E O R,

Se da fuochi F , ed v delle Iperboli oppoſie Fig.9º.

Ji calino FL, ed VD perpendicolari fulla tangen

te DP, ed al contatto fi tirino i rami FM, ed VM;

il rettangolo delle perpendicolari farà di una co

fiante grandezza, cioè ſempre uguale al quadra

so del femiaſſe conjugato CR.. *

E'l rettangolo de rami FM, ed MV ferberà

al quadrato della normale MN la cofiante ragione

dell'affe principale al di lui parametro . "

Le dimoſtrazioni di ambe le parti di que

fto Teorema poffono leggerfi nella Prop. XXXI.

del II. Lib. Ma quella della I. Parte potrebbefi

agevolare sì nell'Elliffe, che nell'Iperbole nel

feguente modo. CN, CF, e CP (1) fono continua

mente proporzionali : dunque farà CF2 uguale ad

NCP, e le differenze di questi ſpazj dã cP2,

cioè i retrangoli VPF, ed NPC faran pure tra

fe uguali. Il perchè ſtarà PV : PC:: PN: PF ,

o pure VD:CQ :: NM: FL : effendo le prime

ragio
(1) Cor. IV. Prop. XXXVIII. Lib. III.
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Fig.92.

ragioni di queſte due analogie uguali fra loro

pe’triangoli equiangoli PVD, PCQ , e le altre

due ancora uguali pe triangoli fimili PNM,

PFL. Dunque il rettangolo di VD in FL fa

rà uguale all'altro di CQ in NM, o al qua

drato di CR (1). C. B. D.

Cor. Defcritto col centro C intervallo CB

il circolo DTLB, che feghi ne punti D, e L

una qualunque tangente dell'Iperbole; le perpen

dicolari DV, FL elevate fulla medefima tangen

te da effi punti fegneranno nell'affe i fuochi

delle oppofte fezioni .

P R O P. XLIV. T E O R.

Sia FM una femiordinata all'affe , che paffi

pe'l fuoco F dell'Iperbole LAN, e al fuo efiremo

fi meni la tangente indefinita NMS; ogni ramo

FR di queſta curva farà uguale alla femtordinata

PN, che conduceſi pel fuo efiremo R, e va fino

alla tangente. **

La dimostrazione di questo Teorema è iden

tica a quella dell'Eiliffe Prop. XXXII. Lib. II.,

ove , fe ne aggrada , potrà vederli.

Cor. I. La retta CI, che dal centro dell’

Iperbole fi tira parallela al ramo FM , è ugua

le al femiaffe principale CA .

Cor. II. Congiunta la retta SF , fi moſtre

- rà

(1) Cor. Prop. XLII. Lib. III.
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rà co princinj de Corollarii II, e III, 驚

la Prop. XXXII, dell'Elliffe, che l’angolo SFB

fia retto: cioè fe da un fuoco dell'Iperbole fi ti

rino due rette ai concorſi di una qualunque tangen

te laterale colle tangenti diftefe pe vertici dell'affe;

l’angolo, che quelle comprendono, farà retta . *

P R O P. XLV. T E ,O R,

Ogni ramo FR /fa alla perpendicolare RG, ebe Fig.92.

dal fuo eſtremo fi cala fulla DG linea della fu

blimità, come l'eccentricità CF al femiaſſe CA - *

Si legga la dimostrazione della Prop. XXXIII.

dell’Elliffe.

Cor. E ſtarà ancora DA: AB :: CA: CF.

P R O P. XLVI. T E O R.

Se agli eſtremi de rami FR, FS, conducanf Fig.28.

le tangenti RT , ST; la retta FT , che unifte

il fuoco F col concorſo T delle tangenti, biſecherà

l’angolo compreſo da rami - **

Vedi la dimoſtrazione della Prop. XXII,

Lib. I.

Cor. E potrà benanche rilevarfi , come fi

è praticato nella Parabola, e nell’ Elliffe. I.

Che le tangenti condotte agli eſtremi di una corda

menata per lo fuoco dell'Iperbole abbian/i fempre

- a4
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ad unire fulla linea della fublimità. II. E cbe giac

cia perpendicolarmente fulla medefima corda la ret

ta , che unifce il fuoco, e 'l concorſo delle tan

genei.**

P R O P. XLVII. T E O R.

Poſte le medeſime cofe della prec. Prop. Je la

Fig.93. corda SR condotta per gli eſtremi de rami FR ,

FS vada ad incontrare in E l’ordinata FC di

fiefa per lo fuoco della fezione, e da queſto punto E

fi cali EG perpendicolare fulla retta FP, che bifeca

l’angolo de rami; le parti FH, FI, che tal per

pendicolare da medefimi rami verſo del fuoco ne

afcinde , fono reſpettivamente uguali al femiparame

tro principale. **

Dim. Offervifi attentamente quanto fi è pra

ticato, e dimostrato nella Prop. XXII. della Pa

rabola : ed oltre a ciò fi tirino dal punto C le

rette CK, e CD parallele ad SN, ed SA, che

giungano fino ad AK linea della ſublimità .

La retta NF è perpendicolare a PQ (1),

cui per ipotefi è anche la EG perpendicolare :

dunque NF bafe del triangolo SFN è ad EG pa

rallela; e quindi dee stare NS: SF :: EN : FI . Ma

per la fimilitudine de triangoli NSA, KCD sta

NS a CK, come SA a CD, o come SF a CF

( effendo in ogni fezione conica i rami come

le perpendicolari calate da loro eſtremi fulla li

፫በሮß

(1) Cor. Prop. prec. n. II.
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nea di fublimità ). Dunque farà rm്
NS:SF :: CK: CF, e quindi ancora (1) CK · CF : :

EN : FI. Ma, a cagion del parallelogrammo

CENK, CK è uguale ad EN : dunque ancora

FI farà uguale ad FC, o al femiparametro prinº

cipale (2). E finalmente nei due triangoli GFH,

GFI effendovi le condizioni della 26. El. I., do

vrà FH effere uguale ad FI, cioè al femipara

metro principale • G • B • D •

Scol,

Queſto Teorema, che a tutte e tre le curve

coniche fi pertiene, fu propoſto ne' nuovi Com

mentarj dell’Accademia di Lipfia verfo l'anno

º 779. in occafion di una Cometa » che apparve

in Cielo. La miglior dimoſtrazione , che gli

fi può recare, è queſta, che ho quì efibita : im

perciocchè fembra che dalle proprietà de fuochi

rammaffata , fluiſca di per fe fteffa .

i.v. car. -

{ ；'：1, · .
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Delle Dimenſioni dell'Iperbole.

L Tetragonifmo (a) dell'Iperbole, l’è ormai di

venuto un Problema affai facile ad ifnodarſi,

fol che fi fappiano le principali regole d’integrar

le grandezze. Prima di pubblicarfi queſto calcolo

sì vantaggiofo alla Geometria de' Curvilinei,

ed a’ Movimenti variabili , Milord Brouncker, e

Nicola Mercatore colla face dell’Aritmetica de

gl'Infiniti del Signor Wallis ci efibirono delle

ferie per la quadratura dell'Iperbole. E l'acu

tiffimo Ugenio, e l'Abate Grandi negli Uge

niani fi fon poi ferviti della Logiſtica per ot

tener la mentovata quadratura . Ma perchè tra

noftri Geometri non vi è mancato chi per

mezzo delle Serie „Ajuntizie abbia facilmente e

con chiarezza ottenuto l'ifteffo intento; ho sti

mato convenevol cofa ufar queſto metodo nella

feguente Propofizione, perchè nitidamente com

prendiate un’argomento di sì grande importan

za, e che le forze della rigorofa fintefi par che

trafcenda .

P R O P. XLVIII. T E o R.

Fig-94, Nell'Iperbole Parilatera NAF, di cui CE

lato della Potenza fia I, fe prendafi l’afçılfa

CO

(e) Cioè la quadratura di tal curva.
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CO uguale ad un qualunque numero n; il qua

artineo perbolico AEOP farà eſpreſſo dalla ferie

convergente

ጣነን– ፫ I 17–– I < 3 I п---I - 5 I

2 |--+-- ( )+-(-)+-
U十r 3 \n十1 7

п-- 1 x 7 -)

- ) 十&c。 |
ነa÷ 1 ۔ما

Dim. Prendafi nell’afintoto CO la parte EB,

che fia minore di CE lato della potenza dell’

Iperbole , ed ella fi chiami x, ed un'altra Eb

dicafi u ; farà CB = x + 1 , e Ch = u + 1 . Sia

di vantaggio l'aja ·

A EBF = Ax + Bxx + Cx3 + Dx4 + &c. M

ove i coefficienti A , В , C, D &c. feno gran

dezze costanti da determinarfi dalle proprietà

della medefima Iperbole (a); farà chiaro, che

|- - deb

(a) Il metodo delle ferie Affintizie, di che fi è fervito

il moſtro Autore per la quadratura dell Jperbole , efige in I:

Auogo, che fi ſupponga una ſerie infinita, i di cui termini
fieno convenevoimente diſpoſti, ed , affetti di coefficientí co

ſtanti , da determinarfi nei progeflo dell'operazione . li. Dalla

natura della grandezza, che uol ridurfi in ferie, deefi procu

rare un altia ferte, che pareggi la prima o un dılei moltipli

ce, o un ſummoltiplice. i 1 í. Finalmente con adeguare reſpetti.

vamente i termint analoghi della 1., e della : 1. ferie fi dovran

determinare i coefficienti arbitrariamente aflunti nella prima.

Queſto metodo allai preclaro, ed utile in altre congiunture ve

defi ben maneggiato, ed efposto con chiarezza nella prefen

te Propofizione : febbene in certi cafi , quando non conoſcafi

la forma regnante de termini, ei fuol dáre ambigui rifultati,

come l' ha ollervato Brook Taylor nello Scol. della Prop. IX.

Meth. Increme , e l' 1ſteilo Nevvton, Stirling, ed altri.

* -
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debba effere l'altra aja

AEbf= Au + Buu+ Cu3 -- Du4 + &c. N

Si fiffi Cb, ( ch'erafi prefa di un arbitraria

lunghezza) terza proporzionale in ordine a CE,

e CB; farà in tal cafo il quadrilineo iperbolico

AEbf duplo del primiero AEBF (1). Ed effen

do il prodotto dell'eſtreme grandezze CE, e Có

uguale al quadrato della media CB; farà v+1=

ax+2x+i : e quindi u=xx+2x - Dunque fe nella

ferie N fi foſtituifca, xx+2æ in luogo di u,

e l'efprefion che n’ emerge, fi Ponga ugua

le al doppio della ferie M, avraffi

Α (κα+2κ) + Β (κα-F2α)" + C (κκ+2κ)3 & =

2.Ακ + 2.Βκα + 2Cκ3 + &c.

E quindi formando le potenze del binomio

ax+2x, quali ne indicano gli eſponenti de vin

coli, ov’ei fi racchiude : ed ordinato il primo

membro dell'Equazione fecondo le poteſtà del

la variabile *; fi otterranno le due ferie tra fe

uguali , cioè

***#ث:###x+*جچةيعمجلاهايملانم
4 2.Cx3 + 2Dx4 + &c. O

Or l'uguaglianza di queſte due ferie non può

fuffistere , fe non fieno vicendevolmente tra

fe uguali que loro termini , ove la variabile s

afcende alla medeſima potenza, e con ciò anco

ra i loro coefficienti (b). Imperocchè, tolti d’

ambe

份 Prop. XXII. Lib. III.

(?). Quandº. equazione interceda tra due eſpreſſioni di

grandezze variabili, i loro termini analoghi dovran pure pa

reg
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1

ambe le parti dell'Equazione i termini identi

ci 2Aæ, e 2Ax , e divifo il reſto per xx , dovrà

emergerne

#其總 &c.= 2B + 2Cx + 2Dxx &c.

E quindi fe non vogliafi accordare , che fia

A + 4B = 2B, 4B + 8C = 2C, &c. dovrà fe

guirne che fia A+4B–2B = 2Cx—8Cx –4.Bx

+2Dxx &c., cioè fatte le dovute riduzioni , ,

A+2B = 2.Dxx–6Cx–4Bæ &c.

e con ciò la grandezza coſtante A + 2B uguale

ad un’efprefione variabile, lo che ripugna. Dun

que dev’effere
19 2Α = 2Α A = A

e rifolvendo A

2º 4B + A = 2B queſte Equa- B =——

zioni farà 2.

- A

કુ૬ 8C+4B = aC C = دابتم

&c. 3

sicchè ponendo nella ferie M i valori di già

ritrovati de coefficienti A, B, C &c. farà il

quadrilineo AEBF =
Р A

reggiarfi fra loro. Qual cofa non è folo una proprietà, on

de falı equazioni diitinguonfi dalle altre trattafe nell'Algebra

comune ; ma l'è ben anche un principio per regolar non po

che evoluzioni delle medefime grandezze variabili . Il Signor

Eulero ha dimoſtrato queſto pareggiamento de termini ana

loghi dal ſupporre x = 6: e prima di lui Brook Taylor nella

cit. prop. avealo rilevato da queſta ragione , me in hac æqua

zione x fat quantitas determinata. Ma la dimoſtrazione rin

chiufa nel prefente Teorema fembra più chiara, e più uni

rtale di quelle de lodati Analiſti.
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3: χ2 χ3 χ4 - -

I 2 ^

Vale a dire queſto quadrilineo è ſempre ugua

le ad una ferie di grandezze variabili moltipli

cata per la grandezza costante A. E quindi fe

in un fol caſo ci riefca di determinare il va

lore di A, l' è fuor di dubbio, ch' ei debba

effer quel coefficiente, che in ogni altro cafo

convién prefiggere alla mentovata ferie : Fin

gafi a tal uopo: che * cioè la Ee diventi gran

dezza minore di qualunque data ; il quadrilineo

iperbolico AEea diverrà un picciol rettangolo,

di cui la bafe è la medefima * , e l' altezza

EA = 1 : cioè a dire di queſta picciolifima aja

iperbolica AEea il fattore variabile farà æ, e 'l

costante 1. Dunque il vero, ed univerfal coeffi

ciente della ferie P farà 1. E quindi farà il

quadrilineo iperbolico - - -

3: X% x3 3:4

AEBF = –––+——— &c. Q.

- I _ 2 . _3 4 ----

Similmente fe fi prenda EM uguale ad EB, e

collo stefio artificio vadafi poi determinando il

quadrilineo iperbolico AEMN , fi troverà effer

l’ aja - - - - - - -

3; ኃኋ? χ3

AEMN =– + –+– &c. R.
I 2 3 - -

Dunque l' : g regato delle aje AEBF , AEMN

farà uguale alla ſomma delle ferie Q ed R3,Sioè
- NMBF
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NMBf=2(– +-+-+–&c.) S

I - 3- 7

E poichè la retta CE può fempre dividerſi in.

un punto M, talchè stia CE + EM a CM in

una data ragione, fi fupponga effer queſta ugua

le a quella di n ad 1 , e chiamando * tanto

EB, che EM, avraffi 1+x : 1 –x : : n : 1 ; e quin

34-- I

di 1+x= n–nx, e finalmente x = |

ท-HI

Dunque foſtituendo queſto valore della grandez-.

za x nella ferie S, farà l’aja NMBF =

Г}}— 1 I ノnーI、3 I /nーI、5 , ר

*||*|()+(باتک)+&هيلإ t-n十ーI 3 Nn十rイ 5.>m+1 ۔ےہ

Ma per effere CM : CB : : CE : CO, l’aja iper

bolica NMBF è uguale all’altra AEOP ().

Dunque farà ancora il quadrilineo iperbolico.

AEOP =

"72- I I ィnー1、3 1.ィnーI、5 ~ .

2. . —+ -( )+:( )+sejr
tn十1 3 >m+1 5 \n + 1 ۔م ..

С. В. D. -

Cor. I. Sia n = Io, farà n – 1 = 9, ed

n+1 = I 1. Dunque il log-mo iperbolico di Io,

2. ad

. (c). Per dimostrar queſto principio fi fupponga eflere
(Fig. 76.) CR: CA ប៊្រុ ; faràိိို့默歌。 : FᎬ :

CE. E. continuando la dimoſtrazione come quella del Teore:

ma XXII. Lib. III. eonchiuderaffi effere il quadrilineo GABH

uguale all'altro KEFL •
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ad 1, cui è proporzionale l’aja AEOP, o fem

plicemente il log-mo di Io farà

íר 9 \3 г. 9 N5مسد

a ||+()+()+ x ||- 1 1 3 \ I 1 / 5 N 114 دسلا

E poichè queſta serie è rapidamente convergen

ze, o diſcendente, bafterà fommar pochi termi

ni de primi per averne il dilei valore . Dun

que effettuandofi queſta fomma per mezzo de'

decimali avraffi log. I o = 2, 3o2585o9.

Cor. II. In fimil modo potrebbefi rinveni

re il log-mo di qualunque altro numero, perefempio di 2 , di 3 , &c. · * v

Cor. III. Il log-mo volgare di Io è 1 , e

l'iperbolico, come fi è ritrovato nel Cor. I.,

è 2, 30258509 . Dunque di ogni altro nu

mero il log-mo volgare ſtarà all'iperbolico, co

me 1 a 2, 3oz585o9 (a). E quindi fe vogliafi

il log-mo iperbolico di qualche numero, bafterà

prender nelle Tavole il log-mo volgare di ef.

fo, e poi moltiplicarlo per 2, 302585o9.

Cor. IV. Sieno le due Iperboli NF, e QR

rapportate a medefimi afintoti ortogonali HG,

(a) Per dimostrar ciocchè leggiermente fi è toccato in

uesto Çorollario, ſupponganfi effere A, e B le bafi di due
器 log-mici,e fian di più tra fe uguali le ſeguenti gran

dezze eſpönenziali
Tz

A*, e Bº ; farà A = BF

dunque farà coſtante il ſecondo membro di questą Equazione al

par del primo A : e quindi dovrà eflere x ad v in una co

itante ragione : cioè x, ed v, che ſono log-mi di due gran

dezze eſponenziali tra fe uguali, fono ſempre in una ſtella

ragione • - - -
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CB, ed in effe fi tirino, ovunque ne piaccia,

le due ordinate QE, pB, e fi compiano i due

rettangoli tEeq, rEea fu di Ee aliquota di EB:

Egli è chiaro che questi rettangoli debbano ef

fere (1) nella ragione di QE ad AE, o de ret

tangoli QEC, AEC (2), e con ciò nella ra

gione delle potenze delle Iperboli QR , NF (3).

È ciò ſempre dimoſtrandofi farà pel Lemm: I

e per la 12. El. V. l'aja QEBp all'altra AEBF ,

come la potenza dell'Iperbole QR alla potenza

dell’altra NF . 1

Cor. V. Or la potenza dell'Iperbole NF è

1 , e l’ aja AEBF è il log-mo della ragione

di CB a CE : dunque fe la potenza dell'altra

Iperbole QR fi chiami P*, farà il quadrilineo

iperbolico QEBp al log-mo della ragione di CB

a CE, come Pº ad 1. E quindi il quadrilineo

QEBp uguaglia Pº moltiplicato pe’i log-mo del

la ragione di CB a CE, o di EQ a Bp.

Cor. VI. Dunque ogni quadrilineo iperbolico

è uguale alla potenza dell'Iperbole moltiplicata pe'l

dog-mo della ragione delle ordinate, che il chiudono .

Scol.

Se talun di voi mi addimandi, perchè mai

nella ferie M, onde fi è definito il quadrilineo

AEBF, non fiafi poſto niun termine costante, per

efempio uguale ad a : io gli riſpondo, che ciò

• • P 3 IìOIA

(1) ប៊្រុ 1. El. VI. -

(2) L’iftefla .

(3) Prop. XX. Lib. III.
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non può giammai addivenire · Imperciocchè fup

fi, fe l' è pofiibile , che fia l’aja

AEBF = a + Ax + Bxº + Cx3 &c.

farà di per fe chiaro, che la grandezza a ab

bía mai fempre a ritenere uno ſteffo valore, qua

lunque fia quello, che vogliafi ad æ attribuire.

Or fi fupponga, che diventi zero la grandezza x,

cioè la EB ; dovrà in tal cafo fvanir nel primo

membro dell' Equazione l'aja AEBF, e nel fe

condo fvaniranno ancora tutti que termini, che

fono moltiplicati per x, o per una fua potenza,

imperciocchè x in queſto cafo è zero. Dun

que vi rimarrebbe a = o. Lo che ripugna.

ponga

P R O P. XLIX. T E O R.

Fig-95. fia BDR un'Iperbole Parilatera, e DR una

qualunque femiordinata all'affe; io dico che il tri

lineo iperbolico BDR fia uguale ad una metà del

rettangolo delle coordinate AR ed RD , meno la

Pºtenza dell'Iperbole moltiplicata pel logaritmo

della ragione della fomma di eſſe coordinate al

femiaffe .

* Dim. Sieno di queſta Iperbole Parilatera

os $ Ps gli afintoti, ed ÅB ed AL i fe

miasti conjugati : da' punti B, e D fi tirino le

ºrdinate BS, DF all’afintoto AF, e fi unifca A.D.

Saranno le figure DGF, AGE', ABS, AEg al

;“ttanti triangoli iſoſceli rettangoli, e con ciò
fimili fra loro (I). |- Giò

(1) Dim. Prop. XXIII. Lib. III.
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Ciò poſto il rettangolo gDG (1) è uguale

ad AB? : dunque farà (2) gD ad AB come AB

a GD, o come BS a DF : effendo fimili fra loro

i triangoli ABS, GDF. Ma gD è uguale a

DE con Eg, o colla di lei uguale AE, cioè a

dire alla fomma di AR e di R.D. Dunque la

ragione di BS a DF farà uguale alla ragione

della fomma delle coordinate AR ed RD al fe

miaffe AB. E quindi il quadrilineo BSFD, o

il fettore iperbolico ADB (3), ch’è uguale alla

potenza dell'Iperbole moltiplicata pe'l log-mo

della ragione di BS a DF (4), farà uguale alla

medefima potenza moltiplicata pe’i log-mo della

ragione di AR+RD ad AB.

Or il trilineo iperbolico BDR è la diffe

renza del triangolo ADR, e del fettore iper

bolico ABD . Dunque il medefimo trilineo fa

rà uguale ad una metà del rettangolo delle co

ordinate AR. ed RD meno la potenza dell'Iper

bole moltiplicata pel log mo iperbolico della

ragione che al femiaffe vi ferba la fomma di

effe coordinate. C. B. D. :

Cor. I. E’l trapezio iperbolico BAED, ef

fendo uguale al triangolo ADE, ed al fettore

ADB, farà uguale alla metà del rettangolo del

le coordinate AE, ed ED più la potenza dell’

Iperbole moltiplicata pel logaritmo della ragione,

che ferba al femiaffe la fomma delle coordinate.

O Cor.
4.

(1) Prop. XVIII. Lib. III. (2) Prop. 17. El. VI.
(3) Çor. I,,Prop. XXII. Lib. 品 rop. 17

(4) Cor. VI. Prop. XLVIII. Lib. III.
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Fig.96.

Cor. II. E quindi il doppio del trapezio

BAED farà uguale al rettangolo delle medefi

me coordinate più il quadrato del femiaffe (chỉ

è duplo della potenza) moltiplicato pe'l log-mo

della ragione , che ferba al femiaffe la fomma

delle coordinate .

P R O P. L. T E O R.

Sia CB un femiaffe dell'Iperbole Parilatera

BDR, e CA la furregolatrice, ed in effa curva

ovunque fi tiri la femiordinata DR eftendendoſi

infino alla CA; io dico che, fe fi rivolga lo ſpazio

BDRAP intorno all’affe CBR , la conoide iper

bolica generata da BDR debba uguagliare la dif.

ferenza del cono troncato e del cilíndro, cbe vi

generano il trapezio BRAP, e’l rettangolo BRQP.

Dim. Il quadrato di DR adegua la diffe

renza de' quadrati di CR , e di CB (1) ; cioè

a dire la differenza de quadrati di RA, e di

RQ : effendo a cagion dell'Iperbole parilatera

GB uguale a BP, o ad RQ, e quindi ancora CR

uguale ad RA. Dunque anche il circolo di DR

pareggerà la differenza de circoli di RA, e di RQ.

Intanto l’afciffa RB dell'Iperbole BDR fi divida

nelle parti uguali Rr, rt &c., e compiti i ret

tangoli RrdD, RAar s'intendan queſti rivolgerfi

intorno a BR infiem coll'Iperbole proposta; fa

ranno i cilindri de rettangoli RrdD, RAar, RQạr

COII)C

(1) Cor. II. Prop. XXVIII. Lib. III. ·
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come i circoli de raggi DR, RA, RQ • Dun

que il cilindro di RrdD farà uguale alla diffe

renza de cilindri di RAar, e di RQạr, come

il circolo di RD fi è quì fopra moſtrato pareg

giar la differenza de circoli di RA, e di RQ

E dimoſtrandofi l’ifteffo affunto nelle altre par

ti dell’afciffa RB, farà pel Lemma I., la co

noide iperbolica generata dall'Iperbole BDR u

guale alla differenza del fruſticono generato da

BRAP, e del cilindro del rettangolo BRQP.

С . В . D.

Cor. I. Si prenda RV terza parte del fe

miaffe BC, e condotta VN parallela ad RQ la fi

prolunghi infin che incontri QP in N, e poi

fi faccia rivolgere il rettangolo BVNP intorno

ad V.R. Ne verrà un cilindro uguale al cono di

CBP (1): e quindi aggiungendo a queſti folidi

il cilindro generato dal fottoposto rettangolo

BRQP, farà quel cilindro, che vi genera l'

intero rettangolo VRQN uguale al folido, che

forma il trapezio CRQP rivolto intorno a CR.

Cor. II. Dunque la conoide iperbolica di

BRD, ch’è uguale alla differenza del frusticono,

e del cilindro generati dal trapezio BRAP, e

dal rettangolo BRQP entrambi rivolti intor

no a BR , farà pure uguale alla differenza del

cono, ed del cilindro, che il triangolo CRA,

e’l retrangolo VRQN rivolgendofi intorno alla

CR afciffa dal centro vengono a generare.
Cor.

(1) Prop. 1o. EI. XII,
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Cor. III. E quindi la mentovata conoide |
è uguale alla differenza de’feguenti folidi, cioè di

un cono retto generato da quel triangolo rettango

lo ifofcele, di cui ciaſcun cateto è quanto la di lei

afeiffa dal centro, e di un cilindro, che ba per

altezza la medefima afriffa diminuita di due terzi |
del femiaffe , e per bafe il circolo del femiaſſe .

P R O P. LI. T E O R. |

Se intorno allo ſteſſo affe QR feno deferitte

le due Iperboli RD, RB, che abbiano per affi conju

gati le rette MN, ed FO ; i due trilinei iperbolici

RDA, RBA, ciaſcun de quali è contenuto dalla

fieffa afeiffa RA, dalla dilei femiordinata, e dall’ar

co, faran fra loro come i medeſimi affi conjugati .

E in duplicata ragione degli affi conjugati fa

ranno le conoidi, che i mede/imi trilinei defcrive

vanno rivolgendoſi intorno alla comune aſciſſa RA.

Fig.97.

Dim. Part. I. Immaginatevi , che fia divi

fa nelle parti uguali AG, Gg, &c. l'afciffa

RA, e che pe punti delle divifioni G, g, &c.

vi paffino altrettante femiordinate ad amendue

le Iperboli. Ben tosto vi avviferete, che per

la natura dell'Iperbole RD effendo AD2 : QAR ::

MN? : QR? (1), e per l’altra RB effendo al

tresì QAR: AB? :: QR? : FO2 , debbà effere or

dinando AD2 : AB2 : : MN2 : FO2, e quin

di AD : AB : : MN : FO. Or compiti i paralle

lo

(1) Cor. II, Defin. V. Lib. III.

–
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logrammi AGKD, AGIB, le loro aje, che

fono come AD ed AB (1), debbono effer ben

anche come MN ed FO). Per la qual cofa fe

la dimoſtrazione fi guidi a fine co principj del

Lemma I., come in fimili congiunture fi è pra

ticato, rileveraffi agevolmente, che il trilineo

iperbolico RDA stia all’altro RBA come MN

ad FO, che fono gli affi conjugati delle fteffe

Iperboli.

Part. II. E poichè i cilindri generati da'

rettangoli AGKD, AGIB per avere la comune

altezza AG fono in duplicata ragione di AD,

ed AB raggi delle loro bafi, effi faran pure in

duplicata ragione di MN, ed FO affi conjuga

ti delle propofte Iperboli. E continuando que

fto ragionamento colla guida del metodo de'

Limiti, che fi è più volte adoperato, dovrà

concluderfi, che le conoidi generate da tri

linei iperbolici RDA, RBA nel volgerfi, ch’

effi fanno intorno ad RA, fieno in duplicata ra

gione degli affi conjugati MN, ed FO, C.B.D.

Cor. I. La quadratura di ogn’ Iperbole di

pende dalla quadratura dell'Iperbole Equilatera :

come la quadratura dell’Elliffe derivafi da quel

la del circolo (2), che l'è un Elliffe equilate

ra, cioè di uguali affi .

Cor. II. Sicchè la quadratura di una qua

lunque Iperbole dipende da log-mi iperbolici.

Сor.

(1) Prop. 1. El. VI.

(2) Cor. ᏙᎥ. Prop. XXXV. Lib. II.
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Fig.95.

Cor. III. E la cabatura di una qualunque

conoide iperbolica dipende dalla cubatura di quel

la, che vi genera l'Iperbole Parilatera.

Р к о Р. Lн. т в о к.

Nell'Iperbole Parilatera NSX, fe oyunque fi

tiri l’ordinata NB tra gli afintoti , e poi lo ſpa

zio afintotico BXN con perfetta rivoluzione intornº

all’afintoto CB fi aggiri ; io dico, che il folido

generato dallo ſpazio BXN infinitamente lungo pa

reggi il cilindro, che dal rettangolo delle fotto

poſte coordinate NB, BC viene a generarſi colla

fteffa rivoluzione.

Dim. Si conducano full'afintoto CD le due

ordinate RS, rs : e poi fi compiano i rettan

goli CDNB, RStr, RPpr. 3

Ciò poſto gli anelli cilindrici generati da

rettangoli RStr, RPpr colla mentovata rivolu

zione fono fra di fe, come le loro altezze SR,

PR : imperciocchè poggian effi fulla comune

armilla circolare di Rr. Ma SR ſta a PR , o

ad ND , come CD a CR (1), ovvero pe tri

angoli fimili CDN, CRQ, come ND a QR.

Ed è poi ND, o la fua uguale PR ad RQ ,

come il rettangolo RPpr all’altro RQur (2).

Dunque faranno i riferiti anelli cilindrici di

RStr, e di RPpr, come i rettangoli RPpr:,

RQur

(1) Cor. II. Prop. XX, Lib. III,

(2) Prop. 1, El. VI. -
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RQur. E quindi pe Lemmi I. e II. il folido

afintotico CXND ftarà al cilindro generato dal

rettangolo BCDN colla rivoluzione intorno a

BC, come il rettangolo BCDN al triangolo

NCD , cioè come 2 ad 1 . Dunque il folido

acuto infinitamente lungo, che vien generato

dallo ſpazio afintotico BXN rivolto intorno ; a

BA, farà al fattopoſto cilindro, che vi gene

ra il rettangolo delle coordinate BCDN, come 1

ad 1 , cioè in ragion di uguaglianza. C. B. D.

2 - Scol.

Lo ſpazio afintotico BXN , che nel Corol

lario ultimo della Propofizione vigefima fecon

da di queſto Libro fi è dimostrato effere infi

nito, non genera che un folido finito, qualor

fi rivolga con perfetta rivoluzione intorno al

fuo afintoto AB. Quest’ infigne paradoffo di

Geometria , che ho voluto dimoſtrarvelo col

metodo de limiti in preferenza di quello degl?

Indiviſibili, fu rilevato da Evangelifta Torri,

celli illustre Geometra del fecolo decimofetti

mo, ed uno de' più famof Diſcepoli del Gran

Galilei . - |

Р к о Р. Lш, в к о в L.

L'Iperbole ABQ fi rivolga con perfetta rivo..ை

luzione internº al ſuo affe Aa, ſi vuol determina

re la fuperficie della conoide, ebe n'è generata,

- I. Di
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I. Dividafi l’affe Aa dell'Iperbole ne pun.

ti G, ed H, ficchè tanto OG , che OH fia

terza proporzionale in ordine alla dilei eccen

tricità OF, ed al femiaffe principale AO. II.

Di poi s'intenda defcritta l’altra Iperbole GIK,

che abbia per affe principale la retta GH, e

per affe conjugato quell’ifteffo, che alla data

Iperbole fi appartiene . III. Finalmente dal pun

to A fi elevi fu di Aa la perpendicolare AI:

dico effere la ricercata fuperficie quarta proporzio

male in ordine al raggio di un cerchio , alla fua

periferia, ed allo ſpazio iperbolico AIKQ.

La dimoſtrazione di queſto Problema è l'

ifteffa di quella dell’Elliffe Prop. XXXVII.

P R O P. LIV. P R O B L.

- , , Ritrovare la fuperficie dell' Ellittoide genera

Figººto dalla rivoluzione dell' Elliſſe ABCD intorno all'

affe minore BD, - -

, I. Dal fuoco f ad uno degli estremi B

dell'affe minore fi meni il ramo fD, cui fi

elevi la perpendicolare DZ, che incontri l'affe

maggiore in Z. II. Si tagli Eb uguale ad EZ,

e coi femiaffi conjugati EA , Eb s'intendano

defcritte le Iperboli opposte AG, CF. III. Si tiri

per B la GF parallela ad AC, e fi compia il

rettangolo GLRF : dico effer la richiefta fuper

ficie proporzionale in ºrdine al raggio di ""
- cffe
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circºlo, alla ſua perifèria, ed allo ſpaziº iperbeli
co GACF. - • • • • - -

Diin. Il quadrato di BG sta al quadrato di

EA, come è al quadrato di EZ (1) la fomma

de quadrati di BE e di Eb, o di DE e di

EZ, cioè il quadrato di DZ. Ma pe triangoli

fimili (2) DEZ, DEf sta DZ? ad EZ2 , co

me Df , o il fuo uguale EA? (3) ad ED? .

Dunque farà pure BG2 : EA? :: EA? : ED” , e

BG : EA :: EA : ED., val quanto dire BG o BF

dovrà effere il femiparametro dell’ affe minore -

E quindi la retta EF (4) farà il luogo delle

funnormali nel medefimo affe : cioè tirandofi ad

un qualunque punto M dell’Elliffe la normale

MN, e diftendendofi per effo la retta OMe paralle

la ad AC, la funnormale QN farà uguale a QT,

Di più effendo per la 6. El. II. Enº ugua

le ad EA? con CnA , ed EA? per la 5. uguale

ad EI* con CIA, farà lo fteffo nEº uguale ad

EI2 coi rettangoli CIA, CnA. E togliendo d'

ambe le parti EI*, farà la differenza de quadra

ti di nE, e di EI, cioè (5) il rettangolo gIn

( intendendofi compito il parallelogrammo nOig)

uguale alla fomma de rettangoli CIA, CnA.

Ciò premeffo, i due quadrati di GL , e

di On a cagion dell'Iperbole AG fono fra loro,

- come

(1) Cor. II. Prop. XXVI. Lib. III.

Ü2) Prop. 8. El. Vi. -

Ĉ3) Prop. XXV. Lib. II.

(4) Cor. l. Prop. X. Lib. II,

.1l5۰اتلم.ts)Prop
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ఫీ. i rettangoli CLA, CnA (1): ed i me

defimi quadrati avvegnachè uguali agli altri di

BE, e di MI, fono per la natura dell’Elliffe (2),

come i rettangoli CEA, CIA. Dunque (3) fa

rà la fomma de rettangoli CLA , e CEA, cioè

EL? (4), alla fomma de rettangoli CnA, CIA,

cioè al rettangolo gIn , o MO, come EB? ad

MI” . Ma l' è poi BE2 ad MI?, o ad EQ2 ,

come BF2 a QT2, effendo finili i triangoli

BEF, QET. Dunque farà EL? : 'MO :: BF2 : QT2,

cioè tMO farà uguale a QT* o a QN*, come

EL? è uguale a BF2 . Per la qual cofa fe a

*MO, e QN° aggiungafi QM” , ne verrà (5)

OQ? uguale ad MN*, ed OQ uguale ad MN.

Or s'intenda effer l'archetto Mm l’ultimo

di quei, che ne afcinde la corda MB circolar

mente aggiratafi intorno ad M e verfo G : e poi

fi cali mr perpendicolare fu di MT; farà il tri

angoletto Mmr fimile al triangolo MQN : onde

convien che fia Mºn ad mr, come MN , o la

fua uguale CQ ad MQ, o come la circonfe

renza di OQ a quella di MQ. E quindi il

rettangolo di Mm nella circonferenza di MQ,

cioè la fuperficie defcritta dall’archetto ellittico

Mm, farà uguale al prodotto della circonferen

za di OQ in mr : e quindi quello al par di

queſto dovrà stare al rettangolettoļOQqo come la

C1ſ

Prop. X. Lib. III.

Prop. VIII. Lib. II.

Prop. 12. El. V.

Prop. 6. El. II.

Prop. 5. El. II.

I

2

3

4

5
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conferenza al raggio. Dunque farà la m

fuperficie del dato Ellittoide all’aja AGBE, co

me la circonferenza di un circolo al raggio :

ed in queſta medefima ragione ſtarà l’intera

fuperficie dell'Ellittoide all’ aja iperbolica GACF.

с . в . d.

Scol.

Il luogo delle Sunnormali in tutte e tre le

curve coniche vedeſte altrove efferne una linea

retta (1). Il luogo delle normali della Parabo

la vi fu moſtrato nella Prop. XXV. Lib. I. , che

fia un’altra Parabola. E dalle Prop. XXXVII.,

e LIII. del II., e del III. Libro può conchiu

derfi(a), che quello delle normali di un Elliffe,

o di un’ Iperbole , qualor fi rapportino agli

affi primarj , di queſte, curve , abbia ad effere

un’altra Eiliffe, o un’altra Iperbole. Ciò non

per tanto il luogo delle normali, che fi riferifco

no all’affe minore di un Elliffe, non è un’altra

Elliffe, ma sì bene un'Iperbole, come fi è fat

to vedere in queſto Problema.

Р PRO.

(1) Cor. I. Prop. X, Lib. II.

(a) Se ogni femtordinata PM della curva AMa, qualun

que ella fi fia ( fig. 58. ), fi protragga, finchè PN adegui la

corriſpondente_normale MS; la lineă, che fi ſegna da futt i

punti N , diraffi luogo delle normali. E, lo ſtello può , dirfi di

ogni altra variabile, cui fi faccia uguale la PN . . L'infigne

eometra Italiano il Signor Vincenzo Viviani nella ſua II.

Divinazione geometrica, ch’è fu i Luoghi Solidi di Ariſteo

Seniore , chiama limitem ordinationum normalium la ferie di

coteſti punti : Ed ecco l'enunciazioni de Teoremi.38, 39 , 4o,

41, la di cui eleganza m’induce a rapportarveli.

Prop.
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P R O . P. XLV. T E O R.

pig iei. Se collo felfo parametro AB, ed intorno allo

fiefo affe FA fieno deſcritte la Parabola AN, e l'

Iperbole Parılatera AE , che abbian pure lo steſſo

vertice A; io dico, che tirandoſi da un qualun

que punto N della Parabola l’ordinata NG all'

aſſe conjugatº dell'Iperbole, debba effere il qua

dilineo iperbolico ACGE. uguale al rettangºlo dell'

arco parabolico AN nella sunnormale della me

defima Parabola ·

Dim. Dal punto N fi tiri nella Parabola la

normale NR, e la femiordinataNM all'affe; farà la

funnormaleMR di queſta curva(I) uguale alla metà

di AB parametro comune a tutte e due le fezio

ni, e con ciò uguale al femiafe AG, che per

l'Iperbole Parilatera pareggia il fuo femipara

IIACs

Prop. In Parabola limes ordinationum normalium fuper

festioneń dustarum ef ad locum concavum alterius Parabole

Žibi congruentis , ac ſimul adſcripte, & cujus focus ft in

vertice ipſius daté • * ** - - , - - - - - -

prop in Ellipfi. Oblonga, ( el in Hyperbola ) limes
ordinariðnum normalium ſuper festionem dastarum est ad lo

zum concavum alterius Ellipfis.(vel Hyperbole) date concen
*rice, co fimul adſcripte 2. cijas ,axis conjugatus idem fit,

ac fecundus axis date festionis ; limitis vero axis major fit

sertia proportionalis pºst difiantiam inter focos date festio

mis, & ejuſdem axeiu princi alem . , « »

Prop. 1# Ellipſ, prolata limites ordinationum normalium:

uper jēétionem dustarun funt ad locos convexos oppofitarum

festionum sibi concentrifaru: , & simul adſcriptarum, qua

#um axis trafverfus iden sit . ac majºr axis, Ellipsis dete :

quique ad restun latus oppositarum est at différentia inter
uairatum reai lateris minoris axis , & quadratum majoris

sed quadratum axis minoris • Frą

,Libم iبi)Prop. IX)
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metro. Dunque farà pure il quadrato di MR.

uguale a quello di AC. Or per la natura della

P 2. - II1G«

Fra le invenzioni , ch'*濫 il Signor delle Carte ne'Fig.109,

Ulfuoi elementi di Geometria fublime , miuna glı tornò tanto

a genio ; quanto il metodo generale delle tangenti o piut
ದಿನಿ delle normali , , la di cui orditura qui giova efporre in

brieve, per quindi alle curve coniche applicarlo. -

Si defcriva (Tecco i principi del divifato metodo ) il cerchio

Mm, che abbia il fuo centro nell'affe AC della curva AMm,

qualuque ella fi fia, e che la feghi, ovunque : e poi fi finga

che rimanendo filfo il fuo centrö C, continuamente fi rac

corci il raggio CM: Egli è chiaro che i , raggi CM, Cm

al par de punti delle, fezioni M, ed ni: fi abbianõ ad appref

far fra loro : e che l'uno combaci coll' altro, quando il cir

colo divien tangente della curva “, Qr in tal cafo il raggio
CM diventa la "normale della medefima curva, e le afciffe

AN, ed An, ch' eran prima difuguali fra loro, fi faranno

uguali. Ciò poſto fi ponga AN = * , NM = y, CA = v,

eTCM = z ; farà CN = CA - AN = v - x . Ed effendo

MN* = CM* - CN*, farà benanche

= << - τιτ + 2.ιικ -- κκ

Or fupponendo ellere AMm una curva conica, la ſua gene

zal equazione farà

- y = A + Bx + Cxx

Onde togliendo da questa equazione l'anteriore, avraffi

A + Bx + Cxx

τυτ - «ζ - 2μα + ακ

Ed ordinandola fecondo le dimenſioni della variabile x, do

vrà emergerne

: 0

B–2u Α+υτ-«<

Γ κκ + ( -- )κ+

C+ 1 С-+ I

Or nel cafo chę CM fia la normale della curva AMm, i due

valori di AN, e di An, come fi è moſtrato, fi fanno tra fe

uguali . Dunque fe ciaſcuno di effi fi chiami e ; farà x — = 0;

e perciò moltiplicando queſt equazione femplice per l'altra

x - e= 0, che l' è uguale, dovrà nafcerne xx– 2ēx + ee = 0;

equazione quadraticà di due radici uguali ... E pareggiando i

termini di queſta equazione e dell'altra D; ove x afcende

alla stella potenza (vedi la nota (b) Prop. XLVIII. Lib. III.

--سهسسم=0

AWIZM• •
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medefima Iperbole (1) l'è ancora il rettangolo

FDA uguale a DE* , o ad MN*. Sicchè la

fomma del rettangolo FDA e del quadrato

di AC farà uguale alla fomma de quadrati di

MN e di MR, cioè a dire (2) CD2 uguale ad

RN? (3) : e quindi CD, o la fua uguale GE

dovrà uguagliare la normale RN . "

Ciò premeffo, fe intendafi condotta la cor.

da NA, che poi intorno ad N, e verſo E fi ag;

giri circolarmente ; ei farà chiaro, che neiſ

ultimo fito di queſta retta, prima che la fi

diftenda fulla tangente del punto N, la di lei

parte interiore debba confonderfi coll’archetta

Nn, che ne afcińde . Dunque in tal cafo il

triangoletto Nuo farà „fimile all'altro NMR;

e quindi per la ſomiglianza di effi triangoli ef.

fendo Nn : No :: NR : RM ; il rettangolo di RM

in Na dovrà uguagliare l’altro di No in NR,

cioè di Er in EG : effendofi moſtrate queſte

rette a quelle reſpettivamente uguali . . Con

che dimoſtrandofi nella蠶 guifa, che ogni

altro rettangolo fatto dalla funnormale della

avraffi B-2u = - 2e ( C+1 ) : ornettendo il -ஃ:
醬 termine, e del térzo d'entrambe l'equazioni, che non

îi confanno al noſtro propofito. E quindi

и = ( С+ i ) е + + в.
Ma è CN E u - x . - -

Dunque farà CN = e ( C+1 ) + و B - *

cioè ponendo x in luogº di.e, e praticando le dovute ridu

zioni, farà CN = Cx + # B. Lo che è vero gene

ralmente .

1) Cor. II. Prop. XXVIII. Lib. III,

} Prop. 6. El, II. «

Îşi Prop. 47. Ek I. هديم --
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Parabola in ogni altro archetto di queſta cur

va fempre pareggi il corriſpondente rettango

letto circoſcritto nel quadrilineo iperbolico ;

farà forza che il rettangolo della funnormale

MR nell’intero arco parabolico AN adegui il

quadrilineo iperbolico ACGE, ove terminano

que rettangoletti . C. B. D. *

Cor. I. Effendo il parametro AB della Pas

rabola duplo della di lei funnormale MR, il

rettangolo di AB nell'arco parabolico AN fa

rà duplo del corriſpondente quadrilineo iperbo

lico ACGE .

Cor. II. Ed effendo il doppio del quadri

lineo ACGE (1) uguale alla fomma del rettan

golo delle coordinate EG, GC, e del quadrato

del femiaffe moltiplicato pe’i log-mo della ra

gione di EG+GC ad AC; farà a queſta fom

ma puranche uguale il rettangolo dell’arco pa

rabolico A N nel di lui parametro AB.

Cor. III. E perchè, come fi rileva dalla

dimoſtrazione di queſto Teorema , le tre rette

EG, GC, CA fono nella Parabola refpettiva

mente uguali alla normale NR, alla femiordi

nata NM, ed alla funnormale MR; foſtituendo

queſte grandezze in luogo di quelle, che ho efpref

fe nel Corollario precedente, formeraffi un’ele

gante Teorema, ed acconcio a procurarne la

rettificazione della medefima Parabola, cioè .

Р 3 Teor.

(1) Cor. II. Prop. XLIX, Lib. III,
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Teor.

Se dal vertice principale di una Parabola

afeindafi un qualunque arco, e dal fuo eſtremo /i

meni la normale, e la femiordinata all'affe; il ret

tangelo di effo arco nel parametro principale di tal

curva pareggerà il rettangolo della normale nella

femiordinata , più il quadrato della funnormale

moltiplicato pe'l log-mo iperbolico della ragione ,

che ferba alla funnormale l'aggregato della norma

le, e della femiordinata .

Scol. I.

|

Da queſto Teorema rilevafi agevolmente,

che l’efprefſione di ogni arco parabolico rac

chiuda una parte algebraica, ed un’altra loga

ritmica; e che per ciò abbia ad effer trafcen

dente il Problema di affegnar due archi para

bolici, che abbian fra loro una data ragione. Pur

non di meno è riuſcito ai sommi Geometri il

Signor Giovanni Bernulli , e'l Marchefe dell’

Hopital (a) ridurlo ad un Problema Piano di

Geometria : ed io volentieri ve ne arrecherei

una fintetica elegante foluzione, che non ha gua

ri un nostro Geometra ha congegnata, fe la

brevità di queſte Istituzioni non me’l vietaffe.

* Scol.

, „(a). Vedi 'Qpufcolo di Gio. Bernulli inferito negli Atti
di Lipſia del 1698. , el Marchefe dell'Hoſpital nei fratt. Ä

nalit. delle Sez. Conic. Lib. X. Efemp. V.
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Scol. ÎI.

La rettificazione dell' Elliffe, e dell'Iper:

bole forma un nuovo genere di grandezze.: di

operazioni trafcendenti fuperiori alla rettifica

zione del circolo, ed all’efibizione de log-mi:

e quindi tutto ſ impegno degli Analisti ſi è

concentrato a rinvenir delle ferie più eleganti » ?
più convergenti per efprimere gli archi ellittici, ed

iperbolici: ed a ridurre vicendevolmente alla reº

sificazione di questi archi gl'integrali di tert: fºr

mole, che non fi poſſano algebraicamente eſibire,

mà tampoco co log-mi, e cogli archi di cerchio (b).

P 4 LIB.

(b). La riduzione di , certi differenziali alla rettificazion

dell'Ellifle, e dell' iperbole è ſtato mai fempre l'oggetto de'

Sommi Analiſti. Dopo del Conte Fagnani fi fono in ciò di

ftinti il Signor , de Maclaurin , il Signor d'Alambert negli

Atti dell' Accad. di Berlino 1746, 1748, Gio. Lọnardo Eu

lero negli Atti nuovi della Real Accad. di Pietroburgo vol,

VIII, e X, e l' ultimo Signor Lexel nel volume della med.

Accad. ann. 1778. Ma il ſodato Signor Eulero fi è pure oc

cupato a paragonare infieme degli archi ellittici, e ad eſpri

merli con formole più concinne , come l'ha efeguito nel

Vol. VII. degli Atti Nuovi Petropolitani, nel Vol. II. de'

fuoi Opuſcoli, ed altrọve •



2

"L I в. IV.

L E D E F C R I Z I O N I

Delle Curve Comiche.

P R O P. I. P R O B L. |

? Efibire un modo facile ed univerfale, onde .

Fig.122 poter defcrivere coll'affegnazion de punti una cur
103, 104 - - - r - - 7 : • |

va conica, di cui fieno dati il diametro AC , il

parametro AB, e l'angolo X delle coordinate.

Prima, ch' io vi rapporti un modo prati

co, ed univerfale da rifolvere queſto Problema,

vuolfi avvertire , che nella Parabola bafti effer

dato di fola poſizione il fuo diametro : laddove

nelle altre fezioni convien ch'ei fia pur anche

dato di magnitudine. Ciò poſto

I. Conducafi la Regolatrice BC (1), ed

all’eſtremo A del parametro AB formiſi l’ an

golo femiretto BAO : e la retta AO, che in

appreffo chiamerò Inclinata, protraggafi d’ambe

le parti del punto A.

H. Si unifca il punto medio del parame

tro AB con quel punto, ove l’Inclinata incon

tra la Regolatrice : e queſta retta OD , che di

議 rò linea centrale , perciocchè in effa ritrovanfi i

centri de circoli , con cui fi affegnano i punti

addimandati, fi diftenda giù del parametro.

III. Si

(1) Scol. Prop. I. Lib. II,
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:

III. Si prenda là doppia fquadra PNRNQ,

e la fi adatti, ficchè la di lei riga RN com

baci col diametro della curva da defcriverfi :

mentre l'altra riga PQ incontri in G, ed F

l’inclinata, e la linea centrale .

IV. Col centro F intervallo FG fi defcri

va il cerchio GRH, che feghi la riga NR in

R : e fatto l’angolo RNM uguale ad X fi tron

chi NM uguale ad NR : io dico appartenerfi il

punto M alla curva che fi chiede » e che in ſimil

modo fi polfano aſſegnare gli altri punti del di lei

perimetro.

Dim. La retta OD , che unifce il vertice

dell’angolo AOB col punto medio del parame

tro AB che lo fottende, dee benanche bifeca

re ogni altra retta GH , che fi ritrovi entro lo

fteffo angolo parallela al parametro . Imperoc

chè pe triangoli GFO, ed HFO reſpettivamente

fimili ad ADO, BDO, fta GF: AD:: OF : OD,

ed OF:OD :: FH: DB; dunque farà GF:AD ::

FH : DB, e quindi GF uguale ad FH. Sic

chè il circolo defcritto col centro F intervallo

FG dovrà paffare per H, e 'l rettangolo GNH,

che pareggia (1) il quadrato di RN , dovrà

eziandio uguagliare quello della fua uguale NM.

Or effendo dalla costruzione la figura ANG un

triangolo rettangolo ifofcele, i cateti GN, ed AN

dovran uguagliarfi, e quindi ancora i rettango

li GNH, ANH. Dunque anche il quadrato di

NM farà uguale al rettangolo ANH, e'l pun

t9

(1) Prop. 35, El. III,
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to M dovrà appartenerfi alla curva, che fi vuol

defcrivere (2). C. B. D.

Cor. I. Ghe fe l’angolo delle coordinate

fia retto, bafterà prendere nella riga PN la

parte NP uguale ad NR, e 'l punto P, come

ogni altro determinato in fimil modo, appar

terrà alla curva che fi propone a defcrivere .

Cor. II. Se mai fi cercaffe di defcrivere

coll’affegnazion de punti un’Elliffe, o un'Iper

bole, di cui fieno dati di grandezza, e di fito

due diametri conjugati; fi dovrà trovare in or

dine al primario di queſti diametri, ed al fuo fe

condario la terza proporzionale, che farà il pa

rametro di effo primario : e quindi fi continue

rà la coſtruzione, come nel Probl. pres.

Scol.

Trà le maniere pratiche, ed univerfali,

onde fi poffono affegnare i punti del perimetro

di una curva conica, di cui fieno dati il dia

metro, il parametro, e l’angolo delle coordi

nate, ho ſtimato prefceglier queſta : sì perchè

effa derivafi dalle prime proprietà di queſte

curve , cioè dalla I. Propofizione della Para

bola, dalla II. dell' Elliffe, e dalla II. dell'

Iperbole : sì perchè non efige, che un faciliffi

mo moto del compafo. - -

PRO

☾)" Prop. II. Lib. II. e Prop. lI. Lib, III.



:

}

- . 235

P R O P. II. P R O B L,

Defcrivere coll’affegnazione de panti un'El
Fig.105

liffe, o un'Iperbole, che abbia per eccentricità la m: eż.

retta CF, e l'altra CA per femiaſſe principale .

1. Dall' estremo A del femiaffe AG fi ele

vi la perpendicelare AB uguale ad AF differen

za tra il medefimo femiaffe, e l’eccentricità CF.

H. Si ritrovi CT terza proporzionale in

ordine all’eccentricità, ed al femiaffe, e pei

punti T, e B fi diftenda la retta indefinita TBN.

III. Ciò premeffo ful femiaffe AC adattifi,

ovunque ne piaccia, la riga PF della fquadra

FPN, mentre l’altra PN incontri in un qua

lunque punto N la retta TBN .

IV. Finalmente col centro F intervallo PN

fi defcriva l'arco circolare RO, che feghi PN

in R : io dico, che il punto R, come ogni altro

determinato in ſimil modo, abbiafi ad appartenere

al perimetro della curva, che fi addimanda .

La verità dell'operato riluce dalle Prop.

XXXII., e XXXIII. del Lib. H. e dalle Prop.

XLIV. e XLV. del Lib. III.

Cor. Ma per defcriverfi una Parabola, che

abbia F per fuoco, ed A per vertice principa

le 3 bafterà prendere AT, ed AB uguali ad

AF , ed indi continuare la costruzione fecondo

fi è prefcritto nel numero III, e IV di questo
Problema .

1ᏢᎡQ
*

***

-
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Р R. О Р. III. Р R. О В L.

Fig.106. Deſcrivere con moto organico un Elliſſe, o

un'Iperbole, che abbia per fuochi i punti F, ed f,

e per affe la retta Aa .

PER L’ELLISSE. -

I. Prendafi un filo flefſibile FMf, la cui

lunghezza pareggi il dato affe Aa, ed i fuoi

eftremi fi fermino ne dati fuochi F, ed f.

II. Con uno ſtiletto M applicato ad un

punto di coteſto filo tenganfi mai fempre tefi i

di lui tratti MF, ed Mf: mentrei fi aggiri ver

fo A, ed a tanto a deftra, che a finiſtra del

mentovato affe ; verrà con tal moto a fegnarfi

fu del piano AMa il perimetro dell' addımandata

Elliſſe.

Dim. S’è poffibile la curva AMa ſegnata

dallo ſtiletto M fia diverfa dall’Elliffe Ama

defcritta intorno all’affe Aa co fuochi F, ed f.

Si applichi fm uguale ad fM, e fi unifca Fm;

farà fm+Fm uguale ad Aa (1), e con ciò ben

anche uguale (2) ad fM+FM . Dunque tolte

le uguali fm, ed fM , rimarrà Fm ugưale ad

FM. Vale a dire le due rette fm, ed Fm , che

fi unifcono in m fono reſpettivamente uguali

ad fM, ed FM, che fi raccolgono in M: lo

che ripugna alla Prop. 7. El. I.

- -
PER

(1) Prop. XXIX. Lib. II.

(2) Per coſtruzione.
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PER L’IPERBOLE. 3

I. La riga fMO, la cui lunghezza fia mag

giore di Ff diſtanza de dati fuochi, fi fermi inFig.197°

uno di coteſti fuochi per eſempio in f: ma che

intorno ad effo poffa circolarmente aggirạrfi nel

piano fMF . *

- II. Di poi fi prenda un filo fieffibile OMF,

la di cui lunghezza fia minore della riga fQ ,

di quant’è l’afle Aa dell'Iperbole, che fi vuol

defcrivere : ed un’eſtremo di queſto filo fi at

tacchi all’eſtremo O della riga, e l’altro al

fuoco F.

III. Mentre la riga fO circolarmente in

torno ad f fi aggiri, con uno ſtiletto M fi pro

curi di mantener ſempre teli i due tratti MO,

ed MF del divifato filo : ma che il primo reſti

fempre fu della riga adattato; fi verrà con tal

moto continuo a generare dallo ſtiletto M l'addi

mandata Iperbole XMAZ,

Dim. La differenza delle lunghezze della

riga fO, e del filo FMO è quanto l’inclinata

FM differifce dall'altra fM : imperciocchè, co

me comprendefi di per fe fteffo, tant’è la dif

ferenza di FM+MO da fM+MO, quant’è quel

la di FM da fM. Ma la prima differenza l’è

per coſtruzione uguale ad Aa : dunque farà be

manche la differenza delle inclinate FM , ed

Mf uguale ad Aa : e quindi la curva XMAZ

effer dee un'Iperbole, i di cui fuochi fono F,

ed f, ed Aa l'affe trafverfo (1). Alimಣ್ಣೆ
'. е

(1) Prop. XLI. Lib. III,
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fe ne trarrebbe quell’ifteffo affurdo, che fi è |
rilevato nella dimoſtrazione anteriore .

PER LA PARABOLA ,

Qualor fi voglia defcrivere con moto or.

ganico una Parabola , che abbia per fuoco il

punto F, e per yertice principale l'altro A,

dovrà adoperatⓞ il feguente artifizio.

Fig 1c3

. I. Si unifca la retta AF, e fi prolunghi

verfo I, ficchè AB fia uguale ad AF : e nel pun.

to B fi fermi la riga BL , che ſtia perpendi

colarmente fulla FB.

II. Prendafi la fquadra MLE, il di cui

lato LE fia più lungo dell'altro LM, e fi adat

ti il medefimo lato LM fulla riga LB , fic

chè il vertice L dell'angolo MLE fia preſſo

il punto B. - -

III. Inoltre il filo fieffibile FDE lungo quan

to L.E fi attacchi con un fuo estręmo in E,

e coll’altro in F ,

IV. Finalmente nell'atto, che la fquadra

MLE con moto a fe parallelo fi dimeni d’am.

be le parti del punto A, or accoſtandofi ad ef

fo, er difcoftandofi, con uno ſtiletto D fi ten

dano i due tratti DE, DF del filo FDE, in

modo che il primo DE reſti adattato ful lato

LE della fquadra; fi verrà con tal moto a de

ferivere dallo ſtiletto D la curva parabolica addi

mandata .

La



2S9

!

La dimoſtrazione può trarfi dal Cor. della

Prop. XIX. Lib. I. (a).

Cor. I. L’Eccentricità di un' Elliffe, e i

di lei femiaffi conjugati formano un triangolo

rettangolo (1): dunque dati i femiaffi conjuga

ti di tal fezione, fi potrà rinvenirne l’eccen:

tricità di effa, e quindi la distanza d'entrambi i

fuochi. Sicchè anche dati gli affi conjugati di

un Elliſſe, coll'artifizio teſtè rapportato fi potrà

ella defcrivere con moto organico . '

Cor. II. E lo stefo vale per l'Iperbole -

Р R о Р. IV. P R. О В L.

Dati di grandezza , e di poſizione i due fe-Fig.11o

midiametri conjugati AB, e BC di un Elliſſe , o

di un Iperbole ritrovar la grandezza de femiaf

sonjugati, |-
|- - - -

PER L’ELLISSE .

All’eſtremo B del femidiametro AB fi ele,

vi la perpendicolare BF uguale al di lui con

jugato BG, e dall'eſtremo G di queſto femi

- diame

* ... (a) Claudio Midorgio compofe un trattato fulla deſcrizione

delle curve coniche per affegnazion di punti, e Francefco

Schootcn ne fece un'altro fulla di loro organica deſcrizione.

Nè vi fono mancati altri opuſcoli , ful fecondo modo di de

fcriverle : fu di che poffono confultarfi Barrow Lezion. Geom.

III, Cavalieri Efercit. Geom. , Cartefio Lib. II. Geom., Mac

Laurin. mella Geometria Organica, Newton nella defcrizione

organica delle curve, Georgio Krast ne' Comment, dell'Accade

di Pietroburgo 1728. ed āltri.

(1) Vedi la Dim. Prop. XXV. Lib, II.
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ງູetro fi calí ful primo la perpendicolare CR.

II. Si unifca la retta FA, fu di cui come dia

metro fi formi il cérchio FBA. III. Si tagli

AN uguale a CR, ed abbaflata NM perpendico.

lare ful diametro AF, la fi diftenda in fin che MT

pareggi AM. IV. Finalmente diftefa per T la

retta TS parallela al diametro FA , che in

contri in S, ed f la periferia del cerchio, fi

unifcano le due corde SA, SF ; dico effer que

fie i femiaffi conjugati.

Si compiano i due parallelogrammi ASFG,

ABCL. E poichè pe triangoli fimili ABF,

AMN fta AF : AB :: AN : AM , farà il rettan

golo di AB in AN uguale all' altro di AF in

AM , cioè (fostituendo CR, ed MT in luogo

di AN, e di AM) il rettangolo di AB in CR,

o fia il parallelogrammo ABCL farà uguale al

rettangolo di AF in TM, o in SQ, cioè al

doppio del triangolo ASF, val quanto dire al

rettangolo ASFG . Ma per la natura del cer

chio (1) i due quadrati di AB, e di FB, o

di BC fono uguali al quadrato di AF: ed a

queſto fteffo quadrato l’è altresì uguale la fom

ma de’quadrati di AS, e di SF. Dunque le

due rette AS, ed SF effendo tali, che il loro

rettangolo fia uguale al parallelogrammo de fe

midiametri conjugati ABCL, e che la fomma

de quadrati di quelle adegui la fomma de qua

drati di queſti, effe convien che fieno i femiaffi

addimandati 4 С. B. D. AL

(1) Prop. 47. EL I., e 31. El III.
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A L T R I M E N T I.

I. Dall’estremo C di un femidiametro CB,"ë"

che non fia maggiore dell’altro BA , fi cali la

perpendicolare CP fullo fteffo BA, e fi protrag

ga finchè CR adegui BA. II. Si unifca la ret

ta BR, e prendendo queſta per diametro fi de

ſcriva il cerchio BPR. III. Si tiri per lo cen

tro del circolo, e pel punto C la fegante CM;

faranno CM , e CN i richiefti femiaffi . ****

Imperocchè il rettangolo di MC in CN è

uguale (i) all'altro di RC o di BA in CP,

cioè a dire al parallelogrammo, che fi compi--

rebbe da femidiametri conjugati CB, e BA. E poi

fe a doppj de medefimi rettangoli MCN, RCP fi:

aggiungano gli uguali MN? , ed RB2; dovrà

emergerne 2MCN con MNº uguale ad 2RCP

con RBº : cioè (2) MC. con CN- uguale a:

CR? con CB? (3), o a BAº con CB: . , Dun-s

que, come fi è conchiufo nella dimostrazione

anteriore, CM e CN fono i femiaffi conjuga
ti dell’ Ellife. - • . . . . . . '

PER L’IPERBOLE ｡

La differenza de quadrati de' temidiametri．..…

conjugati AB, AC fia uguale al quadrato di PS:

e l’aja del parallelogrammo BCAL compreſo

da medefimi femidiametri adegui il rettangolo

- di

(1) Prop. 36. El. III,

(2) Prop. 7. El. II.

(3) Prop. 13. El. II.
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di PS in SR: ecco come rinvengonfi i femiaffi

conjugati dell'Iperbole.

I. Si biſechi PS in D, e poi col centro

D intervallo DS fi deſcriva il cerchio GSO .

II. Si congiunga la retta RD, la quale fi pro

lunghi fuori del divifato circolo, finchè la par

te efterna OQ fia uguale a PS. III. Si formi

fu di RQ il femicerchio QVR, ed ordinatavi

la retta OV , fi defcriva fu di OV l'altro fe

micerchio OFV : io dico, che, fe fi applichi in

questo femicircolo la corda OF. uguale ad OG , e

fi unifca FV, debbano effere OV, ºd VF i femiafi

addimandati. -

Dim. Il rettangolo ROG è uguale all'altro

ROQ , e quindi al quadrato di OV (1) : dun

que togliendo da effi gli uguali quadrati di OG,

e di OF ; dovrà la differenza del rettangolo

ROG e del quadrato di OG, cioè il rettan

golo RGO (2) pareggiare il quadrato di FV ,

ch'è la differenza de' quadrati di OV, e di OF.

Intanto fi concepifca la retta T effer me

dia proporzionale tra RS, ed OG, farà Tº uguale

al retrangolo di RS in OG. E poi effendo OR: RS :

RS : RG (3) , dovrà benanche effere (4) OR.

GO: RS. OG: ; RS. OG : RG. OG, cioè pren

dendo i quadrati reſpettivamente uguali a que

fi rettangoli, ne verrà OV2 : T2 :: T2 : FV2 ,

ed OV : T :: T : FV, e finalmente Tº, cioè

RS in

:蠶
3) Prop. 56. Fl. III. e 16. El. VI.

či Prof. i. El vi.
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: Rs in Psuguale ad Ov in Fv , Dunque OV cd

FV faranno i femiaffi addimandati (5). C.B.D.

A L T R I M E N T I .

Sieno AQ ed A D i femidiametri dati. Fig.112.

I. Dall’estremo Q di uno di effi fi tiri la retta

QT parallela all’altra AD , ficchè le fue par

ti QT, QS adeguino lo steffo AD. II. Si con

giungano le rette AT , AS, e fi biſechi per la

retta AF l’angolo TAS. III. Condotta per Q.

la retta QR parallela ad AC , fi ritrovi AG

media proporzionale tra A R ed RQ. IV. Fi

nalmente fi diftenda per G la retta GF paral

lela ad AC, che incontri AF in F, e da F fi

alzi FC perpendicolare ad AF ; saranno AF,

ed FC i femiaffi conjugati dell'Iperbole.

La dimoſtrazione è chiara dalle Prop.XVIII.

e XX, e dal Cor. della Prop. XIX. Lib. III. ·

Cor. I. Se per avventura i femidiametrir;
- - - :**: **** Fig. 11 1

conjugati AB, AC fieno tra fe uguali, ciaſcun

de’ femiaffi conjugati dell'Iperbole , che in tal

cafo verrebbe ad effer Parilatera, farà uguale

a T radice del parallelogrammo ABCL de dati

femidiametri . '

Cor. II. Dunque effendo dati di pofizione,

e di magnitudine due femidiametri conjugati

di un’ E lliffe , o di un Iperbole, fi troveranno

i loro femiaffi conjugati (6), e poi fi potrà de

2 fcri

(5) Prop. XXVII. , e XXVIII. Lib. III.

(6) Per queſta Propofizione. . |

#*;,
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fcrivere con moto organico ciaſcuna di queste

curve (1). . |- · –

Р к о Р. v, в ко в L.

Fig.112. Dato l'angolo BAC, ed in mezzo ad effo il

punto Q deſcrivere un'Iperbole, che paſſi per Q,

ed abbia per afinioti i lati del medefino angolo .

Cofir. I. Dal punto Q fi meni QR paral.

lela al lato AC del dato angolo , e quindi fi

ritrovi AG media proporzionale tra AR, ed

RQ. II. Di poi condotta GF parallela ad AC,

ed uguale ad AG fi unifca la retta AF. III.

Finalmente ad AF dal punto F fi elevi la per

pendicolare FC, e dal punto A conducafi AE

țiguale , e parallela ad FC: dico effer le due ret

te AF , ed AE i femiaſi conjugati della richiefta

Iperbole. -

- Dim. Compito il rombo AGFL, la retta

FA come fua diagonale dovrà bifecare l’ango

lo BAC. Dunque fe la FC fi diftenda infino

ad AB, n’ emergeranno i due triangoli AFC,

AFB tra fe uguali (2) , e quindi FC uguale

ad FB. Ma la retta BFC, come perpendicolare

al femiaffe principale AF nel di lui eſtremo F,

è la tangente della defcritta Iperbole in un de’

dilei vertici principali : ed è poi ciaſcun feg

mento FC, ed FB di cotesta tangente uguale al
J fee

1) Prop. III. Lib. IV.

歇 Prop. 26. El. I. ·

|
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#

;

femiaffe conjugato di AF. Sicchè AB, ed AC

faranno gli afintoti della medefima curva (1) .

Or dalla coſtruzione il rettangolo di AR. in

RQ è uguale al rettangolo di AG in GF : dun

que il punto Q dovrà appartenerfi all’ifteffa Iper

bole (2). C. B. D .

Cor. Che fe vogliafi defcrivere un'Iperbo

le , cui fieno afintoti le rette AB , AC ,

e che abbia una data potenza; bafterà prendere

AG uguale al lato della medeſima potenza , e

continuarne la coſtruzione, come fi è prefcritta

nel n. II, e III.

P R O P. VI. P R O B L.

Deſcrivere una fezione conica, che abbia per

parametro principale la retta data Z , che un de

fuoi fuochi cada nel punto dato F , e che tocchi

la retta AM data di pofizione nel dato punto M.

I. Si unifca la retta FM , e fi faccia l'"&"3"

angolo PMV uguale al dato FMA, e l’angolo

AFM uguale ad FMV.

II. Si tronchi dalla congiunta FM la par

te ME uguale alla metà del parametro Z, e da' ,

punti E., ed M fi elevino le due rette EN, |

MN refpettivamente perpendicolari alle altre due

ME , MP, che deggion concorrere in un qual

che punto N.

Q 3 III. Si

(1) Prop. XV. Lib. III.

(2) Prop. XX, Lib. II,
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combaci con FC, la fezione farà una Parabola:

onde prefa in FA la parte Fr uguale ad un

quarto di Z, converrà deſcriverla col fuoco P,

e col vertice principale r (1).

IV. Ma fe il punto N non cada nella AC,

ma ne ſtia dentro l'angolo CAP, com'è nella \

fig, cit; la retta FN concorrerà colla MD in V.

Sicchè in tal cafo la fezione farà un Elliffe, i

di cui fuochi fono i punti F, ed V, e l'affe

maggiore è quanto la fomma de rami FM, ed

MV. Dunque fi potrà coll’artifizio delle Pro

pofizioni II. , e III. defcriverla coll' affegnazione

de punti, o con moto organico.

Fig.1 14. V. E finalmente cadendo il punto N fuo

ri l’angolo CAP, e propriamente a finistra del

la FC, egli è chiaro che la medefima FN do

vrà divergere dalla MD, e feco concorrere nel

punto V fopra di F. In tal cafo coi fuochi F,

ed V, e coll'affe principale, che fia, quanto la

differenza de' rami FM, MV, fi dovrà defcrive

re l'Iperbole coll'affegnazion de punti, o con

moto continuo ( per le medefime Propofizio

ni ). ſi farà rifaluto il Problema.

Fig.1 13. Dim. Imperocchè l’EIliffe, che fi defcrive

coi fuochi F, ed. V, e coll'affe 'maggiore ugua

le ad FM+MV, dee neceffariamente paffare

per M.: altrimenti fe ne trarrebbe quell’ifteffo

affurdo, che fu indicato nella dimostrazione

della Prop. III. Ma che queſta fezione tocchi in

M la

III. Si congiunga la retta FN, e sella |

(1) Prop. III. Lib. IV,
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M la data retta AP, rilevafi nel feguentº modo •

Dalla costruzione fonº uguali non menº gli an

goli FMA , DMP, che i retti NMA , NMP:

äunque i rimanenti angoli NMF : NMV faran

no tra fe uguali ... e º normale NM bilecº l’

angolo de rami FMV: Or ſe una retta diverſa

da”AP, come per eſempiº la ap, fuffe.ماقم اهب
gente della fezione in M, i due angºli FMa »

VMp farebbero tra fe uguali (1): º quindi ele

va: fu di esta la perpendicola" Mn, fi rile:

verebbe come quì fopra, che la Ma bifechi

puranche lo festo angolo FMV · Lº che non

puol effere · с. в. d .
Ometto le dimostrazioni per la Parabola,

e perl'Iperbole , perchè ful mºdello di quetta

potrà ciaſcuno agevolmente compirle •

Scol.

Questa Propofizione ferve ? rifolvere il Pro

blema inverſo delle fºrzº centrali nella vera Ipº
test della Gravità (2), ºd º queſto wopo l’ ho

deftinata • *

P R O P. VII. Р R. О В L.

Date le due rette CP , 98 • ritrovarne unfig."*

alera CA, talcbèſtia CA* TT СР, а СА“ — СК*

nella data ragionº di m ad n •

* Q 4 I. Le

(1) 器 XXVII. Lib. II. •

(α) Cίος, ch' st ascretes come il qualitat۵ della diflanzas
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I. Le due rette CP, e CK ftieno a dirit

to, e col centro C intervallo CK, ch’è la

maggiore di effe , fi deſcriva il femicerchio KER,

il quale feghi in E la retta PX eretta in P

perpendicolare a CP. II. Si prolunghi CP in

N, ficchè PN fia uguale a PE, e ne lati dell'

angolo EPC fi prendano le parti PV, PO, che

fieno fra loro come m ad m – n . III. Si uni

fca la retta OV, cui fi meni dal punto E la

parallela EM : e fu di NM fi deſcriva il fe

micerchio NAM , che incontri in A lá mede

fima PX. IV. Finalmente fi congiunga la ret

ta CA : dico effer queſta retta, quella, cbe fi ad

dimanda . .

Dim. Per la fimilitudine de triangoli POV,

PEM fta PV a PO, come PM a PE , o alla

fua uguale PN (1). Ma per la natura del cir

colo NAM sta PM a PN, come PA2 a PN2 ,

o a PE? (2): dunque farà ancora PV : PO : :

PA? : PE2 , cioè m : m – n :: PA? : PE2 , e con

vertendo m : m :: PA2 : PA? – PE2 . Or PA2 è

uguale alla differenza de' quadrati di CA e di

CP : ed è poi la differenza de quadrati di PA

e di PE l’ifteffa che quella, onde differifcono

fra loro i quadrati di CA e di CE , o di CA

e di CK. Imperocchè CA? è uguale a CP + PA? ,

e CE2 è uguale a CP + PE?. Dunque farà

m : m :: CA? – CP2 : CA? – CK2 . C. B. D.

;
* Cor.

(1) Per coſtruzione. -

- (2) Prop. 35. El. III. e 16. EI. VI. .
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Cor. La differenza di due tutti, che han

no una parte di comune, è uguale alla differenza

delle parti rimanenti.

P R O P. VIII. P R O B L.

Dati i cinque punti A, C, B, D, K, tre

de quali comunque fi prendano, non giaccian mai

per diritto, deſcrivere una fezione conica, the paſ

fi per effi . -

I. Si congiungano i punti A, B, C, e

D colle rette AB, CD, che fi tagliano in F:

dall'altro punto K fi menino KG, e KE pa

rallele ad AB, e CD : e fulle medefime AB, CD

fi defcrivano i due femicerchi AHB , DMC.

II. Dai punti E ed F fi alzino EH, ed FI

perpendicolari fu di AB : e dagli altri punti

F, e G fi elevino ancora FL, e GM perpen

dicolari fulla CD. -

III. Facciafi come FI ad FL, così HE

ad una quarta m . E dopo le tre rette FL,

FI, e GM fi ritrovi la quarta proporzionale n .

IV. Di poi fi prolunghi. KE in N, talchè

la parte aggiunta NE fia terza proporzionale

in ordine a KE ed m : e fi protragga fimilmen

te l’altra KG in O , fintantochè GO fia terza

proporzionale dopo KG ed n. v.

V. Pe punti medj delle rette NK, CD fi tiri

la retta rS, e pe punti medj dell’altre ABKಣ್ಣ
| 11

Fig.117a
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ஃe PQ. E per V fi distenda VY paral

lela ad AB .

VI. Finalmente (1) fi prenda TV di tal

lunghezza, che stia Tv2 – VP" :TV“ – VQ ::

AP2 : KQ*. E detta ?? la differenza de' qua

drati di TV e di VP, facciafi come p a PA,

così TV ad V.Y : io dico che TV , sd V.Y fie

no in lunghezza, e di fitº due femidiametri con

jugati della fezione addimandata, la quale nel ca

fo che il punto V cada in mezzo alle parallele

AB, KO, farà un Elliſſe, che deſcrivendoſi cogli

artifizj dianzi efpoſti (2) paſſerà pe cinque punti

A, C, B, D, K.

Dim. Effendo per coſtruzione e : PA: ; TV :

VY, e con ciò *2 : PA? :: TV2 : VY2, farà

benanche TV2 –VP2 : PA? :: TV2 : VY2 . Dun

ue la fezione defcritta co femidiametri conju

gati TV, VY dovrà paffare per A (3), e quin

di ancora per B, perciocchè PA è uguale a PB.

Similmente l'è per coſtruzione TV2 – VP° :

TV2–VQ :: AP* : KQ? : dunque il perime

tro di queſta fezione dovrà paffare per K (4).

Or dalle condizioni di queſto Problema

traefi per neceffaria illazione, che TV, ed VY

abbiano ad effere i Semidiametri conjugati del.

la richiesta Elliffe (5) : e con queſti Semidia

metri non può deſcriverfi che una fola Ellif
fe

(1) Probl. prec.

(2) Prop. II., e III. Lib. IV.

ß Cor. I. lºrop. VIli. e Prop. IX, Lib. II.

Prop. VIII. Lib. II.

(5) Cor. IV. Prop. XVIII. Lib. II.
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fe (1). Dunque quella, che fi è dimostrata paf.

fare pe punti A, B, K dovrà anche paffare per
с, е D. С. В. D.

Cor. I. Se il punto V non cada in mezzo

alle due parallele AB, KO, la fezione farà un'

Iperbole, che gioverà defcriverla coll’artificio

della Prop. II. Lib. IV.

Cor. H. E fe le rette TQ, VS, che bi

fecano le parallele AB, KO , e le altre NK,

CD riefcano tra fe parallele , la fezione farà

una Parabola. E prolungando QP in T, ficchè

stia AP: ; KQ: : : TP : TQ; il punto T farà il

di lei vertice, TQ il diametro, TPA l'angolo

delle coordinate, e'l parametro la terza pro

porzionale dopo TP, e PA.

Cor. HÍ. Due fezioni coniche non poffono

avere cinque punti di comune : dunque tai cur

ve non fi poffono fegare al più che in quattro

punti. Cioè a dire il maſſimo numero de'punti,

in ebe fi tagliano due curve conicbe ( tranne due

circoli) cioè due linee di fecondo ordine, è quattro,

prodotto de numeri 2, e 2, che n'eſprimono le di

loro dimenſioni .

* P R O P. IX. P R O B L.

|- Date di pofizione le quattro rette AB, CD,

AC, BD ritrovare gl'infiniti punti P, & c., ficchè

da ciaſcun di effi , tirandoſi le rette PQ, PR,

PᏚ

(1) Gor. Prop. VII, Lib. IV.
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Fig.1 13

PS, PT inclinate alle prime fotto dati angoli, fia

fempre il rettangolo di PQ in PR all’altro di

PS in PT in una data ragione. -

Le date rette AB, CD, AC, BD fi pro

lunghino, fintantochè vengano a formare il trape

zio-ABDC, qualunque ne fia. Si bifechi l’angolo

BAC con della retta AP (1), che incontrerà fotto

dati angoli le rette DC, BF: per effer coteſte rette

date di pofizione. E fupposto che fia Puno de’punti

addimandati , s’intendano tirate le rette PQ,

PR, PS, PT, che cadano fotto dati angoli

fu i lati del trapezio: e la ragion data de’

rettangoli eſpongafi per quella della retta PQ

all’altra m. Ciò premeffo ecco l’ analifi geo

metrica, che ci guida a fine, e da cui con lie

ve rifleſſione potrebbefi ordire la compofizione

geometrica, e la convenevole dimoſtrazione ad

un Problema sì famofo .

I due triangoli PAQ, PAS fono dati di

fpecie, perciocchè fono dati i loro angoli : dun

que farà data tanto la ragione di PQ a PA,

che l’altra di PA a PS, e quindi quella di

PQ a PS, che dalle medefime fi compone (2).

Di più effendo PQ ad m come il rettan

golo di PQ in PR all’altro di : PS in PT,

cioè in ragion compoſta di PQ a PS , e di

PR a PT : ed effendo altresì PQ ad m in ra

gion compoſta di PQ a PS, e di PS ad m;

fara

盟 Si potrebbe la retta AP condurre con qualunque al
tIO fito,

(2) Lemm. Prop. 23. El. VI,

|
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farà la ragion, che fi compone dalle due

PQ a PS, e di PR a PT uguale a quella,

ch’emerge dalla compofizione delle altre due di

PQ a PS, e di PS ad m. Dunque l’è forza,

che la ragione di PR a PT uguagli quest' al

tra di PS ad m, e ch’ella fia data al par di

questa. |- -

Or effendo dati di fpecie i due triangoli

PER, PTF farà data la ragione di PE a PR,

e l’altra di PT a PF : dunque una ragion ,

che fi comporrebbe da queſte ragioni date di

PE a PR, di PR a PT, di PT a PF, fa

rebbe ancor data . Ma tale è per appunto la

ragione di PE a PF , in mezzo a cui fi frap

pongono PR, e PT. Dunque è data la ragio

ne di PE a PF, e quindi di pofizione il pun

to P. * - · - -

Per la qual cofa fe pe cinque punti A, B,

D, P, C fi defcriva una fezione conica (1),

queſta farà il luogo addimandato. Imperocchè il

rettangolo delle rette, che da un’altro punto f

della fezione fi calerebbero fu di AB, e CD

fotto gli angoli uguali a PQA, PRE, farebbe

al rettangolo di due altre rette calate da f fu

di AC, e di BD fotto gli angoli PSA, PTD,

come il rettangolo di PQ in PR all’altro di

PS in PT , cioè nella data ragione di PS

ad m . . . - -

Ma poi niun’altra curva, fuorchè la fezione

conica PC defcritta col divifato artifizio farà fod

- - di

(1) Probl. prec, |
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disfacente al propoſto Problema . Imperocchè

fe coll’altra curva pC poteffe l'ifteffo intento

ottenerfi , condotta per A la retta AF , che

feghi coteſte curve in P, e p , e calate dall’

uno, e dall'altro punto le rette PS, PQ, PR,

PT, e le altre ps, pg , pr., pt forto dati an

goli fu de lati del trapezio ABDC, farebbe

PQ. PR : PS. PT :: pq . pr : ps .pt, « permutan

- tando PQ. PR : pq.pr : : PS . PT: ps. pt. Ma

fta PQ: pq :: PS : ps » effendo queſte ragioni u

guali alla medefima ragione di AP ad Ap.

Dunque farà ancora PR : pr :: PT : pt. Ma l’è

poi PR : pr:; PE : pE pe triangoli fimili EPR,

epr : e fimilmente a cagion de triangoli fimili

PFT, pFe sta PT: pt : PF : pF. Dunque farà

PE:pE :: PF:pF, cioè řst fară maggiore di pF,

come l'è PE dell’altra pE, lo che ripugna,

Cor. Dunque fe dal punto P preſo fuori

del trapezio ABDC fi conducano ai lati di effa

le rette PQ, PR, PS , PT fatto dati angoli *

effo punto giacerà in una fezione conica, fol cbs

fiia PQ. PR a PS. PT in una data ragionº.

- Scol.

. . In questo artificio contienfi l'analifi geome

trica, qual fi addimandava dagli antichi Geome

tri ful vetuſtiffimo Problema delle quattro rette,

cominciato da Euclide , continuato da Apollo

nio , rifoluto analiticamente dal Signor delle

Carte, e fciolto dall'Immortal Newton col ri

gore dell'antica fintefi.

|- F I N E .
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