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# ROBLEMA , guod nobis Jolvendum propa.

Y iti nimus o Clarifimus Vir Chriflianus Huge-
nius 4 Mathematicus perilluflris , omnium

P primus in eximio Opere de Hnrnlogin O-

" fcillatorio ad examen revocavit fuju;um-i

b que exhibyit, Verum guum in ipfo folven-
FsRFAon Ty, principium tale djﬁ.rmpjtﬂ'r , gquod li-
¢et demonfiratione maxime indigear , fidenrer rawen ceps
sum fuppofuit , minimeque demonfiratum reliquit ; wverif-
Jima ejus doClrina ab omnibus integrum aflenfum non im-
petravit . Quamobrem doliffini Viri Bernoulli fratres
Taylorus , Hermannus , Bofcovikius , aliigue non pauci in
0 operam impenderunt fedulam , ut novam , Sfirmioremgye
ejufdem problematis folutionem traderent y atque Hugenig
doclrinam , a quibus premebatur diffieyltatibus , vindica~
rent . Quas iniere vias , gue adhibyere principia , gquem
ordinem fervavere s quam  perfpicpitatem | certitudinemgue
fint confecuti , modo non inguirimus ; hoc unum tantum
afferimus ; neminem , guod . [eiamus y centri ofcillationis
Theariam deduxiffe ex Galileanis Legibus de potentia cous-
Slante , qua corpora ad actualem motum Jollicitantur . Intey-
dpm autem gquum he leges fimplicifime Jint, atque in pre.
Jentia extra omne dubium pofite , earumgue certitudo tam
dilgcide conflet , ut axiomarum loco Mechanicis merizo
habeantur ; hine noftre problemati tunc optime provifum py-
tavimus , fi folo earum auxilio generalem efus pro quocym-
gue corpore , quovifque cafu nobis liceas Jolutionem aflequi .
£ re quidem verg ; guenam , quefo , nature aclio fimplicior
: 3 1



(Y . |
es darl Pﬂrﬁ_ﬁ: gua per conflanterh potintiam, Jua in ¥
pinibus infinitefimis elementis 7ﬁul Jpatii, five temporis
per quod aclio exercetur’y prorfus eft sadeth; corpors iner-
tiz per lineam re@am incedvre wd ipfs natura coguntur ?
Quenam itidem Mechanice leges magis fecure fant expe=
(lande , quam ille, quas G"#FHJH:, Vir f-&ﬁm:, nec am-
guam fatis laudatas , felici quodam Mechanices fato, at-
gue ad fuum, Italieque noftre fplendorem maximum , de
potentia ipfa conflante fancivit ; fiquidem & rationi in-
nixe , & innumeris experimentis confone funt , & con fir-
hite? Quid ergo fimplicius, atque clegantius inferamuss
guid certius , & firmius in ve noftra poteric @optari v f

sometrivo ratiocinio ex hifce legibus céntri ofcitlationd
deterninationem |, gae 6lim tam celeberrims fuit'y atqilh
Wathemaricos ingeniofiffomos ghidem , & magni .:I:r:ﬁrnﬁg’ui
Tominis tamdiu exagitavit ;° non prolixs confeclariorady
firie dirivemus 2 Rei peillicate permoti provineiam , etft
‘wiribus Eﬂp‘l’, andaller ramon ﬁ-‘ﬁaﬁ:ﬁfu;i r&ti ,‘fifbij
aliguem gr‘n optato fine ex nofiris Taboribus frackim cEpe-
vimus , & Moechanice , & Mechanices fludiofis gratile
quid certe faciemus . Utrum dutem res felicem -y ‘aut
infelicem exitum nalda fit, Lectoram ¢fi judicare. Nafiri
‘funtum ¢ft , rem ipfam nryjore gua ﬁEﬁ poreft clavieate
‘exponere , gravifinogue eorumn Judicio fubjicere . Quaprds
"gm_'uh tofam duds in partes dividemys . In prims pre-
iminates ‘Iv.tfdﬂh Galilegnarum Legum notiomes -y  prods
noftri problématis folurioni necefarie funt, premittemus .
'In fecunds ‘autém , vocum monnullaram figni ficationibus
definltis , atque ddabus lemmaticis propafitionibus demonftra-
tis ad géneralem nofiri problématis Jolutionem ipfain foa-
tim deveniemus . Sis tague |
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PARS PRIMA

In qua exponuntur Galileane Leges de potentia
conflante , que porentiis variabilibus appls-
cantuy , atque opporvtune ampliantuy pro
ves tratlande wndigentia .

I. Rincipia , quz fub Galilzanarum Legum nomine ve.
niunt , queque merito a Phyficis, ut claves, qui-
bus difficiliora Mechanices arcana referantur, jam-
dudum agnita funt , duabus hifce propofitionibus

continentur.

1*. Potensia conflans, feu gravitas dulla in tempus
per guod ipfa corpus sners , wel maffam corporis mover ;
proporrionalss ¢ft eidem mafle dulle in fuam celerisarem,
tilo elapfo tempore acquifitam .

2%, Porentin conftans dulla in [patium , per quod ipfa
corpus sneys trahis [ proportionalis eff mafJe , dulle in
dimidium wvelocitatis ]far quadratum.

Ut leges ifte analyticis formulis expreflz habeantur :
vocetur potentia P , tempus T , mafla M , velocitas V,
fpatium denique S ; habebiturque , PT =M V,PS=
-!.-"1'-;:"i 3 in quibus == fignum eft proportionalitatis , minime
vero zqualitatis .

Ex hifce autem legibus, nonnullz aliz facillime dedu-
cuntur ; verum quia ad rem noftram non faciunt, cas con-
fulto omittimus .

I1. Infinitefimorum doftrina in auxilium advocata, haud
difficuiter pradiCta leges, quz de conftante potentia fanci-
tz funt, potentiis variabilibus applicantur ; earumque ope
leges determinantur , quibus corpora ab ipfis follicitata

ma-



(VI)
moventur , potentiarum earumdem variationis tanfum lege
fuppofita. Quomodo autem id fiat , indicare nunc lubet,
non ut aliquid novi afferamus , fed ut leftoris memoriz
occurramus , cjufque ferviamus commodo .

Potentia utcumque varabilis fit, per tempufculum,
fpatiolumve infinitefimum , ut conftans cenfenda eft ; in-
crementum enim , vel decrementum f{uum , per tempulcu-
lum illud, vel fpatiolum , rationem ad ipfam potentiam
habet , quacumque data minorem . Incrementum igitur ta-
le, vel Eccn:m:ntum , tamquam nullum , adeoque poten-
tia, ut conftans haberi debet. Per totum ergo idem tem-
pufculum , aut fpatiolum, valent leges de potentia conftan-
te in numero fuperiore exhibitz. Vocato itaque tempufculo
a8 T, + d V vero velocitate infinitelima , illa fcilicet , quam
corpus per tempuiculum illud infinitefimum acquirit , aut
amittit , prout motus acceleratus , vel retardatus foerit;
faltaque opportuna fubftitutione in formula legis primz,
en tibk in quam ea convertitur, PdT=+Md Viin qua
fuperius fignum valet pro motu accelerato , pro retardato
autem inferius.

Ut ad alteram tranfeamus, advertimus, quemcumque
motum variabtlem , per tempufculum , vel fpatiolum infini-
tefimum , tamquam zquabilem haberi pofle , exceptis ta.
men initio motus accelerati , & fine retardati ; ergo ex
legibus motus 2quabilis , velocitas V proportionalis erit f]
tiolo , per tempufculum 4 T divifo. Appellato itaque fpa-

. . dSs as .
tiolo 45, erit V= —=,feud T ==~ ; quo valore ipfius

d T etiamfi non vero , fed proportionali , in formula in-
venta PdT =— 4+ MdV fubftituto , prodibit PdS =
+ MVdV, qua erit fecunde legis formula.

At hac valent pro tempufculis , fpatiolifque evane.
fcentibus tantum. Verum i has formulas, integratione ad
fummam perducas, ille quidem prodibunt pro temporibus,
fpatiifque finitis.

III. Ufque adeo contemplati fumus potentias 4 cor

ra per ipfarum direQtiones trahentes; pofuimus nempe fpa-
tio-



( VII ).

tiolum a corpore percurfum, minimo , atque evanefcente
tempufculo , idem effe ac illud acceffus, vel receflus , ut
ajunt, a centro potentiz ; atque in hac hypothefi fancitz
funt formule. Verum fi potentiz, corpora indirelte mo-
‘veant, proindeque fpatiolum acceflus, vel receflus a poten-
tiz centro diverfum fit ab illo a corpore percurfo ; valent
ne adhuc ambz ezdem leges, & formule 7 Minime profe-
&to . Contenti tamen fumus, quod locum habeat fecunda,
fcilicet PdS =+ MV dV ,dummodo per dS fpatiolum -
intelligas acceffus , vel receflus a centro potentiz P. Quod
ita res fe habeat, ex fequenti demonftratione patebit.

Sit A B D(Fig.1.2.) curva qualibet, a corpore inerti
M accelerato , vel retardato motu percurrenda , ope appli-
catz potentiz,ab AS expreflz, cujus direétio,dum M eft
in A,fit ASC. Accipiatur AB arculus curva infinitefi-
mus, ducaturque ex A tangens curve A Q. Ex punflo S,
ad ndiculum § Q demittatur fupra tangentem A Q.

otum eft ex Statica, potentiam A S in duas refol-
vi AQ, SQ, quarum hzc nihil confert ad corporis mo-
tum , quum tota ad curvam ipfam premendam impendatur,
atque cum ea, ob contrarium curve nifum , @quilibretur.
Tantum ergo aitera A Q,ad corpus movendum ,ut in Fig.1.,
vel motum ejus retardandum, ut in 2., infumitur , & qui.
dem per camdem , ac motus diretionem.

Jam vero, dum corpus eft in B, direftio potentiz ei
applicate fit B C, priorem AC in pun&o C fecans, quod
centrum erit potentiz A S . Centro C, radioque CB,
arcus circuli B E defcribatur, qui ex infinitefimorum Geo-
metria , infinitefimus erit , atque anguli in E reéti; fu
ponimus namque , potentiz dire@iones in duobus infinitefi-
mi arculi A B extremis puntis, hand concurrere in in-
finitefimam diftantiam ab 1pfis punétis A, B;adeoque C B,
atque C E, finitas effe.

Triangula itaque AQS,AEB fimilia erunt;fiquidem
reftangula funt, & in Fig.1. angulum A communem habent;
zquales autem QA S, EA Bin Fig.2.; entigitur AS:AQ
::AB;AE;ergcAS.AE=AQAB. Sed AElfPatlﬂ'

um



( VIII )

lum eft acceffus, vel receflus a centro potentiz AS;A B
vero illud acceffus , vel receflus ab illo potentiz A Q, five
{pntiulum a corpore percurfum. Igitur potentia AS , in
patiolum dufta acceffus , vel receflus a centro fuo , zquat
potentiam A Q, direfte in corpus agentem ,duftam in f{pa-
tiolum a corpore percurfum . Sed produ€tum hoc (1) pro-
portionale et + MV 4V i motus acceleratus fuerit, vel
— MV dV i retardatus; ergo ctiam 1illud. Formula ita-
que PdS=—= + M V4V, ,non tantum in direftis motibus
‘valet , verum etiam in indireftis , ubi fcilicet 4 S non
fpatiolum denotat a corpore percurfum , fed illud , per
quod potentia accedit, vel recedit a centro fuo. Q. E. D.
Sed hic ad majorem rei claritatem advertimus, in for-
mula+ VdV,V deflignare velocitatem, qua corpus M , in
punéto A praditum eft; + 4V vero, incrementum, ve!l de-
crementum velocitatis V, corpori induétum a potentia A S
¢l jugiter applicata , dum fpatiolum A B, accelerato, vel
retardato motu percurrit ; five differentia ipfius V pofitive
fumpta in motu accelerato , & negative in retardato ; ita
ut , velocitas corporis in punéto B fit V 4 d V, five V
— d V fi motus retardatus fuerit; ficque, fuccefive fumpto
alio fpatiolo, fit in ejus termino corporis velocitas V424V -
ddV , hoceft V4 4V una cum fuo differentiale,
1 motus acceleratus fuerit , & V=—=2d V===ddV fi re
tardatus, & ita porro.Si enim mafla M, potentia A S ex-
pers, velocitate fua V tantum pradita , adeoque motu z-
quabili, tranfeundo ab A per AB, aliquid de celeritate
ipla V amitteret ; tunc incrementum illud 4V , vel decre-
mentum —d V', quod ei, applicata potentia , induceretur,
non effet amplins ipfius V differentia ; adeoque neque Pd S
—+MVJV. Ut valeat igitur formula , nil corpus de-
bet amittere velocitatis prius conceptz, dum ab uno fpatii
punfto ad punftum aliud pergit, hP id excipias , quod in
motu retardato , ob potentiam ex oppofita direftione ap-
plicatam , neceflario amittere debet, quodque decrementum -

— @ V ‘appellavimus .
Hoc autem haud aliter in natura accidit, Et qglidcm

a-
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clariffime conftat fi A B planum fuerit continium quomo-
documque horizonti inclinatum. In co fiquidem, dum cor-
pus M a punfle A, ad punflum B Ecrglt,qula continuo
per :amdem direCtionem incedit , nihil celeritatis fuz V
per folam plani refiftentiam amittit ; adeoque in punéto B

reditum eft velocitate V+dV , exiliente + d'V ipfius

differentia, a potentia A .S, pcr fpatiolum illud A B,
corpori induéta. -

At in motu per curvam , res non ita eft clara , ut
demonftratione non egeat; corpus enim, r& per curvam
incedit , continuo ab una , ad aliam direCtionem tranfit,
quo in tranfitu , necefle ahqmd de fua celeritate amit.
tere debet. Rc&c quidem . Verum fi fumma velocitatum
omnium , in continua illa dire@ionis mutatione per curvae
arculos a corpore amiffarum , rationem habet velocitati,
quam per arcum integrum corpus retinct , quavis data mi-
norem ; in motu etiam per curvam dlccndum erit y nil coz-
pus amittere velocitatis jam conceptz , dum cum lpfa tan-
tum , ab uno, ad aliud {patii pun um tranfit . Hoc .igitur
eft munc demonftrandum.

Sit ABC arcus curva cu;ushbet ( Fig. 3. ). Ducatur

tangens B H, fitque A B infinitefimus arculus. A punfto
A , normalis A H demittatur fupra tangentem jatque cen-
tro B, intervallo BH arculus d:ﬁ:nbatur HO .ql.u adAB
normalis erit.

Jam vero eft AB:AH::AH:AO ; fed ob anpu-
lum ABH evanefcentem , A H infinitefima eft prz AB
{ex Geom. infinitef, ) ; ﬂgo A O infinitefima prz AH,
adeoque A O infinitefima eft fecundi ordinis pre -A B ;
fed ex eadem Geometria difcimus, B H ejuldem effe ordi-
nis, ac AB; ergo AO mﬁmtcﬁma quogue fecundi ordi-
nis prz B H . Hoc pofito ita ratiocinemur.

Reprazfentet A B velocitatem corporis M per A B
feu quam habet in punto B. Hzc fane refolvitur in duas
BH, AH. Velocitas A H cfficit , ut tranfeat corpus a
dire@tione A B ad direQionem B C feu HBC ; hoc eft

tuta impenditur ad planum lpﬁmﬁ pr:mendum Altera EH
¢



(X)

eft velocitas, quam tantum retinet corpus , ue fola,
in nova motus direftione H B C exercetur; fed velocitas,
uz prius per motus dirstionem cxercebatur , ex hypothe-
1 erat AB; ergo fubtralta BH , feu BO ab A B, erit
A O portio exprimens velocitatem in direftionis alterius
tranflitu amiffam 3 fed A O, ut vidimus, infinitefima cft fecun-
di ordinis prz B H ;ergo velocitas in tranfite a corpore M
amifla , wfinitelima eft fecundi ordinis pre retenta B H.
Licet itaque bic ‘tranfitus infimities fiat per arcum finitum,
ac proinde velocitates amiffz numero fint infinitz ; pra
velocitate tamen a corpore M retenta , nonnifi  infiniteli-
mum quid conflituunt § fed fi hoc , jam velocitas amiffa,
rationem ad retentam babet quavis data minorem ; ere
go &c. Q. E. D.

IV. Verum, ut perfpiciatur quantum late pateat for-
mula PdS—+MVd V,eo vel magis,quia ad rem no-
ftram facit, fequens demonftremus theorema. .

Formula PdS = + M V dV exeendistir etiam ad
cafus , i guibus posentia P nmon unicam maffam M, fed
plures fimul ab spfa expreffas , argue mrer fe colligaras,
ad morum follscizar ywel rerardar . Ut effer,ex. gr., fi po-
rentia S N ( Fig. 4. ) morum accelerarer , wel rerardares
wellis CM M S , cws maffe snerres MM’ fine applicare .

Demonfir. Veétis C M'MS circa punétum C moveatur,
arculumque S s defcendendo, aut alcendendo, ope potentiz
S N, defcribat. Pro hac potentia S N puntlo § applicata,
in centris maflarum M, M/, potentiz duz y, 2 {upponantur,

uz veftem CM M, codem precife modo per arculum
g: infinitefimum moveant, quo iple per arculum cumdem,
a potentia S N movebatur. Nulli dubium efie poteft , quin
tentie iftz y, = habere poffint rationem illam , quam
l:;bcnt produéta M.M C,M. M C, five M. M m, M'M »r,
quarumque direfiones , ezdem fint, ac ille motus corpo-
rum M, M’; ita ut , carum acceffus , receflufve fpatiola
Mm, M m',illa fint,a corporibus iplis infiniteimo motu
percurfa . . o o
Tales cfic proportionem , direftionefque potentiarum

Ji%



( XI)

¥4 % fupponamus. Hz autem five per virgam CM M-
conjungantur , five non , codem modo corpora M, M
movebunt 5 quod quogque demonfirat , potentias y , %z, qua
fint in ratione M. M C: M'. M' C fubflitui pofle pro po-
tentia SN in centris maflarum M, M' ut fupponimus .

autem revera y, %z, conjunttim & feorfim, eumdem
corporibus M, M’ motum indu®rent, fic oftendimus.

Ex motus zquabilis legibus , quas (2} in motibus in-
finitefimis valere diximus, habeturd T:d T": : ﬂvf : h—%f ,
vocatis d T ,dT tempulcelis , quibus maffe M, M', fua
{fpatiola Mm , Mm' fimilia , feorfim percurrunt 5 V, V'
vero carum celeritatibus. Praeterea ex fecunda Galilei Lege,
eodem numero expolita , valent hz proportionalitates ,
y-Mm=+MVdAdV,z.Mm == T MV dIV; ergo
"-'—1::“ :z'::.m 12 VAV: VA Vifed yiz:: MMm:
M.M'm, ex Eypnth:ﬁ:. igitur fubltitutione pro y:z adhibita,

orictur Mm : Mm ::+VdV:ikV'dViat ratio Mm :
Mm eft conflans ; fiquidem eadem eft, ac i{la 'ﬁ"ﬁ:: H—E{
ergo ctiam integrando +V': £ V":: Mm : Mw ; adeo:

& 3
que V:V'::Mm: M m'. Subltitue nunc hzc pro illa ri.
tione in proportionalitate d T :d T :: E—;: %ﬁ,&m
cifceris,d T:d T : :—:;—: : %, in ratione feilicet zquals
tatis. Corpora igitur M, M’ a potentiis y , %, qua fint in
ratione M. M m: M . M'»' , refpeflive ad eorum motum
accelerandum , vel retardandum coalta;fpatioclaM m , M m
fimilia , eodem tempore , feorlim conficient. Sive itaque per
virggm CM'M conneftantur , five non 3 codem modo a
potentiis y , % movebuntur . g. ¢ d.

Hinc ezdem femper valebunt proportionalitates, five
conjonta , five disjunéta moveantur corpora;fed dum mo-
ventur disjunéta valent formulz y Mm—+MVdV,
2. Mm=+tMVdV ;ergo & ctiam dum moventur

Ba con-




( XII )

conjunta locum habent , ac proinde crit quoque in hoc
cafu,y. Mm+4z. M m::+MVdV+M Vidv'.
- Enimvero fi fupponatur potentiam S N fimul agere
per contrariam diretionem , ac agunt potentiz y, z; de-
beret veltis, codem tcmpurc moverl per duas ¢x diametro
oppofitas diretiones ; atqui hoc repugnat ; igitur repugnat
quoque , veftem per dliqumm diretionem moveri; adeoque
immotus manebit , potentizque y,% cum S N 2quilibrum
conflituent ; fed per principium Statices welocsrasum wir-
:ﬂdhum fuppofito in velte infinitefimo motu per arculum

potmua SN, dufta in SR, quod fpatiolum eft ac-
l:cﬂi’u vel receﬂ'm a centro {uo , zqualis eft y,z in {pa-
tiolis fuls rcl'pc&w: duttis, hoc "k SN.SR = Mm
<+ = uml'tme ::Mm:_"l_*MVJV
+M v d VB ut wgimus,mtquoqueSN SR=+MVdJIV
+ M'V4V.

Quod di um f:ﬂ de duobus corporibus , idem valet
de tribus , quatuor &c. utcumque \'C'&l dlfpnﬁus Imo
haud aliter ncmdlt, etiamfi corpora non 'per unicam virgam
CMMS fint connexa, fed per plures utcumque inter fe
difpofitas , feu per ﬁguram quamlibet five planam, five fo-
lidam gravitatis expertem . In utroque enim cafu cadem
yiget ftrandi methodus . Conltat itaque pmpoﬁtum.

Sed I::fcc s Tei noftre abfﬂutc ntce:_ﬁrus » AM nunc
#n prima hac parte expeditis 3 ad rem ipfam ius tra-
&andam accedamus. e

PARS
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PARS ALTERA.

Ubs nonnullss premiffis ad problema smmediate per-
tinentibus ; ex princspiis in prima parte fla-
rutis o ofcsblationts centvum penduls
cujufvis genevaliter determimatur.

V. RE&us clarufque rerum omnium ordo poftulat, ut
nulla traltetur materia , quin a verborum expli-
catione , quoram ufus eft faciendus exordiatur . Priufquam
itaque primarium- noftrum problema attingamus ; operz
prztivm erit definitiones quafdam prazmittere. |

Definst. 1. Pendulum vocetur linea quelibet, vel -
gura five plana, five folida, conftante potentia , {cu gra.
vitate prazdita, ita punfto aliquo fixo , vel axi potius in
plano horizontali parallelo immobiliter exiftenti, fufpenfa,
ut circa ipfum libere, vi gravitatis fuz rotari , motumque
reciprocum cundo , & redeundo continuare poflit.

Definse. 11, lplemet motus 4 qui a2 pendulo fit cun.
do , & redeundo , circularefque arcus alcenfu , defcenfui
aquali defcribendo , ofcillarso dicitur .

Definse. 111. Axis ille horizontis Iplanu parallelus ,
circa quem pendulum movetur , atque cicillat , axis ofcsl-
Jassonss vocabitur . _

Definie, IN. Axis penduls eft linea refta, qua per
gravitatis centrum ommium penduli ponderum tranfiens,
ad perpendiculum fupra olcillationis axem ducitur.

Definis. V. Pendulum fimplex illud eft, quod linea,
vel virga rigida , atque inflexibili , gravitatis experte, inftru.
&tum , imo fuz longitudinis puné?tu, pondus afhixum gert.

Definss. V1. Linea vero, vel figura qualibet five pla-
na, five folida, utcumque fufpenia , quz plura,etfi nume-

Io



( XIV )
ro infinita, gerat pondera, diverfo modo connexa , eafdem-
ue diftantias inter fe , atque ab ofcillationis axe perpetuo
ervantia 3 compofitum pendulum nuncupetur . Hinc corpus
quodvis fufpenlum tamguam compofitum pendulum habe-
ri poteft , quatenus in partes quaslibet divifibile effe con-
cipitur .

Porro pro diverfa pendulorum figura, diverfaque pon-
derum difpofitione , atque connexione , tria compofitorum
pendulorum genera confiderari poterunt 3 limearia [cilicet,
plana, atque folida.

Definse. VII. Pendulum limeare compofitum illud
elt, cujus ponderum centra gravitatis omnia, in eadem re-
&a linea ofcillationis axi normali , adeoque in penduli
axe ( Def. 1V.) exifiunt.

Definis. V111, Pendulum vero planum dicatur , cu.
jus corporum centra gravitatis omnia, etfi non fint In ea-
dem refta linea ofcillationis axi normali , funt tamen in
eodem plano circa hunc¢ axem rotante.

Definse. 1X. Si tandem penduli gonderum centra gra-
vitatis omnia , neque in eadem refta linea , neque in
codem plano, fed in folido circa ofcillationis axem rotan-
te confiftant , pendulum folsdwm nuncupetur . Hinc pen-
dulum hocce , faltem tribus corporibus eft compofitum .

Definie. X. Pendula sfochrons vocantur , quorum
ofcillationes per arcus fimiles, ®qualibus , vel iifdem tem-
poribus peraguntur . Sicuti ofcillarsones ifochrona illz funt,
qua per arcus fimiles , eodem , vel zquali tempore con-
ficiuntur . - -

Definre, X1. Centrwm denique  ofcillationss  pendult
cujufvis compofiti , pun@um illud eft in penduli axe exi-
ftens , in quo fi pro ponderibus , feu potentiis, maffifque huc
illuc 1a compofitoc pendulo difperfis , pondus unicum , earum
fumma 2quale applicetur ; fimplex pendulum habebitur,
quod erit compofito ifochronum .

VI. Hifce difinitionibus premiffis , fequens problema
ad fimplicia pendula pertinens , nobifque apprime neceffa-
rium , refolvamus. | o

Sins
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Sint péndula duo g ue fimplicia ( Fig. 5.) C M,

cm, que ofcillent per arcus Q, 79 : queritur
ratio remporum ofcillationum .

Solur. Sumantur duo punfla analoga S, s five ex parte
pendulorum defcenfuum, five ex illa afcenfuum, ducanturque
SR, s r, quz direftiones reprefentent potentiarum , feu
gravitatum, dum ipfe punétis S,s funt applicatz, quaque
crunt parallelz . Ablcindantur infinitefima , atque fimilia
fpatiola S N, s 7, qua elementa erunt arcuum QQ, g4 ;
atque ab iphs punétis N, » fupra SR, s» normales de-
mittantur N O, # 0, particulas S O, so definientes , qua
fpatiola erunt acceflus, vel receffus a potentiarum centris.

Enim vero velocitatibus maffarum M, m, quibus in pun-
&is S, s praditz funt, vocatis V , v ; corporumque gravitati-
bus, feu potentiis P, p; habebitur(3) P.SO=+M Vd V,
& p.so=+mudv;ergo P.SO:p.s0:: +MVdAIV:
+mwvdwv;fed ob angulos NSO, 7 5 0, item O, & o zquales,
elt SO:50: :S N:sn;&ob fimilitudinem arculorum ﬁ\l,m,
habetur SN: s #: :CM:emsergo+ M VAV +movdw::
P.CM:p.cm,que ratio quum conflans fit, fequitur inte-
grando , &educendo antecedentia inz,efle + M V*: + mo’

::P.CM:p.cm; igitur V:w;; "'F_'%E: VE™.Sed

vocatis T, # temporibus , quaz quaruntur , adchoie aT,
d r clementis illis, quz in ffa;j'dis S Nﬁn percurrendis
cem

infumuntur ,eft (2) V:w; :;—.i.-:af;-; :PJT:F“@?FT

¢ E::VP.:IM:_V&;_!; adeoque dT:dl‘::m . m.:
ﬁ;ﬁﬂ; at ratio hac conflans eft ; int
erit :tizm, T :7 in eadem ratione ol L2 :",2.’___.-, you

i VTP 3
& pendulorum Inﬁttujl_mhus CM, cm ab L,/ expreflis,
T:“:VE-_V'__L_: Lgll ratione fcilicet com
T 73
fita

—— e —
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fita ex dire&@is fubduplicatis maffarum , lodgitudinumaque
dulorum , atque reciproca fubduplicata potentiarum .
E. L

VII. Soluto hujufmodi problemate , ut majore clari-
tate, atque certitudine procedamus, fequens lemma , licet
per f¢ manifeftum , demonftremus.

Sir pendulum  guodvis compofitum o gerens corpora
M, M &c., guorum graustates a G, G &c. exprimantur .
Dico ipfum five ad ofcillandum cogatur circa ofcillarionis
axem o a corporum gravitartbus G, G &e. five a poren.
tia carum fumme G+ G'&c. equali , in eorumdem cor-
porum centro gravirarss , per huyus divetlionem applicata;
codem provfus modo miovers o cafdemague ofcillariones 5 co-
dem rempore conficere .

Demonfir. Quod dari poffit potentia , quz In centro
gravitatis corporum omnium M, M’ &c. applicata, codem
tempore , cumdem prorfus motum, ac corporum gravitates
G, G &c. pendulo inducere valeat 5 nulli dubium effe po-
teft . Si aliqua adeft difficultas , hzc fane eft potius ; utrum
talis potentta aquetur G+ G’ &c., fumma fcilicet gravi.
tatum omnium corporum M , M &c.

Hoc quidem ex Statica conftat, ex qua dilcimus , po-
tentiam G < G’ &c. zqualem , centro gravitatis corpo-
rum M, M' &c. applicatam, perfelte iplorum gravitatibus
zquivalere .

Verum f1 negas. Sit alia potentia major , vel minor
G+ G, que videlicet in C(Fig.é.) quod centrum fit gra
vitatis maffarum M , M', quibus compofitum eft pendulum
A M , per gravitatis dirciﬁuncm applicata , ciat , ut

ulum eodem prorfus modo moveatur , codemque tem-
pore eafdem ofcillationes conficiat, quas dum a corporum
gravitatibus G, G' ad motum follicitabatur , conficiebat .
(%ua: potentia igitur, per contrariam dire&ionem in C ap-
phicari requiritur ad motum omnem penduli AM extin-
guendum , ofcillationefque fuas impedire , quum ipfum ad
mofum 2 corporum gravitatibus G , G eft coaltum ;5 ea-
dem quoque expofcitur, ad idem ,in ¢odem pendulo obti-

_ nen-
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nendum , quum a fuppofita. potentia , major , vel minor
G +G' in codem centro C applicata, ad ofcillandum fol-
licitatur . Sed quia gravitatum dire&tiones , ut notum eft,
funt parallelz , potentia , quz in primo cafu requiritur, -
quatur, ex Statica, gravitatum fummz G4 G'; ergo et-
jam hazc in fecundo cafu et neceffaria . Potentia igitur
G+ G', 2quilibrium circa punfétum C conflituere debet
cum alia majore, vel minore ex oppofita dire&tione appli-
cata ; fed hoc eft abfurdum ; ergo abfurdum eft quoque
dicendum , potentiam a G +4 G' diverfam , eumdem motum,
ac corporum M ,M’ gravitates pendulo AM eodem tem-
pore communicare . Ergo &c. Q. E. D. '
© Quod oftenfum eft de lincari pendulo A M, eadem
methodo demonfirabitur etiam de quocumque alio cujufvis
generis, atque figure, quovifque corporum M , M' numero
compofito . Imo idem, eodem ratiocinio demonftrabitur ,
etiamfi non omnia_corpora M, M' &c. inferius oftillationis
axi BB exiftant ; aliquod , ex. gr. M', gravitate fua G’
praditum, fupra ipfum axem B B confiftat , a ofcillet,
quemadmodum accidit in Fig. 4. ; quo in cafu fumma gra-
vitatum omnium, feu potentia centro gravitatis fubftituen-
da, non erit amplius G+ G' &c., fed G — G'; quia G,
ut ex Statica conflat, habenda eft tamquam tia ne-
gativa, atque ex oppofita direftione appilcmm 'Ilat ita-
que itum . - .
~ VIIIL. Sed non eft cur diutius in_przliminaribus hifce
immoremur . Tempus jam potius videtur , ut ad ipfum
centri. ofcillationis problema proponendum tranfeamus , no
Fﬁramq.u:_ld folvendi methodum exponamus . Sit itaque
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Problema generale.

Dato pendulo quouvis compofito , ejus ofcillationis

centvum determnave .

S O L U T I O.

Offemus hujus problematis , etfi ita generaliter propo-
fiti, folutionem ftatim exhibere , methodum , qua id
refolvimus pendulo cuicumque compofito fimul applican.
do. Verum , ut clartus ejuidem methodi univerfalitas ap-
pareat , varios cafus pro diverfis pendulorum generibus
num. quinto affignatis diftinéte confideremus, atque gradatim,
uliaribus problematibus nobis pro quolibet cafu propo-
tis, ab uno, ad alia ipfam extendamus methodum .
Tres itaque diftinguendi funt cafus . Primus fcilicet
od pendulum fit Jimeare; alter, quod fit' plawsm ; tertius
?:cliqul s quod folsdum fit . -
Solvamus problema quoad priorem ; atque fupponamus
in primis lincare pendulum A M ( Fig.7.), cujus ofcillatio
nis centrom quaritur , duobus tantum compofitum cffe
ponderibus M ,M', quorum gravitates G, G'.
Determinetur punftum C, quod centrum fit gravitatis
ponderum M, M, adeoque A C ejus diftantia ab ofcilla-
tionis axe B B ; qui axis per punflum A plano paginz
verticalis,, feu normalis tranfire intelligitur ; atque {umpta
a ¢ = A C, quaratur quanam mafla in ¢ effet applicanda,
que a gravitate zquali G 4G immediate ad motum folli-
citata , fimplex pendulum 4 ¢ conftitvat , compofito AM
Mochronum .
Maffa, quam quarimus, vocetur = # , & longitudo pen-
duli ac=—a.
Ex oum. precedente , pendulum A M five ad mo-
tum
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tum follicitetur a corporum gravitatibus G, G',five a po-
tentia wxquali G+ G' centro C applicata , nullam fubit
mutationem , eafdemque prorfus eodem tempore ofcillatio-
nes conficit. Itaque fupponamus ipfum non a G, G, fed
a potentia G 4 G’ centro C applicata, ad ofcillandum fol-
licitari 3 adeoque tam compofitum pendulum A M , quam
fimplex ei ifochronum 4 c,cujus maffa » in punéto ¢ fulpen-
denda quaritur,ab 2quali potentia, punttis C, ¢, applica-
ta a pendulorum ofcillationis axibus B B, & & 2quediftantibus
agitari . Igitur in unaquaque integra, ifochronaque corum-.
dem pendulorum in plano paginz ofcillatione N N, » »;
fimilia fpatia NN , nn a punttis iplis C, ¢ defcendendo,
atque afcendendo percurfa, ®qualia erunt.

Horum fpatiorum eclementa duo infinitefima £Z,y =
zqualia, atque analoga, ideft fimiliter pofita , five ex par-
te defcenfus, five ex illa pendulorum afcenfus fumantur.
Hzc quidem eodem quoque tempore ab iifdem punétis C, ¢,
vi potentiz G+ G’ percurrebuntur 3 & dum percurruntor,
fpatiola Z S, z 5, per qua potentia hzc G 4 G centris fuis
accedit, vel ab ipfis recedit, determinata a normalibus 1§
ys dudtis fupra potentiz cjufdem G 4G’ parallelas dire-
&iones Z R, % r, xqualia erunt. Sed velocitatibus corpo-
rum, feu maffarum x, & M ,M', pendulorum as¢, &AM,
refpe&ive ab v, & V, V' expreflis; e (G 4G ) . zs=
+ xvdv in fimplici Pcndulu ac (3), & (G4+G).2Z¥§
=+MVdIVEMV AV in compofito AM (4.). Ergo
+xvdv=FtMVIVEIMVIV; & inth}?fldo;t ==
e iM: * M: ,{cuxﬂh’i}r +E, subi fignum
— , non amplius proportionalitatem indicat , fed 2qua.
litatem . : :

Enimvero quoniam, ut antea animadvertimus , ele

mentum y z percurri debet a puntto ¢, feu a mafla x,

codem tem , ac ¥'Z a C percurritur ; ablfolvi quoque

debebit tempore ,ac fpatiola YZ, Y'Z' analoga, at-

que fimilia rZ,a mﬁs,_MéM'ﬁmul abfolvuntur ; fed ex
2 oum.z.
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num. 2. , mafarum x, M, M’ velocitates v,V , V' {unt,
ut fpatiola ipfa percurla yz, YZ, Y Z', divifa per tem-
pufculd refpe@iva in corum percurlione infumpta; ergo
velocitates v, V, V' erunt ut1 fpatiola , feu arculi y z

YZ,Y Z. Sed hi, ut inter fe fimiles , funt radiis , v

maTarum ab ofcillationum axibus &4, B B, diftantiis ¢ ¢,
AM,AM, feu s, A M, AM proportionales ; igitur ve-
locitates v, V, V' funt in ratione diftanttarum ab ofcilla-
tionum axibus #, AM,AM; adeoquc tllorum quadrata

w*, V', V'", horum quadratis 2, AM , AM pmportinna;
lia. Ergo qualibet -}- ; :F— refpeQtive zqualis AM AM,
Itaque hi valores pro illis in mquatione == lli;-]— M:: ..
jam fupra inventa, fubflitutis , habebitur tandem & =

MAM +M.AM | qui maffz punfto ¢ applicande valor
erit quzfitus .  Pendulum igitur fimplex, longitudinis ac
== A C, i maffam hanc imo fui punfto ¢ gerat,ad motum
a potentia G4 G’ immediate fnflicitatam, erit compofito
A M ifochronum ..

Hoc pofito , manifeftum eft Problema eo redaftum
efle, ut inveniatur longitudo penduli talis , ut fi eus ex-
tremo puntto, mafla M4-M' fufpendatur, a potentia G4 G’
immediate follicitata, fimplex pendulum conflitvat , quod
fimplici huic 2 ¢, maflam x gerenti eadem potentia Gj—G'
praditam , ifochronum fit.

Id autem obtinebitur facillime, fi in memoriam revo-
cemus theorema ad fimplicia pendula pertinens , num. fexto
contentum. Ab eo enim difcimus, quod tempora fimilium
ofcillationum , a pendulis duobus fimplicibus pera@arum,

fequentem conflituant proportionalitatem, T : 7. :mv'lir:
v V-Fﬁ . Ergo vocata y longitudine penduli quzfita,
atque opportunis fubftitutionibus adhibitis , habebitur T : #
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s Y RN ﬁ'ﬁi;fcd ut pendula fint ifncllrun:i,

YGIG  YGIG —
effe debet T=—=1¢; crguv' o N Vo¥e , & qua-
TN A -
drando —T-I-G_-! -m_,,fcu MFM .y = ¥ ajigitur y ==
M:M.i atque pro x valorem fuum jam fupra inventum

—— i
{ubflituendo , habebitur tandem y — AN
MM . 4
Itaque pendulum hujus longitudinis , maffam gerentem
M+ M’ a potentiam G 4 G’ follicitatam, ifochronum eft

pendulo 4 ¢, cujus mafla x = M- m: + M. AM' 3b cadem

G 4 G’ moveatur . Sed pendulum hoc ifochronum eft com-
pofito A M;ergo etiam illud. Sumpta igitur in axe ACM

penduli A M, diftantia A O zquali y == M ‘I_M_"' M- A
M M o

hec quidem determinabit punétum O, quod ( De}l.-l)(. ) cens

trum erit ofcillationis quafitum compofiti penduli A M. g.e.5.

Suppunamus modo , lineare pendulum A M (Fig. 8.)
maffas tres gerere M, M', M, potentiis praditas G,G,G',
& videamus quanam fit formula centni ofcillationis diftan.
tiz ab ofcillationis axe B B.

Sit C gravitatis centrum ponderum M, M, M, ita ut
A C—ac= a ejus fit ab ofcillationis axe diffantia; at?u:
fuppofito , quod pendulum A M non a G,G',G" feorlim
agentibus follicitetur , fed ab earum fumma G +G'+G’ in
C colle®a;maflam #, ut antea, determinemus ,quz in ¢ ap-
iElliuc:a.ta , atque eadem potentia G4-G'4+G" pradita, pendulum

mplex 4c exhibeat , quod compofito illo ifochronum fit.

_ Quoniam A C, ac zquantur inter fe ; ficuti {patia

ifochrona, atque integra ofcillatione a punétis C,c vi po-

tentiz G+ G 4G’ defcendendo , & n?cmdtndu percuria

zqualia funt; ita quoque analoga corum eclementa, eodem
ten-
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temporis momento ab lifdem punétis defcripta, aqualia e.
runt ; igitur fpatiola, per quz potentia G+G' 4 G" in
elementis ipfis percurrendis , centris fuis accedit, vel ab ipfis
recedit , erunt ctiam aqualia ; adeoque per eamdem 4§
exprimi_poterunt. Sed per num. tertium , & quartum eft,
G+G +G .4S=+xvdv in pendulo fimplici ac , &
CH+G +G-dS==FtMVAVIMVIVEMVIV in
compofito AM , vocata maflz inveniendz x velocitate
vyatque V, V', V' illis maffarom M, M', M" ; ergo
T xvdo=FTMVIVIEMVIVEMVIV; & in

vt MV MV: My —
l:t.-gr:.u.'«:lcu_'!';hfi - _..*i K t—= ——, fou » =
a "h’" P LR .
.ﬂ + ——— 4+ —r— . Sed maffarum velocitates v
T v v

V, V', V" funt refpeltive uti maffarum ab ofcillationum
axibus 64, BB diltantiz ac — 4, AM,AM,AM", ut

i
vidimus folutione pracedenti , adeoque V=AM V-
2 -« ." ,ui

AM V" = _AM. ergo fubflitutione in inventa =
M.AM 4 M.AM +M. AN~

e i

quatione adhibita,erit x =

Hzc igitur maffa in ¢ eft applicanda, ut cum potentia G+4-G
+G" immediate conjunéta, pendulum a4 ¢ conftituat , com- .
pofito A M ifochronum . o

Determinemus nunc longitudinem fimplicis penduli ,
uod ima ejus parte , maflam M +M' 4 M" a poteatia
2;+G'+G' follicitatam gerens, ifochronum fit ecndulu
ac¢ycujus mafla & ab cadem potentia G 4 G' 4 G* agite.
tur . Hac quidem longitudo , diftantia erit centri ofcilla.
tionis quafiti ab ofcillationis axe ( Def. XI.)

Itaque vocata y longitudine, quam vql_izrimus 5 Crit ex
num. {exto T :¢: :VM+M+M "—f-‘-"- sy ; fed T

VGGG VG+G+G"

V’Hiﬁ-j—h‘r-ﬁ — V:-Vl ’rcu’

VGHGFG — YGHG+G

=r; ergo
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s ﬁ;;-a%_-jﬁ:.-;atquc valore » fupra Invento fubflituto, erit

tandem longitudo penduli quafiti, feu penduli AM di-
ftantia centri ofcillationis ab axe BB == y
—M.AM + M .AM + M. AN .
A M+MF+M. a

Eadem methodo determinaremus diftantiam centri o-
fcillationis penduli quatuor ponderibus M, M',M", M"
compofiti a fuo ofcillationis axe , zqualem effe formula
M.AM + M.AM +M.AM +M".AM g .

FM M M. "
deinceps ultra quofcumque limites procedendo , ubi A M,
AM g:c diftantiz fint uniufcujulque refpeltivi corporis
M,M &c., & a,illa eorum centri gravitatis ,ab olcilla-
tionis axe . '
uod fi aliquod ¢ penduli corporibus, ex. gr. M™, fur

pra ofcillationis axem exiftat, codem progreflu , mutatis tan-
tum G in—G", &AM " in— A M", vi num. fexti, & fe
ptimi ad eamdem prorfus formulam deveniremus ; quia etfy
cjus diflantia ab ofcillationis axe,non fit amplius pofitiva,
fed negativa; attamen quum in formula ad fecundam elevary

debeat poteftatem, eumdem prorfus produéum M”. AN,
adecoque camdem formulam exhibebit .

Ex hifce itaque palam fit, centrum ofctllationis linea-
ris penduli quolibet ponderum numero etiamfi infinito ut-
cumque compofiti, punftum illud effe, in axe, feu longi-
tudine fua exiftens, cujus.ab ofcillationis axe diltantia, 2-

patur fummz wvniofcujufque penduli maflz , dutz in qua-
3ratum fuz diftantiz ab iplo ofcillationis axe , divifz per
fummam maflfarum omnium , duftam in diftantiam centri
gravitatis ponderum ab eodem ofcillationis axe. Q. E. pro
primo cafu determinandum .

1X. Soluto problemate quoad primam partem , tranfea.
mus modo ad fecundam , in qua , pendula plana contem-
planda veniunt.

Sed ante omnia animadvertendum eft, pendulum pla.

num
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num duplici modo ofcillare poffe circa fuum ofcillationis
axem.Aut enim 1ta ofcillat, ut axis ofcillationis, in eodem
femper fit plano cum illo ofcillante penduli ,in quo, cor-
pora, eorumque gravitatis centra exiftunt ; aut vero ita,
ut huic plano idem ofcillationis axis, verticalis , feu nor-
malis fit. In planis itaque pendulis , centri ofcillationis
Problema, pro duobus hifce ofcillandi modis, duplicem fo-
jutionem admitteret , nifi noftra methodus, unica folutioae,
utrumque caflum compleéti fufficiens fit.

Ofcillet planum pendulum 4 M M'( Fig.g.10.) duobus
corporibus M, M’ compolitum, circa axem B B doplici modog
ita fcilicet, ut BB in codem femper fit plano cum ofcil-
lante, ex quo pendent corpora M, M, ut . Figg; atque
fic, ut idem axis, Fig.10., tranfiens per punttum A4, verti-
calis codem plano femper exiftat. -

Sit C gravitatis centrum corporum M ,M';s A C ve-
ro ejus diftantia ab olcillationis axe B B, adeoque penduli
axis. Sumatur @ ¢ == A4 C == a,atque, ut methodus poftu-
lat , inveniatur in primis mafla. x punéto ¢ applicanda, qua
follicitata a potentia, fea gravitate G4+G' maflarom M,M’,
pendulum ¢ conflituat, compofito A MM’ ifochronum .

Polito , ut aniea, quod compofitum pendulum non a
G,G inM,M,led ab ecarum fumma G 4 G’ in C appli-
cata, follicitetur ; manifeftum eft, ob aqualitatem radiorum
AC, ac,analoga , atque imilia elementa fpatiorum a pun-
&is C,c,vi potentiz G 4 ifochrona ofcillatione percur-
forum , codem momento temporis integra ofcillationis de-
fcripta zqualia effe 5 ergo xqualia quoque erunt fpatiola
4S , per quz G4G', in 1phis eodem tempore defcriben-
dis, centris fuis accedit, vel ab iplis recedit.

Jam vero,quoniam G+G-d S == +xvd v in pendulo fim-

iCiac{3)y & GH+G-dS=+MVdIV+M VIV incompo

to (4); eritquoque + s vdv=—=+MVdV + h:i Vd V.Ergo

opportunis operationibus adhibitis » = M_L:: + Mj :

Sed , ex punftis M, M' duftis normalibus M A, M A fu-

pra ofcillationis axem B B, qua in Fig.1o.,ambo concur-
rent
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rent in punfte A4, per qf:od axis idem ofcillationis tranfit:
velocitates v, V, V' proportionales funt refpeltivis mafe
farom ab olcillationis axibus 44 , B B diftantiis ac = 4,
AM, AM, uti oftendi poteft codem modo , ac numero
precedente in pendulis linearibus. Ergo {ubftitutione pera-

m— o —
Fa,erit w==20- AM + M. AM

Determinemus modo penduli fimplicis longitudinem g,
quz talis it , ut fi in ejus extremo punéto fumma maffarum
M, M’ applicetur , immediate follicitata a fuarum potentia-
rum {umma G4 G', exhibeat pendulum tfochronum pen-
dulo ac, pradito maffa x, atque ab eadem potentia agitato.

Ex num.fexto eft, T:#: : ¥ MIM YV, 1‘(T"'(T:, {cd

a0 VG+G — VGG
T ==rergo fl — Mim ;X pro » fuo valore fubflituto,
y=M.AM + M.AM | que erit formula diftantiz cen-
M+4M:. «
tri ofcillationis penduli plani, duobus corporibus M, M’
compofiti, ab ofcillationis axe ( Def. XI. ) ; quaque non dif-
fert ab illa linearis penduli , numero prazcedente inventa .
St aliguod e corporibus, ex. gr. M', fupra ofcillationis
axem B B exiftat, eadem methodo, mutatis tantum G in—G/,
&AMin—AM', ad eamdem formulam deveniremus -
Si::tiii progreflu inveniremus
MAVIMAM + M. AM' offe formulam diftantiz “cen-
. o MAMAEM., s _
tri ofcillationis ab ofcillationis axe plani penduli tribus
corporibus compofiti , etiamfi ex hifce aliquod fupra ofcil-
lationis axem confiftat; & fic deinceps in infinitum.
_Ergo etiam in planis pendulis utrogque modo ofcil-
lantibus, centrum ofcillationis diftat ab ofcillationis ave 5
per quantitatem zqualem fumma uniufcujuique  penduli
maflz duftz in quadratum fuz diftantiz ab ipfo ofcilla-
Lionis axe, divifz per earumdem maffarum fommam do-
Qam in difftantiam centri gravitatis corporum ab codem
axe. Q. E. pro cafu altero inveniendum.
D X. Re-
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X. Remanet modo, ut ofcillationis centrum in folidis
pendulis determinemus. Methodus , ut univerfalis , femper
cadem ecft.

Sit folidum pendulum #M M’ M"(Fig.11.) tribus cor-

ribus M, M', M" compofitum, circa axem B B olcillans ;
1itque C horum corporum gravitatis centrum, 4 C autem ejus
diftantia ab ofcillationis axe , adeoque portio axis®penduli .

Sumpta a¢ = 4 C =4, & fuppelito , quod pendu-
lum compofitum, non a corporum M, M, M’ gravitatibus
G,G,G" in fuis locis agentibus follicitetur , fed ab earum
fumma G4+G'4G", centro C collefta ; queramus , vt an-
tea , maflam & in ¢ applicandam , qua a potentia cadem
G-+G'4+G" agitatam , pendum 4 ¢ reddat compofito illo
tfochronum .

Dubium non eft , quin fpatia fimilia defcendendo &
afcendendo percurfa a corporibus M , M', M', atque mafla
%, feu punfto ¢, in quavis ifochrona penduli compefiti &
fimplicis a ¢ ofcillatione , nil aliud fint , quam fimiles ar-
cus , refpeftivis fuis ab ofcillationum axibus BB, b 4 di.
flantiis AM, AM', AM’, & ac defcripti . Ergo etiam
corum clementa fimilia & analoga, eodem momento tem-
poris percurfa , elementa erunt fimilia & analoga arcuum
diftis diftantiis defcriptorum ; adeoque erunt iftis diftantiis
proportionalia : fed talia elementa , quippe eodem momen-
to temporis percurfa, funt (2) ut velocitates V, V, V', & v,
quibus maflz refpettivea M ,M',M", & x praditz funt in
ipfis percurrendis ; ergo V,V', V', & @ funt uti diftantiz
AM,AM ,AM", &ac=a.

Praterea , quia analoga clementa arcoum defcriptorum
a punttis C, ¢, quibus applicatz fupponuntur potentiz duz
zquales GG 4G, proportionalia funt #C,ac; erunt ob
horum =zqualitatem =zqualia . Igitur dum vi potentiz
G+G+4G" a puntis ipfis C,c,fen 2 punflo C, & mafla
x percurrcbuntur, rotentia ipfa accedet, vel recedet a cen-
tris fuis per fpatiola 4§ xqualia.

- Hoc pofito, quontam (3) habemus tn fimplict pendulo
80, GHG+GdS=txvdv & CFG+G45=IM \i’g v
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+MV'dV'+M V'dV' (4)in compofito; ert Fxvdv==

+MVd VM V4 V'+M'V d V'.Ergo perallis neceflariis ope-
rationibus , x == M: -}-EI;;L ":F'— 3 fed V,V, V7,

& v funt uti A M,A M,A M",& 4; adeoque l — -E.__.-_ﬁ &3

ergo fubftitutione adhibita —MAM +MAM +M.AM .

Ad determinandam longitudinem y penduli , quz mal-
farum fummam M+4-M'4-M' gerens ,a potentia G+G+-G
immediate follicitatam, pendulum fimplex prazbeat,quod ifo-
chronum fit fimplici @ ¢, cujus maffa ¥ ab cadem G+G4-G”
moveatur ; eodem modo, ac antea cft procedendum .

Quamobrem habebimus () T : 7:: VME‘E : :";:

VEVE o s
VGG +G o __"m:&qm?m’ T MMM
atque valurEm x fupra inventum fub{htuendo, ¥y
—M.AM + M.AM +M.AM :quz formula valor
MIM4+M L . e )
eft (ex DefX1. )diftantiz centri olcillationis folidi pendula
tribus corporibus M, M', M’ compofiti,a {uo ofcillationis
axe 3 & non differt ab illis , in pendulis lineant & plano,
num. precedentibus inventis.

Quod fi M", ex. gr., ofcillet fupra axem B B3 tunc
etiam eodem progreflu, mutatis tantum G, & A M",1in—G',
& — AM", eadem femper prodiret formula.

Similem methodum adhibendo ad ceatrum olcillatio.
nis determinandum folidi penduli quatuor corporibus com-
pofiti, pofito etiam, quod ex hifce ali:huod_ fupra ofcillationis
axem _exiftat 5 inveniemus ejus di.-. antiam a difto axe,
sauare Renusiien M. AM +M.AM +MAM +M"AM";

MMM M . 2
X fic de aliis folidis pendulis, majori , & etiam infinito
corporum numero utcumque compofitis.

Igitur centri ofcillationis diftantia ab nfcillatian‘is axe
Dz etiam
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etiam in pendulo folido quocumque , 2zquatur fumm=z pro-
dutorum uniufcujufque penduli maffz in quadratum diftan-
tiz fuz ab iplo ofcillationis axe , divilz per maflarum
omnium fummam du&fam in quadratum diftantiz centri
ravitatis corporum eorumdem ab eodem axe ofcillationis.
. E. pro calu ultimo determinandum.

XI. Ex hifce itaque illud concludamus oportet : cen-
trum ofcillarsonss penduls cujufvis compofire y pun&um sl
bud effe 1n axe penduli exiflens , cujus diftantia ab ofcsi-
bassonss axe adequar fummam wuniufcujufgue maffe corpo-
vum penduls dufgm in guadratum fuz £ﬂﬂﬂli£ ab ipfo
ofcillatsonis axe o divifam per produllum fumme carim-
dem maffavum in dsflantiam centys gravitatis corporum
omnsum ab codem ofcillarionss axe. Q. E. D.

Itaque vocata qualibet corporis mafla == M, cpique
diftantia ab ofcillationis axe — D, atque diffantia ab eo-
dem axe centri gravitatis corporum omnium — K 5 erit
in quocumque pendulo , diffantia centri ofcillationis ab
ofcillationis axe = G%%—;quod ferme convenit cum co,
quod Hugenius in primis, Bernoullii , Hermannus, aliique

uamplurimt ex recentionbus magni viri , diverfis metho-
is tradiderunt. Quapropter folutum remanet, ex Galilza-
nis Legibus, generale centrs ofcillasionis problema nobis
propofitum, & per confequens noftri muncris partes ¢xpletz.
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DEtem\inntu generaliter penduli cujufvis cnmlpoﬁti ofcil.
lationis centro, inventaque generali formula ;,—:1-1% y QUZ

ipfius diftantiam ab ofcillationis axe determinat ; abs re non
erit nonnulla hic adjicere exempla , quibus palam fit me-
thodus , qua procedendum eft , ut particulariter, ope formu-
lz ejuldem , idem ofcillationis ¢entrum in dato pendulo
aliquo defimatur. Tota difficultas confiftit in determinatio-

ne valoris difta %% s pro diverfa penduli ofcillantis figu-

ra, 1d autem prazftabimus in noanullis tantum regularibus
folidis circa axem aliquem ofcillantibus ; remque iplam , tri-
bus, qua fequuntur, exemplis expediemus.

E X E M P L UM 1.

Determinemus in primis ofcillationis centrum paral
lelepipedi reftangularis { ll-:'ig.u.) ALD circalatus fuum A L,
feu axem B B olcillantis.

Sumpta in A R qualibet abfciffa A m , quz vocetur
%, atque cjus elemento mn=—d x, per pun&ta m, » in-
telligantur duéta plana duo m¢ p,n g s parallela plano A C;
adeoque plano etiam R F. Hzc quidem dividebunt paral-
lelepipedum in elementa infinitelima m#psgn . Dicatur
AL = rp = a, quzlibet ordinata mz in m 7 accepta
=—y, cjufque elementum infinitelimum == dy ; erit Az
— T , : Ty

Enim vero quodlibet folidum infinities infinitefimum
ad x dy,quod clementum eft infinitefimi elementi m £p s g n,
in qualibet punfto diftat abaxe B B per Az. Ergo fi multi-
plicetur per Az —«" 4 ', & ad integrationem perduca-
tur, habebitur ejus integrale zquale in cafu nollro nume.
" ratori formulz centri ofcillationis diftantiz ab ofcillatio-

nis axe num. ultimo expofitz , fcilicet fads.dy.x & 5
==/ MD';adcoque formala integra /M D" = /=~ "= ==

M.K —
d o Jaax. dy. K
qug , quum produftum doorum infinitefimorum conti-
D3 neat,
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neat , duplicem integrationem exigit .
Pofita #, & d x conflante, integremus formule nome-

ratnrcm/:h.&;.:'-l-;' :jd.l’dmd_r-}—fﬂd#.y'dy,
& habebitur ax’dx. y 4 24xy" 4 A conflante fi opus

3
fuerit 3 & pofita fumma ==oquando y==o, erit ax" d x.y
4 2dxy' . nempe nuolla conflante opus eft . Fiat y——m2

]
—RD=4§, & habebitur sbx'dx }46'd=x, Hac for.

; 3
mula denuo intégrata crit«bx' L. ab'x & falla x= AR

: 3 3 R
—c, erit tandem #6¢ Jade— b, 50 =MD"
3 3 2

Ad formulz noftrz denominatorem fZdx.dy K deve-
nientes , advertimus valorem ejus haberi poffe abfque attua-
li integratione , quia JZax.4, eft fummatoria omnium
maflarum , feu folidorum infinities infinitefimorum , quz ex
Geom. zqualis eft abc, atque diftantia K centri gravitatis
parallelepipedt ab ofcillationis axe B B, zquatur /& +2° .
Ergo abe. Vot = /ads.dp.X=/M.K. 2

Z
Maque /MD' 2% 2 o i
q ™MK 3’/{{%_:_; 45" 3 ®qualls nempe
t . . . . . v " » .
3 diagonalis A D; fed ;{ﬁﬁ' eft diftantia centri ofcillationis

parallelepipedi ab ofcillationis axe B Bjergo etiam * A D.

L 3
Verum bzc diftantiam tantum centri ofcillationis ab
axe BB determinat, fed non centrum ipfum . Ut autem
determinetur & centrum , dividenda funt latera AL, DF
bifartam in E, G, & du&ta EG=—A D, quz axis erit
penduli, feu parallelepipedi , fumenda ¢ EO==2 EG ;

hac quidem determinabit punftum O, quod ccntrf:m erif
quzfitum. Q.E. D.
St RD 0t infinitefima prz A R ,adeoque & infinitefi-
ma
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ma pre ¢,fomenda erit EQO==2¢== 2 AR . Contra EOQ

: 3
fumenda erit =24 — 3R D {ij AR infinitefima fit prz RD.

3 3
Tunc autem acciptdebet EO = AR ==¢,vel=RD
=—b,quum erit c== 2%, autb=_2¢ , ut inito calculo
: _ Vs Vs
ftatim patebit.
Alias hypothefes, ut faciliores, omittimus.

E X E M P L U M II.

Inveniamus modo ofcillationis centrum in cono reéto
ex vertice fuo fulpenfo. ‘ _
Sit MCN ( Fig. 13. ) conus reftus ofcillans circa
axem BB , qui in plano trianguli M CN , per verticem
C tranfiens, normalis ad axem coni C D exiftat.
Ponatur quzlibet abfciffa Cs = x , atque ordinata
s g el normalis = y , ut sr , clementum infiniteimum
ablciflz cs, it=—=4d x, & clementum ordinatz sg=4dy.
Porro fiat CD=6, DN =4, ut fit quelibet y = s r,
b

Sint Asg, fg¢ circuli paralleli bafi, quorum centri fint s, 73
eorum radit erunt refpeftive y. Hi quidem circult divide-
bunt conum in elementa infinitefima Asg¢g f. Qualibet
abicifla s/ dicatur =, cfufqu: infinitefimum elementum 4 =;
erit ordinata ad angulos reflos p/ = ¢/y'—2*. Denique
pcr:liphcr_la circull £ p g vocetur p, ejulque elementom d p
ut it circularis zonulz pd y elementum=— dpdy, & du-
&um in sr=—=dx,det dpdydx elementum coni ordinis
tertii infinitefimorum.

' Jamvero quoniam hujus conici element: diftantra ab

ofi:illatiunis axe BB et pu = V7’ | 73 =vr =,
erit formula noftra centri oicillationis diftantiz ab oicilla-
SMD* f_“ ped y.d X + %"y

tionis axe , fcilicet MX= "k ubt fi-
" P l’- :.
gnum
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gnum fummatoriz indicat, quod fumma per tres vices de-
bet iterari, ut ex fequenti operatione apparebit .

Integremus furTulz numeratorem . Sed antea animad.
vertamus, d p =— ‘,’- —; ergo falta fubftitutione , & po-

" o J’_zt
fita variabili fola % atque d x, erit fdpd,dx . ¥ Fp—n
=j"'d"""-’_;a!i£.+ Jdy . dx . ydz. ¥y —* ==x'dx.dy.
vV =z’
V}._;’ +ydy.dx.fdz ;. Sed vocata r: p ratio-
ne radii ad peripheriam circuli 4 4 g, 57‘!—‘;_"= —PriX
y o=t o

Jdzyy—==pr» yquia dz . ¢y —z eclementum cf

zr

arez circularis, cujus radius eft y, & peripheria 27 . Ergo

ydx

¥
nofire formulz numerator ad integrationem femel perdu-
Gus erit . s’'dwydy + 2.y'dydsx . Et denvo fume
r

r

mando, pofita conftante x ejufque elemento d x, habebimus
P. y'x‘;: 4 rytdx.Sed y =< <x ; ergo {ubflituendo, 7.
ar &r & 27
2. s'dx+ 2.5 .%'dx. Et integrando iterum , erit p4"
&’ Sr & : 1orbh*
' 2ot IZ P28 L Gb ;& faftax=CD=x4,

gord* qord*
r =D N == a4, adeoque p — bafi coni circumferentiz=rc,
fict tandem <28, S F F i =/ MD".

2o _

Denominator formulz noftrz , fcilicet jdpdydz.X,
nulla indiget integratione , quia zquatur cono , dufto in
diftantiam centri fui gravitatis a vertice C; ergo quum

conus zqualis fit c«4, & talis diftantia == 3, erit fd p.dyd x.X

6 4
:f_%_ﬁ' = /MK.

Ita.
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mn‘_flﬁ-diﬁ"l-___‘i""l..' .
ltaque 7 = by > adeoque in

A —

g
coniaxe C D, fumpta A O =4 longitudinis fuz CD, 4t

5
tertiz proportionalis poft eamdem C D , & balis radiurzz
D N, punttum O habebitur , quod centrum erit ofcillatio-
nis quafitum . Q. E. D.
$i DN=C D, hoc eft 2 =2, fiet diftantia pradilta
== b, adeoque ofcillationis centrum coni,in centyo D bafis
fuz cadet. :

E X E M P L U M 11L

Ad ofcillationis centrum determinandum in cylindro refto
M C N |( Fig. 14. ), ofcillante circa axem BB tranfeuntem per
centrum C, eodem modo , ac antea in cono eft procedendum;
atque iildem denominationibus pofitis, habebitur etiam deng-
minator formula generalis, fcilicet /M D*,ad duplicem in-
tegrationem perduttus, zqualis, ut antea, 2. y'x'd a4 £- y*d x;

zr 8r

ergo, quum in cylindro, y zqualis fit 4, erit {ubfltituendo, &
integrando 7+ ¥'4p < 4 ; & pofita 5 = b, adcoque r =g,

6 r &r _
p =—r¢, habebitur cad’ - ca'b==cab b 4 o =M D"
& 8 2

2 e e 3 4 .
Quoniam autem cylindri foliditas == /M, == <#%3 fuique
1
centri gravitatis diftantiaabaxe BB =K ,== ¢ ; erit fM.K
2
LE

== ¢a5 _ac proinde /MD'==2 3 4 —25}
4 MK cab® 3

"
2 b

Tgitur in cylindro diftantia centri ofcillationis O in axe foo
C D cxiftentis, zquatuy 2 ¢jufdem axis C D, ! tertia pro-

3 3
pos-
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portionalis poft axem eumdem, bafiique radiom D N. Q.EL

Si fit axis CD ®qualis radio bafis D N, hoc eft b = 4,
erit diftantia pradilta CO==746 =44 ¢ . Igitur ofcilla-

- . ! 6 6

tionis centrum erit in produltione axis per ejus partem
fextuplam. _

Si fuerit radius DN infinitefimus prz CD, hoc eft
infinitefima pre b,erit CO=2 42 CD . Tunc autem

3 3

C O==C D, hoc eft ofcillationis centrum in centro bafis cadet,
quum eft #=v/;", ut adhibita fubftitutione in formula

fupra inventa 2 b-i- 1‘5 , ftatim patebit .

z

Atque ::;:mpla hzc fatis fuperque fint ad methodum
indicandam, qua procedendum eft , ut in aliis figuris, ope
generalis formulz numero ultimo exhibitz, ofcillationis
centra determinentur .

Interea prinfquam difquifitioni huic finem imponamus,
haud fuperfluum exiftimamus animadvertere , rem alioquin
vnicutque obviam, fcilicet , quod ea , que adhuc flatuta
funt , nullam fupponant aeris gravitatem , vel refiltentiam,
Quum autem hz adfint, tunc inter potentias pendulis aps
plicatas , itz quoque eflfent recenfendz , & computandz,

Verum de his agere eflet propofitum noftrum excedere.
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