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SCIENTIA RUM

ACADEMIÆ PARISIENSIS

soCIIS PRÆSTANTISSIMIS

y 1coz AtIS D E AMAR T 1 NO ·

sz>« ulod rnea hæc Algebræ

§K®. Elementa , quæ `feptem

ab hinc annis in ufum

Excellentiffimae Principis

î Faust 1 Nae PIGNATELLI

£ confcribere curavi , ve

' £ro nunc nomine exor

nata , in lucem emittam ; non deerun£•

VIRI PraesrANrissiMi , qui audacem ni

mis mejudicabunt, nec tahto molimine£

tis mihi ipfi confùluiffe, in Vulgus, effè
rent, Facile enim in animum inducent
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füum , aliifque imponent, quod, ad id au

dendum, duorum alterutro fuerim addu

&us ; vel quod adeo de me fentiam , ut

non dubitem , quin mei labores Viris tam

probatae do&rinae poffent offerri; vel quod

Vos ipfos adeo parvi faciam , ut ómni

qualicunque labore , qui Vobis offeratur,

contentos Vos effè debere, mihi perfua

deam . Sane non vereor , quin nemo

Veftrum hanc in me notam fit inje&turus.

Nam, ut æqui rerum æftimatores, non ali

ter id , quod molior , eritis accepturi ,

quam ab eo fiat oportet , qui fuarum vi

fium eft probe confcius , nec ipfum la

tet , quem locum in Orbe litterario, com

muni omnium fuffragio , teneatis , Sed

ab aliis , qui eam mihi notam inurere,

Vulgufque hominum , non fàtis cautum,

deciperé poffènt , cavendum mihi eft.

Neque enim omnes eo pollent animi

candore , ut ea , qua decet , ratione ho

minum confilia interpretentur . Potiffi

mum vero id vitii viget apud eos, qui

fpecie tenus: litteras colunt : quo fit ,

ut , maximo ipfàrum detrimento, exitiofae

humanæ Societati vulgo litteræ habean

tur. Quod igitur, VIRI PRÆSTANTisSIMI,

potiffimum me movit , ut hoc meum

qualecumque Opus Vobis dicarem , eft,

ut ad fontem fùum rediret quidquid

eximii , ac fingularis in eo continetur.

Maximam namque partem optimarum re*

Tun), :
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rum , quæ ibidem occurrunt, non aliun

de equidem füm mutuatus , quam ex

veftris Commentariis , quos continuo

ante oculos habui. Et , fi aliquod forte

argumentum ultra veftra pomæria videar

protuliffe , id quoque Vobis ipfis ferri

debet acceptum ; quum , nonnifi præeunte

veftra face , licuerit mihi paulo longius

progredi . Accedit, quod mihi, qui in hac

llrbe perpetuo fum commoratus , non

aliter quidem contingit,ut tum fublimioris

Geometriæ receffùs , cum arcana Phyfi

ces fanioris permeare valuerim , quam

ope veftrorum Commentariorum , qui

fato quodam fingulari citius, quam par •

erat, ad meas manus pervenerunt. Ana

lyfim quippe Indefinite Parvorum Cla

riffimi HoSPITALIi penitius intelligere li

cuit ; quia cun&ta loca ardua , ac diffi

cilia , quæ in ea perluftranda nonnihil

negotii Tironibus faceffùnt , dilucidatio

nibus veftris plana , & aperta fefe mihi

præbuerunt. Et admirandum illud Opus

Principiorum Philofophiæ Naturalis In

comparabilis NevvroNI fas fuit inoffenfo

pede peragrare ; quia præcipua ejus O·

peris Capita ia veftris Commentariis, non

modo enucleata , fed omnibus fuis nu

meris perfe&a , abfolutaque leguntur.

AEquum eft igitur , VIRI PRÆSTANTis

SIMI , ut Illuftri veftræ Societati ac

ceptum feram quidquid profecerim , fi
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ve in Phyficis , five in Geometricis dij

fciplinis . Atque hoc ex capite , ficuti

non eft mihi vitio vertendum , quod

mea hæc Algebræ Elementa fub véai is

aufpiciis in lucem proferam ; ita auda.

&ter fe fpes infinuat, ut Vofmet ipfi ab in

vidiæ morfibus ea pro viribus Vindicare

velitis . Neque vero culpæ mihi debet

adfcribi,quod obfignatis hifce tabulis nunc

demum cunétis teftatum faciam, quo vin

culg fim Vobis obftriétus , & qùantum

veftris laböribus debeam . NonTenim id

antea præftiti ; quia obftitit ingenuus i1

le pudor , quem a prima ætate eximia

• veftra doétrina fenfim in animum mifit.

Nunc autem , mutato confilio, malui pu

doris limites præterire , quam ingra

ti animi crimen incurrere". Et quämi.

quam ultr9 fatear, nimis tenue eífe id,

quod Vobis exhibeo ; non vereor tamen,

quin ea, fit veftra humanitas, ut , non

tam quid Vobis debeatur , quam'quid

vires poffint aliorum , infpicere velitis.

IFuturum autem , ut méus hic 1.bo

non omnino fit Vobis difcipliturus, fua.

d££3 tum Operis argumentum ,' quo
nihil fublimius excogitari, poteft ; tum

ipfâ de hoc argumento différendi ratio,

qua omnem ex eo caliginem , ac ßerili.

tatem difcutere curavi . ubi vero ad Ex

cellentiffimam earn PRNiciPEM animum

converto , in cujus ufum haec mea AI

ge
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gebræ Elementa confcripta fuerunt, fpe§

optima fovet, ut omnem apud Vos gra

tiam fint acceptura. Adeo enim fama per

crebuit de fingulari, quo omne litterarum

genus perfequitur , ftudio, ut jam Exteris

excitamento fit , quo Regiam hanc llr

bem inviferent. Sed nomen , quod fama

fuftinet , augeri in fe ipfis non parum fen

tiunt , qui familiari fuo colloquio deti

„ nentur. Mens namque Geometrica in o

mni ejus fermone , vel etiam jocofo , dete

gitur ; & de quacumque re verba faciat,

adeo fubtiliter, & acute illam evoluit , ut

nihil fit, quod in ea expeti queat. Sen

fâ autem animi fui eo verborum dele&u,

ac proprietate depromit , ut eos, qui au

diunt, quocumque vellet,poffet impellere.

od vero plane fuperat fidem, eft , quod

&facile ad aliorum fermones fe accómo

dat , & cuique pro ingenio füo loquendi

fuppetit argumentum: ex quo fit,ut nemo

ipfius non ambiat neceffitudinem , nemo

familiaritate fua non recreetur. Opus igi

tur,pro tanta PRINciPE elucubratum, non

eft mihi pertimefcendum , quin æquo, li

bentique animo eritis accepturi . llnde

non aliud fupereft , quam ut vota mea

fundam , quo Veftra Societas pro bono

Scientiarum cum ipfo terrarum Orbe fit

duratura. -
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AD LECTOREM,

?/odecim fere effluxerunt ammi , ex quo

libri duo priores mofrorum Algebræ

Elementurum , tumultuario fladio com

fcripti , lucem ad/pexerumt . Eofdem

nommibil adaa&os , 6* im comcimmiorem formam

reda£fos , uma cum duobus libris poflremit , mumc

iterum tibi fiffimas , BEN£voLe Lector. Pro

poßtam efl autem mobis im bifce Elementis Alge

Àram umiverfam comprebemdere : quem im finem,

hom modo eam ipfius partem emodare aggreffi fa

mus , quæ propriis fuis limitibas comtinetur ; fed

illam quoque adjicere caravimas , quæ per latif

fímos Geometriæ campos fpatiatar. Prafixum ve

rv mobis fcopum mom melius imdicari poße patavi

mas , quam Opus imfcribendo : Algebræ Geome

tria promotæ Elementa. Et/? enim comfortio ba

rum difciplinarum atraque ad majorem amplitu

diwem evebatur;attamem,quod im boc Qpere potif

/imam mobis propofuimus, ef?, ut Algebræ defeéti

όus per Geometriæ vìres occurramus. Et priores

qaidem duo libri , qaum alter /ft de calcalo lit

terali , fea fpeciofò , alter de fpeciofa problema

tam refòlutione , Algebram im fe ipfa comffdera

tam comple£famtur. Duo vero libri pofferiores,

quum umus de compo/itione locorum geometrico

*um edißerat , alter de geometrica aeqaatiomgm

conflru£fione pertra£fet , qaa ' ratione Geometriae

fubfidio eadem difciplima majora, fabeat imcre

amenta, im propatulo pomit. Simgala autem borum

librorum argamenta paalo latius profècuti fù

mas , qaam Elementoram patitur ratio. Id vero

*olim , BENxvop.e LecTor , mobis vitio gertas.

Λ/am
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Ά'am difciplimâ bujas Elementa ita quidem com

fcrubere curavimur, at 7ironum captui eßemt ac

comodata , & doffit etiam ufai eße poßemt . Ita

que , quum eo quidem vrdime camffa a mobis dige

fa fmt, ut pofferiora ex prioribus promo alveo

uant ; mihil metaemdam e/? , quod 7'iromum ami

amor a fludio bajus difciplimae avertere poffit.

aum vero nibil a mobis fit omißum , quod ad

eamdem difciplinam pertimere videatur; fpes opti

ma fovet , futuram , at mo/fram Opus doEfioribas

etiam mom improbetur. AVcque emim omnia difci

plima bujus tbeoremata ita femper præ manibus

baberi poßamt , ut præf/o /fmt mobis , quum iis

eft cpus .gaare optamdam erat , ut quæ apud va

rios Au£fore; bimc imde /parfà reperiamtur , imº

amam corpas /abimde colle£fa baberemtur , ut ef

femt iifdem primcipiis immixa, eodemque ordine

pertraffata.Im priore igitur libro, im quo de cal

eulo litterali, feu /peciofò dißeritar, non rhodo

ea complexi fumas , quæ de bujufmodi calculo

•vulgo Algebriffae /m fuit Elementis tradere con

faeveramt;/ed alia qaamplara comgeffimus,quibus

/onge ultra im bdc fciemtia progredi licet . Eum

mamque diffribuimus im qaatuor fe£tiones , qaa

rum prior e/? de calculo quamtitatum rationa

J;am , altera de calculo qaaatitatam radicalium,

f ertia de calculo ferierum infinitaram , &* qaar

ta demum de gemerali poteflatum tbeoria • Z'mde

priores duæ ejus /&£ìiomes ea mobis / flamt , quæ

vulgaria funt , & a caméíis im fuit Algebræ lm

flitatiombus tradita ; aliæ vero daae fe&iones po

/tremæ argumemtam comtimemt paulo fablimias,

quod a fcientiæ bajas Elememtis alienum fortaße

nomwulli judicabant. Secandas porro liber qaa

tuor etiam /köfivmet comple£titur ; amam mempe

de



2e refòlatione problematàì per analyfm; altéram

de matura , &• proprietatibus æquatiomam ; ter

tiam de redu£iiome aeqaationum ad propriam fe

dem ; &* quartam demam de refòlutione aeqaatio

mum irredacibilium . @aamqaam vero fingula

hæc capita commumia /imt,&• ab omnibwsfere per

traffata; auda£fer tamem aßerere mom verebimur,

ea im mo/?ris bifce Elementis, mom modo paulo ac

caratius expemf& , fèd movis etiam acceffionibur

locapletata reperiri. Ommiam autem uberior eft

Iiber tertius, im quo de compofitiome locoram geo

metricorum agendam mobìs propofuimus . Etf?

emim memo mom noverit, loca geometrica multipli

cis gemerit eße ; attamem , qai de iis componendis

confcripferumt, mom alia loca famt profecati,qaam

quæ ad priora duogemera referantar. @ugm igi

tur tbeoria iffa , maximi alioqaim ufas , nom fàtis

abunde,mec ea,qua par erat,ratione ab aliis fuerit

explicata ; eam omnibus fuis mumeris perfe£fam,

abfolutamque tradere aggreffi fumus, Quem ip

fimem, mom modo de locis dißeruimus, tam primi,

qaam fècumdi gemeris , quæ quum freqaentias

occarrant , aequum erat , at feorfim de iis agere

tar; veram etiam comati famat gemeraliter offem

dere , qaa ratione , tum loca cujufque gemeris a

fe invicem diffingai , cum limearum loca illa ter

minantium proprietater poßent definiri : cajas

deinde generalis tbeoriæ placuit exemplum exbi

bere /peciale im lineis ordinis tertii , quibus

loca tertii geweris termiuamtur, quafqwe primas

vmmiana Avevvtomus emumerare fufcepit . Itaque

libram tertium mo/?rorum Algebræ Elementorum

im qaataor pariter fèffiomes diflribuimus ; & im

prima qaidem egimas de matura limearam, quae

fawt termini locoram primi , &*/&camdi gemeris;
4 £/



iw fecumda metbodum aperwinus, qua eorumdem

locorum compoßtio perficitar; im tertia gemeralem

cujafcamqae ordimis limearam tbeoriam complexi

fumus 3 &* im qaarta demam /pecialem tbeoriao

Àujus ufum exbubairmas , comtemplatione earum

Jinearum , quæ tertium ordimem com/}ituumt . Ea

aatem , qaam mobis præfcripßmus , dißeremdi ra

tiome, mom aliæ curvæ /peciatim comtemplamdus fe

Jfe pobis obtuleramt , qwam comicæ Veterum fe

£fiomes ejufJem cum circulo gradus,& lineæ ter

sii ordimis A/evvtomiamae. Z)mde , ne moflris bi/ce

Elementis aliquid deeßet , quod fcitt, dignam

videretar 5 operæ pretium duximws , qaataor iis

fe£tionibus 4ppemdicem fùbme£fere , im qua omnes

carvas , qaae fais faltem momimibuf apad G:ome

tras celeâramtar , ea , qua fieri potuit , brevita

te perlaßravimas . Himc vero ja£#um , at librì

tertii moles afyae adeo creverit , ut , qaam ami

co volamime comtimeri mom poßet , omnimo opor

tuerit , duobus eam tomis comprebemdere. Demi

que liber quartus, im quo de gewmetrica æquatio

awam comfra£fione dißeritur, lomge etiam phura,

comple&itur , quam quae ab aliis , qai de eodem

argumemto pertraëtarunt , congefta fuere . Eam

mamque perinde , ac qaemhbet præcedentium , im

uatuor fe£tiones partiti famas. lm prima aatem,

£#,generalioribas tbeoriae bujus famdamemtis,

egimus de conflru£fjome earum æquatiomum, quæ

fecundam gradam mom excedunt ; jm fecumda ve

ro conftru£fionem exbibuimus aeqaatiomam , qua

fìve ad tertium , five ad qaartum gradum aßur

' gamt$ in tertia porro gradum fecimas ad comflra

£fiomem æquatiomam , quæ fumt qaimti , aut al

terioris gradas 3 &* im quarta demum , quo paffo

quælibet æquatio conftrui poffit per himeam , qua

- /if



fit ejufdem cum ea ordimis , aperuimus . Quam

qaam vero j/?iafrnodi confra£fiones mom alia ra

tiome im Algebra tradi foleamt , quam at per re

ffarum longitudines exbibeamtar radices earum

faltem æquatiomum , quæ algebraice refòlvj me

qaeamt; attamem , quam problemata , unde æqua

tiones proficifcantur , famt geometrica , ipfa pro

Alematum matura exigit , ut ad eas recurramur.

Verum,pro iis admimiffrandis,majore qaadam fò

Jertia opus e/?, AVeque emim im elegamtes illas Ve«

teram Geometraram comffru£fiones imcidere lice

ret, /? æquationes , ex refòlutione problematum

ortæ, eo quidem artificio con/lrueremtur , qao

paffim utantur Algebriflae. Qaare mom abs re fo

re patavimus, fele£fivra quædam problemata ge0

metrica ad calcem cujufcumque fecfiomjs fubme

ffere, ut eorum ope compertumfieret , ac explora

tam , qua ratione conflraendæ fímt aequationes

problematum geometricorum , quo eam praefefe

ramt elegantiam , qaae im com[lru£iiomibus Vete

ram elucefcit. Habes ergo , BenevoLE LecTor ,

tum fcopum, quem jm comfcribemdis bifce E/e-

memtis n0bis propofaimus , cum praecipua capita,

quæ in iis pertra£favimus. Quod vero attimet ad

mo/lram de bac difciplima dißeremdi ratiomem,baec

paucis accipe. Primo ufque adeo claritati ßudui

vnas, ommemque ex ea caligimem , &* obfcarita

tem delere comati fumus , ut auda£ter fè fpes in

ffmvet , faturam , at bajufmodi difciplima , quæ

haffetias inter abflruffores adfcripta fuit , o.

nmmiam captui accomodata videretur . Deinde,et/?

ea amalyffs a mobis tradenda eßet , quæ calculo

atitar , fmgulas tamem rerum tbeorias , mon tam

calcali fato committere, quam ex propriis fuis

principiis ergere curavimus. Ac denique dedimus

ope



operari , at qgi moßra bæc Elementa attentè

perluflraremt , non niodo eam , quam continent,

fcientiam , fèd fcientiæ ejus Metapbyficam , ut

ita dicam , edifcerent. ld vero poflremum, ßprae

ffitum fit a mobis,mom alteri ferri debet acceptam,

quam Excellentiffimae ei PRiNciP1,im cajas afam

λæc Algebrae Elememta fuerunt elaborata. Quum

enim eam mentis aciem a natura fùrtita fit, ut

im awoqaoqae rerum genere tumc demum acquie

fcat , ubi imtimiores earam receßus pervafèrit,

primafq; ipfàrum origines fuerit aßecuta ; at illi

mos gwreretur, mom aliter, quam metapby ffce,tra

denda ei erat bajafmodi difciplima. Et fane , at

mens altius aßurgere, &* adprimitivas rerum mo

tiones afcendere aßuefcat , mjbi/ utilius Algebrae

fludio. In eo emim difciplina iffbæc cæteris præ

flat,quod iis,qaas comtemplatar,ideis ommé,quam

fubire queant, amiverfùlitatem citra erroris pe

ricalam facile poteft elargiri.?Jbi autem im aliquo

argumento fupremum , ut ita dicam, gemus effa[-

fecuta , fuperat profe£fo fidem , qua quidem fòler

tia ad ultimas ejus differemtiar progrediatar.

«Optandam itaque eßet , ut quilibet difciplimae

buic addifcendæ fedulo operam mavaret ; at que

mentis capacitatem mirum im madam adauget,ne

que adeo arífos eße limites moffræ memtis, at val

go creditur , luculenter offendit. lnterim, mefcio

quo fato, ea apud bomimet, etiam eruditos,irrepfit

opinio , nihil /lerilias Algebrae ftudio : quo fit, ut

qui fama caeteris prafamt , tantam abeft , ut ad

id fludii Adolefcentiam aminos alliciant , quin

potius ab eo illos avertamt. lm banc vero fentem

tiam eo facilias abiere , quod viderjmt , præclara

difciplinæ hujus tbeoremata vix aliter , qaam

galcalo , a Vulgo Algebriffarum comprobari ât//1-
-
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2e,non tam excolendæ rationi, qaám ei peßumdam

dæ, infervire Algebram collegerumt. A/eque emim

mem* mofra colitar , ac perficitur multitudine

sveritatum , quibus imbuitur 3 fed abi vis ratio.

cinandi , qaam a matara fortita e/? , alitar, at

que fovetur. Qaare , fcuti mom aliæ difciplime

im pretio babendæ famt , quam quæ menti ho/?re

fappetumt argumentum, im quo ratiocinativa ejus.

facultas /patiatur ; ita Algebræ fladium, mom mo

do vanam, ac inutile , fed exitiofam omnimo ju

dicarumt : ea decepti ratione , quod fatali calcalo

omnes , quas docet , veritates obtradere mobis vi

deatur. Veram, quod vitio evenit eorum , qai de

præclara bac difciplina dißeraerumt , æquitas

mom patitar, ut im ipfam rejiciatur. Plane emim,

fcæco calculi duce dumtaxat in ea progredi lj

ceret , elimimamda qaidem eßet ab albo fcientia

ram,ejufque ßadium omnimo foret improbamdum.

Sed id tantum a vero abeft , qaam quod longiffi

me ; mibilque magis valgatam errorem refellere

valet , quam maximum illud imcrememtam , quod

laboribus Virorum illuflrium poflremis bifce tem

poribus fubire vifà eft. Λ/eque enim ad univer

fales illas rerum , de quibus edißerant , tbeoriar

pervemire potuißent, mi/f praeeunte ratione calcu

lam adminiflraßent . Eft itaque calcalus difci

plimæ bujus velut inflramentum , quod tamem mom

alius Artifex, quam ratio , moderatur, atquega

bernat. Et quamqaam illi iidem Viri imfigmes,de

bac fcientia optime meriti , imvemta fua fubinde

utplurimam evulgare vi///imt , at im iis magis

«vis calculi , qaam ratio , elucefcat ; id tamem fá

{fam ab illis arbitramar , vel at majorem fibi cg

ptaremt gloriam, committendo latebris artificiam,

quo eas imveffigarunt veritatws , vel vt aliorum

®Af&%*•



exerceremt jmgemia , propriæ eorum imdaffrie de

tegemdam artem relinquemdo , qua veritates illat

funt aßecuti . ®aaecumque aatem fft caufà , qaae

im imvemtis fuis evulgandis ad id confilii eos ade

gerit , proculdubio reprebenfione mom vacant.

AVum , /fcati ad veritatem imvemiemdam, mom glo

ria , ac vanitate , fed fuapte matara feramur o

portet ; ita qaidqaid in bac difciplima detegitur,

id quidem mvm parce , ac frugaliter, fed plene, la

culenterque , aeqaam eft , ut aliis aperiatur. Ef?

quippe difciplinæ bajus adeo latam argumentam,

ut quicamqae im eo labores impendamtur , fieri

plane nequit,ut omnimo illud exbauriatur: unde,

fcati namquam aliis raatvrier e/? defatara , im

qua f&as poffint vires exercere; ita ommia eis prae

fídia oportet fubmimfremtar, quo longias id bac

fciemtia progredi valeant . Hujufmodi comffliw,

Lecror BenevoLe , noflra i/f%aec Algebrae E/e-

menta comfcribere curavimus . A/am , mom modo

fingala capita , de quibus dißkraumus , adco cla

re , ac per/picae fumas profècuti , ut mibi ! jam

Jabeße videatur , qaod megotium aliquod 7?ro

„ mibas faceßere pvffit ; veram etiam comati famas,

baja/modi primcipiis corumdem amimos imbue

re , quæ fæcamdiffima eßent, &* quorum ope mibil

ia bac difcipli ma mom poßemt aadere. Ituqae ve

tus illa quærela, qaod, Algebræ ffadio , mom modo

ratio mom excolitur , fed obtunditur, atqae fopi

tar , facile conjicimus , quod imiqaa mimis vifa

ra fit iis, qui mo/lra bæc Elementa perluffrabunt.

Intelligent emina,præclaras difcipkmæ bajus tbeo-,

rias non eße meras calculi produ<fioaes, ut paffim

objicitur , fèd ex claris , indvbitatifqae princi

piis adeo acute, ac fubtiliter imferri , ut ad exco

lendum rationem nihil aptias eße queat , qttam
bToin. f. v 45
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eas plene cognitas , ao exploratas babere . Samf

autem & alii , qai Algebrae dignitatem , ac prae•

//antiam vel ob id concatere mitwmtar , qaod ejus

fadium abfhra$is ideis contemplandis adeo mem•

tem aßaefcit, ut , tam aliit difciplimis compa

ramdis officiat , cum vitæ civilis ufum jmterclu

dat . Sed primo , mentem abffra£fae rerum con

templationi affuefcere , tantum abeff , ut vitia

vertendum fit , quin potias in id ßngulae amimi

vires ffmt intendendae, A/am omnes illæ præjudi

gatae opimiamet, quibas , tam im veri cognitione,

¢um in rebus agendis obruimur , nom equidem

aliam de fuam trabaat originem , &* alte noflris

animis barent , qaam ex ideis rerum fenfibiliam,

qua* fummo fludio colimus, atque fovemas.Dein

de, quam Algebra, non tam velut pars Matbefeor,

qaam velut clavit , qua eamffa difciplinarum ma

tbematicarwm argama recludantur , debeat babe

ri 5 ßcuti ejus eximias £/? afus is univerfa Ma

tbeff , fc ©• ad fcientiam rerum maturaliam,

quæ abfque Mgthefi com/|}ere neqait, fammopere

conducat, neceße eß. Et quamquam ejus argu

mentum mibil commane babeat cam Jarisprudet-.,

tia , c* 7'beologii ; attamem , fcuti pro bifce di

Jkiplinis maxime confert Metapbyfica, fic pro il

luftrawdis fpecalationibus naétapbyffcus mom a

liumde me lius petentur exempla , quam ex Alge- -

Àra, cujus ideæ, wom modo ab ommj fenfa , & ima

ginatione /ant remotæ, verum etiam fmpliciffima

/wat , nullifque difficultatibus obnoxia. Denique

pfc item intëlligimus, qua ratione Algebræ fiu

dium vitæ civilis ufwm intercludere , rebufque

ag*nd. s imparet nos efficere poffit , ®*am enim

w/lwn/wm fit , pmnes alias difctplimas ea , qaa pur

£jf , rativw* wpm alit*r , q*um ejus præfidio, pof*

ß



f.

fe comparari; utique ei ferri poßumt accepta cam

tfa illa commoda , qaae im vita aífiva ex difci

plimis omnibus nobis derivantur . Aat igitar me

ceße ef?, at mallus fit fciemtiarum pfas in aétio

mibus mo/lris obeundis , quod nemo dixerit , cui

Jamum £/f cerebrum 5 aut,/ im iis peragendus ali

quos mo6is fappetamt fruífus , quos fame uberri

mos largiuntur,maxime im Algebram,quæ efl f mt,

&* origo fkiemtiarum ommium , eos rejicere me

ceße eft . Imterim , etfi baec in [e fpe£tata verif

fíma fmt , urgemt tamem exempld,quæ cohtrariam

mobis offemdumt . Qai emim 4/gebram profitentur,

tamta mentis aliematione ut plarimam laborant,

vt mec ad aliorum /ermomes amimam imtemdere,

nec fènfa fua eloqui valeamt ; verborum /amt adco

frugales , ac imopes, ut vix aliis , qaam momo/y/-

/abis vocibat , /ermoues fuos abfblvamt ; demiqae

•vitam fuam fubinde tranfigere videmt#r , ac fi i*

bac focietate non eßent , nec bumama negotia

a deor pertimerent , Sedfùbeunt bæc incommoda

qui Algebram profitentur, boc e/?, qui in diutar

imo Algebrae [ladio omnem fere vitam impemdumt.

Id vero hibì mos movere debet , AVeque enim no•

vam eff , ut qui alicui difciplinæ excolemdæ p

mnem operam mavamt , amore ejas fubinde rapiam.

tur , ut difciplipat aliat negligemt , mec expleamt

vfficia, qaibus bumama fácietas comtimetar. ßt,

ficuti id ultro ejt ignofcitur , quia cultura ejus

difçiplinæ humdmae comferunt fbcietati ; ita calp4

nöm vacant , qui eam ob caufám ejaflem difcipli

næ ßudium carpant . /erum iifdem incommodi*

minime fubjacent ii , qui difciplimis addifcendi ;

eo com/flio animum admovent, at fuam excolerent

rationem , &* ea , quæ decet , ratione in bac fb

aietate fé gereremt . Qaum enim mon ea illoram
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mems /it , ut Algebræ promovendæ viribus ommi

Bus incambamt ; atiqae im ejas /?adio mom aliad

temptis impemdemt , qaam qaod requiritur , at il

Jias ubertar , ac fòlertia degaffemtar. lis autem

degaffatis , ßcuti ad alias difcip'ina: /fatim fè

conferant, fic im ijs cap.ßemdis prævium Algebræ

fladiam maximo eis erit adjumento : amde de

mum , folida rerum cognitione imbati , mec iir

obmoxii erumt præjudiciis , qaibus va/gus bomi

nam mifère laborat , mec vitam fuam aliter pram

/gere curabamt , qaam eos decet, qai re£fae ravio

mis famt compotes. Sed rarfus baec omnia altro

mobis comcederemtar , /? ex Algebra ad alias difci

plimas facili negotio progredi liceret . Id vero

quam fit difficile fa£fa , fatis faperqae quotidiama

aocet experientia. Qwos emin Algebræ fludium

femel fibi fubjecit , ii adeo illias illecebris deti

mentar , ut mom aliis difciplimis fedulo deinceps

imcambamt , qwam quæ algebraice poßant pertra

£fari ; &• ommimo megligunt eas , quæ mallam cara

Algebra affimitatem babenter , magis bamamæ com

dacant fòcietati . Verum buic , quod modo mobis

objicitur, plurima repomi poßunt. Primo enim id

ipfum, ff veram foret ,Algebræ præ cæteris difci

plimis dignitatem , ac pra/famtiam maxime com

mewdaret; quum mom aliamde quidem eveniret,at,

qui femel eam degwflarimt , difciplinaram alia

rum tædio afficeremtur , quam quia mallibi mems

moftra magis fpatiatar , &• veram , ad quod tem

dit , tutius aßeqaitur, quam ßadio ejus difcipli

mæ. Deimde dabitari merito poteß , num bumamae

fòcietati magis proficuae cemfemdæ / at difciplinæ

illae , quae mi bil cum Algebra commame babemt;

mam /cati bumama fòcietas artibus potiffimam

comtimetar, //c nom.alia; difciplimas magis %ama.
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zò géméri comferré putamdam ef?, quam, qaibas

artes promoventur. Demique exemplo illa • qaa

objici poßent , multam abef?, ut argumento nobis

eße debeant , quo illud fèmper evenire credem

dum fit ; qaam mom alia ratione ea magis in oculos

incurrant , quam quia memo Algebrae ffudium es

quidem confilio aggreditar , ut in ea excolemda

omne vitae tempus impendat. Et fame bujafmodi

exemphs , fi bomimam indoles fpe£fetur , rariora

proculdubio eße debent. A/am iis ut plurimum

Åomines incumbere videmus, ex quibas, vel vitac

præfidia mobis derivantur, vel bonores , dignita

tefqae percipiamtur : qaorum quidem utrumque

ex diat armo Algebræ fladio fra/fra expetere licet.

Pro bomo itaqae fcientiaram,&- artiam optamdum

föret , ut ea eßent paalo crebriora : quod tumc de

mum facile fiet , abi difciplimæ bajas momentum

cum$it immotaerit. Samt demum &* alii , qai,

tam Algebræ, cum abiverfae Matbefeos ftudium

idcirco tenebris committendum eße decermant,

qaod memtem moflram mimia luce perfandamt.

Qaam enim ea claritas , ac evidentia, cai fcien

tiæ mat&, maticæ mentem : a[}aefcunt , neqttcat

im aliis difcipl. ais buberi ; omnino neceße efl , ut

baereat animur,qwam Matbeffr limites egreditar.

Himc uuiverfalem illam Scepticifmam,qai moflro

o&timet aevo , nommi/? difciplinis matbematicir,

qa« fummo /ladio excolumtar, paffim ferunt acce

ptam . Qui enim demonflrationibus geometricis

fumt aßaeti , agre iit praebent aßenfam , quae

eamdem certitudinem prae /. f.rre wom videntur.

Itaqae in dabiam vertamt qaicqaid rigore gew

metrico ipfis non obtrudutur ; faoqae exemplo is

awuverfa/em bunc dwbitationem alios etiam tra

Àant. ld vero aquo anirao ferendam eget,/ iatre
€0



ea fantummodo fe continerent , quae noftro captu;

funt accomodata ; fed , maximo bumani generis

detrimemto , im illa quoqae vim inferant , quæ

intelligentiæ mo/?ræ vires excedamt . Eo namqae

quorumdam Matbematicorum pervemit impu

dentia , ut etiam im my/leriis cbrifliamae no/frae

religiomi* certitudinem geometricam expetere

non erubefcamt : quam quum confèqui wequeant,

•vel im oppo/ita dogmata abeunt , vel ipfam cbri

/?iamam religivmem fumditas evertere comantur.

Sic mullibi# matbematicis majore im

cambitur ßudio , qaam im Anglia : &• profe£fo

malli magis , qaam Angli , religionem woflram

cbri/lianam, vel diris modis dilacerant , vel pemi

tus concutere mitumtwr : ufqae adeo , ut ip/è ille

magnus A/evvtomur,/7 veram e/?,quod de eo in fais

de GemteAnglicaEpißolis refert Volteras, Ariamir,

Socimiamifjae fibi adbaremdwm eße putaverit,

quia eoruni dogmata magis Matbeffconjùna depre

bendamtar. Conqueritar de effræni iftâ Anglofam

Geometrarum audacia Berkelejas Praeful Hiber

*at in parvo qaodam libello, qaem qaatuor ab

bimc ammis in lucem emifit;fed eum eo zelus adegit,

at mec etiam in rebas matbematicis fatis fibi ipfis

com/fare eos, cometur o/fendere.Eofdem carpit quo

que Delavmius, Canonicus Eboracenfis , in Opere

fao de Arevelatione camdide expenfa ; ii/que vitio

φertit, tum mimiam illam libertatem, qaa dogma

ta noftræ religionis ad exameu revocant , tum

quud ea aliis imcalcent eodem illo languido /?ylo,

quo matbematicat veritater prvfeqaamtur , Jam,

quod ifti objiciant , majore oportet fadio dilua

mas ; tum , ut difciplinaram matbematicaram

vtilitas vindicetur ; tum , me male apad Viros

religiofor Matbematici audiant. A/os equidem
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neganura eof, qui demonßrationibus geomefrigit

memtem aßuefcamt, mom ita facile rebat aliis ac

qaiefkere, ld vero non aliunde evenire putandam

e/? , quam qaia paalo ocalatiores faut , nec tam

libenter patiamtur, at ab aliis decipiamtur. ®uod

autem id fingulit reâas eam expetant certitìi

nis gradam, qai in difciplinis cernitur matbema

ticit ; id maxime a vero abborret. Λ/eque enim

igmorant , imaumera dari genera rerum , in qui

άus,datorum inopia, fola verißmilitadine, acpro

babilitate contentas wot eße oportet , $ed , qùum

ea hominet abutantar • &* fepe faepias, qualicum- `

qae fpecie veri , fòlidas rerum theoria; nobis ob

tradere mon vereamtar;tanc demam iis faam Ma

tbematici præbent aßenfam,&ài fevero eas exami

ni fubjecerint. Accedit, qaod/icati probabilitatis

varii futtt gradat , quorum maximam certitudo ,

occupat geometrica 5 ita nec omnet eadem ratione

mor afficiant , mec fingulis idfm omniao aßenf&s

prae/fetar ■portet.?Jnde etiam ex bvc capite fedulo

in cujufqae gradam inquirere, neceße ef!;at mom

plus ei aßentiamur , quam ille patitur gradat. In

aimetieudis autem gradibat probabilitatis fam

ma quadam fòlertia opus eft : haeque fane redit,

cam amnis Pbilofopbi fapientiâ, tam Politici

pradeatia tata. Sed id ipfam conatu inaudita

nuperi Matbematici ia artem redigere curarant;

quam etß non adbuc numeris omniàat perfeëtam,

a£folatgmqae tradiderint ; proftant tamen præ

clara ejat fpecimina , quiba$, baad arduum erit,

eamdem ad umbilicum perducere. Denique, qaod

attinet ad moftram religionem , cujas myßeria o

muem captum noflrum excedunt , ultro fatem**

cum Apoftolo , quod, qui eam ratione aßequi ca

nantur, cum ratione profe£to infanieut . Verum,

/f qmae



ß jwe ef? difciplina , quæ eanì ab homiwum impu

dentia magis, vindicare valeat , ea proculdubio

«/? ipfâ illa Matbefis, quam ad faftigiam eve£}am

noftris tempor ibus intuemur. Ex iis enim , qu;

cbriflianæ religioni bellum indicamt , alii qui

dem ad id adducamtur , qaia alte fibi perfuadent,

certitudinem abfque evidentia non poße con/ijle

re $ alii vero exinde movemtar , quod ejus myfte

ria mom modo incomprebenfibilia ffwt, fed cum ipfa

smaturali ratione ex diametro pagmare videamtar.

Verum,quamtum ad primor,quum multa im Matbeß

certiffime demonfèrentur , a quibus adeo procul ef?

evidentia , ut paradoxa mobis appareant ; mom me

lius , quam Matbefeos ffudio, ab e0 errore retrabi

poterant. Adfecundvs vero quod attinet , qaia

ág Matbeff mom raro etiam occwrrit , at veritater,

nullum inter fe mexum. babentes , imo lomge a fe

invicem diffitae , im concordiam veniamt , ubi ad

umiverfales rerum motiones afcemditur 5 poteramt

earum exemplo conjicere , veritates revelatas

*mire eam iis comfèntientes apparituras » quas ma

turalis fuppetit ratio , f? fpeciales moflra mentis

ideæ ad omnimodam faam univerfalitatem evebi

poßemt. §agm igitur adeo abfit a vero , ut A4a

?befeos fluduam religioni mofirae officere poffit ,

quim potias maxime ei conferre cenfèmdam fit :

plane neceße efl , ut , fi qui extemt Matbematici,

qui eam imfequamtur , aliande qaidem , qaam a

ÀMatbeff,eorum perfidia oriatur;ut fame Anglorum

AMatbematicorum impudentia nom alteri cagfae fe

remdo e/? accepta , quam eidem illi , quæ univer

fam Gentem Anglicam a vera fide exalem tenet,ac

extorrem: nempe qaod Ecclefiae jagam excaßerint,

nec ejas, qui Cbri/li vices im terris gerit , au

êtoritatem agnofcere velimt . Vale. I.
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A L G E B R AE '

G E O M E T R I A P R O MOTAE

E L E M E N T A

I NT R O D UICT I O.

Il novi acccidit ,

FAusTiNA PRIN

ceps , fi in quæ

ftionibus arithme

ticis enodandis Al

gebræ folertia , ac

ubertate deguftata,

ad eam pro viribus excolendam , nunc unice

annitaris. Ea etenim eft difciplinarum ma

thematicarum vis , atque poteftas , ut quos

femel fuis illecebi is fibi devincunt,eos num

quam a fe ipfis abire patiantur ; fed novis

femper oble&tamentis illos ad fe trahunt , ac

viriliter alliciunt. Id vero mirumTibi nec

etiam videri debet.Nam fuapte natura trahi

tur quifque noftrum ad Deum, fontem veri

tatis. Unde earum difciplinarum , in quibus,

& a vero numquam difceditur , & novæ fem

per, ac novæ veritates addifcuntur, ncmo fa

ne tædio affici poteft.

11. Ut autem injun&o mihi muneri

ego etiam pro viribus fatisfaciam , nova Al

ebræ Elementa in Tui commodum , & u

fum confcribere non gravabor. Ac principio

7om.I. A qui



3, I N T R O D u C T I O. -

quidem illud tenendum eft, Algebræ nomi

ne eam proprie venire difciplinam , quæ pro

blenuata mathematica , adhibito calculo , re

folvere docet . Sed , quemadmodum ma

thematica dicuntur problemata illa , quæ

circa quantitatem inftituuntur ; ita primum

Algebræ munus eft , ipfas quantitates qui

bufdam notis, feu chara&teribus exprimere,

eafdemque fubinde expreffas ad calculum

reVOCare .

III. Interim Algebra , nomen ab Arabi

hus derivatum,fecundum vim fuam,idem au

dit , ac ars reftitnendi, feu reintegrandi.Nec

fane ab opere hujus artis ifta abhorret deno

minatio. Ubi enim in refolutione problema

tum ad quæfit; quantitatis determinationem

Algebræ fubfidio proceditur; primo quidem

quæfita illa quantitas deformatur , & quo

dammodo fcinditur in partes ; deinde vero

reintegratur , ac velut in juftum ordinem

reftituitur ,

IV. Hanc porro difciplinam vocamus

Algebram arabico nomine ; quia , etfi apud

alias quoque Nationes fuerit exculta , eam

tamen ab Arabum manibus nos proprie mu

tuati fumus, a quibus etiam accepimus ma

ximam partem græcæ fapientiæ . Neque

enim latinas , quas habemus , verfiones Eu

clidis , Apollonii , Ptolomæi , aliorumque

Græcorum , putandum eft , ex græcis origi

nalibus fuiffe primo depromptas. Nam , ad

noftras manus perveniffe prius eorum ver

fiones arabicas , quam ipfà Græcorum origi

nalia , notius cft , quam ut po{fit in dubium

revocari . V. Al



I N T R O D U C T I O. 3

V. Algebra in Europam delata , Itali

primum eam excoluerunt; nec ullus, opinor,

erit , qui primatum iftum audebit nobis dif

putare. Inter Italos autem primus , qui de

Algebra fcripfit , eft Lucas Pacciolus, di

&tus etiam Lucas de Burgo. Et quamquam

memoret ille Leonardum Pifanum, aliofque

fe antiquiores, a quibus didicerat;eorum ta

men opera typis edita non habentur. Pac

ciolum fecutus eft Stiphclius , aliiquc ab

ipfo citati ; fed omnes ifti iis tantum exco

lendis operam fuam collocarunt , quibus

Arabes Algebram perduxerunt.

VI. Qui Algebram evehere longius

inter ltalos ftuduit , is omni dubio procul

eft Nicolaus Tartalea . Etfi enim refolutio

nem æquationum cubicarum fub nomine

Ludovici Ferrarienfis mathematico Orbi im

pertiverit Cardanus ; eam tamen Tartaleæ

tribuendam effe , jam norunt Nafutiores.

Tartaleam excipit Bombellius, qui , quum

docuiffet , qua ratione æquationes quarti

gradus , ope alterius cubicæ , in duas qua

dratas dividi poffent , methodum fimul ape

ruit , qua refolutio æquationum quarti gra

dus potcft obtineri . -

VII. Dum hifce ltali , Arabum vefti

iis infiftentes , incumbebant, in lucem re

diit Diophantus Alexandrinus , antiquiori

bus quidem Græcis non accenfendus , fed

neque etiam adeo ab iis remotus , quemad

modum nonnulli fufpicantur. Opus iftud

Diophantaeum, etfi non integrum , fat qui

dem oftendit , quoufque a Græcis perduéta

A 2 , fue



4 I N T R O D u C T I O.

fuerit Algebra. Quumque voces , a Dio

phanto ufurpatæ , diverfæ fint ab iis, qui

bus Arabes utebantur ; conjicere licet , hos

aliunde , quam a Diophanto , Algebrarn ac

cepiffe fuam : eoque magis, quod multo plu

ra in Diophanto reperiantur , quum quæ

Arabes Italis noftris tradiderunt.

VIII. Horum oninium Algebra erat qui

dem figurata , feu fymbolica ; fed vix alias,

quam incognitas quantitates,certis notis, ac

: fymbolis defignabant. Datas enim , feu co

gnitas quantitates numeris tantum expri

mebant . Unde faltem ex hoc capite nume

rofa adhuc ipforum Algebra dici merebatur.

Sub finem decimifexti fæculi novam in Gal

lia protulit Algebræ fpeciem Francifcus

Vieta , ubi quantitates omnes , tum cogni

tæ , cum incognitæ , Alphabeti litteris, feu

fpeciebus defignantur. Hincque fa&tum , ut

Algebra litteralis , feu fpeciofà diceretur .

IX. Victam fecuti funt Angli , quos in

ter duo potiffimum eminent, Oughtredus, &

Harriotus. Ambo Algebram, a Vieta exco

gitatam, infigniter promoverunt ; fed potif

fimum in id dedit operam Harriotus , qui

primus omnium docuit , æquationes altioris

gradus componi ex fimplicioribus, inter fe

multiplicatis . Magnum fane principium ,

unde natura , & proprietates æquationum

omnium , velut ex fonte uberrimo, prono

alveo fluunt. -

X. Algebra porro litteralis quantum

numerofæ præferenda fit , vel exinde intel

ligi potcft, quod ea mcdiante folutiones ;

pro



I N T R O D Ul C T I O. s;

problematum fpeciales ad fuam univerfalita

tem revocantur. Ubi enim notæ quantitates

congruis numeris exprimuntur , ignotæ .

quantitatis valor numeris etiam prodit ex

preffus : unde pro eo tantum, de quo agi

tur, cafu nobis ufui erit. Verum, quum

datæ quantitates, perinde ac quæfitæ , Al

phabeti litteris defignantur ; quia fymbola

ift& nihil ex fe ipfis fignificant , ea indeter

minato quodam modo quantitates datas re

præfentabunt : proindeque quæfita quanti

tas fubinde etiam expreffa orietur.

XI. Hine folutione problematis nume

rofa unicus tantum cafus expenditur; quum

tamen folutioiie litterali omnes omnino cafus

enodantur. Et quamquam ex folutione nu

merofà poffit quandoque generalis regula

colligi , cafibus omnibus inferviens ; id ta

nien tantum non eft impofIibile fa&tu, quum

problema nimiam difficultatem involvit , ac

plures exigit operationes, ut ad exitum per

ducatur. Nam notæ arithmeticæ hoc etiam

fiabent incommodi, quod per earum addi

tionem , fubtraétionem , multiplicationem,

ac divifionem aliæ oriuntur quantitatcs , in

quibus eæ , ex quibus fubnafcuntur, non

amplius apparent .

XlI. Etfi autem Algebra Vietæa,utpote

litteralis , ac fpeciofà , univerfalior effet ea,

quæ antea obtinebat;revera tamen non aliud

erat , quam ipfa vetus Algebra, Alphabeti

litteris adminiftrata. Quarn enim regulam

docuerunt Arabes, pro Fefolvendis æquatio

nibus quadratis } eandem adhibuit quoque

A 3 Vig
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Vieta. Quam item tradidit Tartalea, pro re

folvendis æquationibus cubicis;eandem pla

ne Vieta pariter adfcivit. Quamque demum

excogitavit Bombellius , pro dividendis æ

quationibus quarti gradus in duas,quæ qua

dratæ effent ; eandem in fua Algebra Vieta

itidem ufurpavit.

XIII. Hinc iifdem difficultatibus,quibus

vetus Algebra fcatebat , nova etiam erat ob

noxia. Et ficuti imperfc&ta erat olim refo

lutio æquationum cubicarum , ab Italis tra

dita , fìc etiam manfit apud Vietam . Hoc

unum docuit Francifcus Victa , ante ipfum

a nemine,quem fciam,traditum:nimirum,qua

ratione per re&tarum longitudines defigna

ri queant radices acquationum . Verum,

quum ex lineis curvis folam circuli circum

ferentiam in Geometriam recepiffet; mancam

quoque , ac imperfe&tam materiam iftam

nobis reliquit. Enim vero exhibuit tantum

modo carum æquationum conftru&tionem,

quarum radices re&tæ , & circuli interfeétio

ne poffunt inveniri.

XIV. Suborto Cartefio , cœpit ex Al

gebra , & Geometria ita quidem unum con

flari corpus, ut altera per alteram promota,

& ad majorem univerfalitatem eve&ta videre

tur . Novit namque Cartefius , non modo

imperfe&tam effe refolutionem æquationum

cubicarum , ab Italis traditam ; fed rem effe

omnino deploratam , illam ad umbilicum

perducere . Quare opportunum judicavit,

hac via omiffa, radices æquationum omnium

per reétarum longitudines defignare. Unde,

1I\-
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inve&is in Geometriam, cum conicis Vete

rum fe&ionibus , tum curvis aliis , quæ fe

&tionibus conicis magis compofitæ effent;

earum cuin circumferentia circuli interfe

&tione æquationum omnium docuit conftru

&tionem.

XV. Id autem ab iis, qui dcinceps fecu

ti funt , non modo non improbatum, fed a

nemine , quem fciam, expanfis ulnis non ex

ceptum . Singulis etenim innotuit , radices

æquationum omnium non melius defignari

poffe , quam interfeétione curvarum. Qua

re in id omnes dederunt operam, ut non am

plius refolutionem æquationum algebrai

cam , fed earundein conftru&ionem geome

tricam excolerent. Atque hac ratione, abdi

cata fevera illa lege , abfque ullo fundamen

to lata , ut id tantum geometricum effet,

quod reéta , & circulo perficitur ; non tan

tum Algebram , fed ipfam quoque Geome

triam promoverunt, & ad fuam amplitudi

nem revOcarunt .

XVI. Hæc igitur,FausriN A PRiNceps,

eft hiftorica narratio ortus , & progreffus

ejus difciplinæ , quæ Algebra dicitur. Unde

facile confpicis , eam in fe ipfà confide

ratam adhuc quidem maucam effe , ac in

perfe&am ; fed fuiffe non parum, promotam,

ubi cum Geometria cœpit confociari . Hinc

non nudæ quidem Algebræ lnftitutiones Ti

bi confcribam ; fed Algebram , Geometria

promotam,in noftris hifce Elementis comple

&temur . Quo fiet, ut ficuti confortio ea

rum difciplinarum ipfà quoque Geometria

4 ul•
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:

ulterius fuit eve&a ; ita ftudio horum Ele

mentorum magis quoque in Geometria pro

ficies.

XVII. Partiemur autem univerfum no

ftrum opus in quatuor libros ; quorum pri

mus erit de calculo litterali , feu fpeciofo;

fecundus de refolutione problematum alge

braica ; tertius de compofitione locorum

geometricorum ; & quartus demum de geo

metrica æquationum conftru&tione . Hac

enim partitione id omne,quod ad hanc fcien

tiam pertinere videtur,poterit jam commode

tradi. Priores fiquidem duo libri Algebram

in fe ipfa confideratam comple&tentur ; alii

vero duo pofteriores promotionem ejus ,

Geometriæ fubfidio comparatam , in propa

tulo ponent.

XVIII. Cæterum ex quatuor hifce libris,

priores duos , jam novennium eft , & quod

excurrit , ex quo in gratiam ftudiofæ noftræ

Juventutis confcripfi , & in lucem emifi.Sed,

quum tumultuario ftudio fuiffent exarati,

& paginæ eorum ederentur , ut no&turna

manu confcribebantur ; tuæ utilitati confu

lens , eos reficere , & ad majorem perfeétio

nem reducere,non gravabor.Alios vero duos

pofteriores nunc primum elucubrabo. Nam,

etfi animus mihi femper fuerit , eos etiam in

lucem emittere ; alio tamen diftra&us, fidem

publico datam numquam folvere potui.
-

AL:
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De Calculo Litterali , /eu

Specio/ò.

bant Veteres, vel per

£ *5\\), rc&tarum longitudi
w 24 L< nes , vel etiam nu

N meris adhibitis.Utra

wwm- 5 que defignandi ratio,

£«•---- --•- ut fuas habet utilita

tes , fic fuis etiam difficultatibus eft obno

xia. Utile eft etenim primo , per longitudi

nes re&tarum quantitates defignare,quia tum

notæ, cum incognitæ quantitates fubinde

exprimi poffunt; fed incommoda eft quoque

ea defignandi ratio, quia re&tarum longitu

dines non adeo facile ad calculum licet revo

care . Et fecundo præftat , quantitates defi

gnare per numeros , quia numeri facillime

poffunt ad calculum poni; fed talis defignan

di modus nec etiam difficultate vacat , quia

incognitæ quantitates tali pa&to defignari

non poffunt.

2. Hinc ergo tertia quantitates defi

gnandi ratio excogitata , qüae habet quidem

Ua ntitates defigna

utriuf
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utriufque utilitates , fed nullius incommo

dum patitur: nimirum per fpecies, feu lit

teras Alphabeti . lftae enim , perinde ac nu

mcri,facili negotio ad calculum poni queunt.

Quumque nihil ex fe ipfis fignificent, pof

fünt peræque notas , ac incognitas quanti

tates nobis exhibere . Qua igitur ratione

quantitatum calculus peragi debeat, ubi per

Alphabeti litteras , feu fpecies quantitates

ipfæ defignantur ; primus hic liber noftro

rum Elementorum oftendet. Et quoniam in

calculo litterali , feu fpeciofo non omnino

numeri negliguntur ; hinc eft , ut calculus ,

de quo hic a&turi fumus, vulgarem , feu

arithmeticum præfupponat.

3. Divifio autem quantitatum in com

menfurabiles , feu rationales , & incommen

furabiles , feu radicales locum fibi vindicat,

tam quum numeris defignantur,quam quum

Alphabeti litteris exprimuntur. Unde prio

ris hujus libri duas primum fe&iones fta

tuemus ; unam nempe de calculo quantita

tum rationalium;& alteram de calculo quan

titatum radicalium . Sed ad ea, quæ deinceps

ufui effe poffunt, animum convertentes,dua

bus hifce fe&tionibus alias duas adne&emus:

quarum prior erit de calculo ferierum infi

nitarum ; pofterior autem generalem pote

ftatum theoriam exhibebit.

SE·
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S E C T I O I.

De Calculo Quantitatum Ratioma

lium.

4• Uantitates algebraicæ dicuntur

rationales,quum fimpliciter lit

teris defignantur. Ut calculus

barum quantitatum re&tius intelligatur , il

lud principio fciendum eft , quod , ficuti o

mnes quantitates poffunt per Alphabeti lit

teras defignari ; ita earundem multiplices,

aut partes quælibet , adhibitis notis arith

meticis, non incongrue exprimuntur . Qu9

ratione , fi aliqua quantitas vocetur a , erit

ejus duplum 2a , triplum 34 , quadruplum

4a , atque ita deinceps.

5. Hi autem numeri , qui quantitatibus

algebraicis præfiguntur , ad defignandum

quantum cujufq;quantitatis fumi debeat,vo

cantur communiter coefficientes. Sed notan

dum hoc loco eft , quod eg quidem quantita

tes,quæ nullos habent numeros præfixos,in

telligendæ fint habere unitatem, velut fuum

coefficientem. Unde quantitates, expreffae

litteris a, b, c, perinde valent, ac ia, 1b, i c.

6. Sciendum eft quoque, quod in per

agendo calculo quantitatum, quæ Alpha

beti litteris funt defignatæ , præter ipfas

litteras , folent etiam adhiberi haec duo figna

s+ , &— , quorum primum' fsnt;Ę.
®
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& eft nota additionis 5 alterum fignificat.

minus, & eft nota fubdu&tionis. Hinc a + à

idem valet, ac a plus b 5 & c — d perinde fi

gnificat , ac c minus d.

7. Ex ipfa autem horum fignorum figni

ficätione, quemadmodum ultro liquet,a -+- a

idem effe, ac 20; & 3a -+- 2a idem effe, ac 5a:

ita quoque liquido conftat , 5a— 3a idem

effe , ac 2a 3 itemque 3b -• 2b perinde va

lere , ac i b , feu b ; & c— c , aut 3c *- 3c

idem fignificare , ac zero, feu nihil.

8. Hinc , quum plures occurrunt quan

titates , iis fignis connexæ , iifdemque litte

ris defignatæ , contrahendæ funt illæ , habi

ta fignorum , quibus afficiuntur , ratione.

Quo paéto feries ifta quantitatum 5a-i- 3b

•—- 5b — 2a reducitur ad 3a — 2b. Nam,

ficuti 5a — 2a idem eft, ac 3a 5 ita + 3δ —•

5b perinde valet, ac — 2b. Et eadem ratio

ne reducitur ad 5a—7b feries quantitatum

7a — 2b— 56- 2a; ficut ad 3a —5c hæc

alia quantitatum feries 8a-{-2c— 7c •— 5a.

9. Fieri vero debet contra&io ifta , ubi

quantitates iifdem omnino litteris funt de

fignatæ. Nam , fi habeatur, exempli gratia,

2ab •— 3cd•— 2cd-+- 3af, pro -• 3cd •—•

2cd fcribi quidem poteft— 5cd ; fed aliæ

duæ quantitates 2ab -+- 3afcontrahi nequa

quam poffunt , quia non reperiuntur iifdem

omnino litteris expreffae. Unde quantitas

2ab- 3cd- 2cd-+- 3af contra&a evadet

2ab- 5cd -+- 3af: quemadmodum quanti

tas 3ac+ 2bc— 3af-• 8bc , fi contraha

tur , fict 3ac~3af-* 6bc.

- CA
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C A P ll T I.

CaJcalas ratioma/iam Jîmpliciam.

I O. Uantitatum rationalium duæ

fpecies paffim diftinguuntur,

quarum aliæ dicuntur fimpli

ces , aliæ compofitæ . Rationales fimplices

funt illæ, quæ, vel unica littera, vel duabus,

pluribufve litteris , nullo figno connexis,

defignantur, ut a , b , c 5 vel etiam ab , bc,

abc. Rationales vero compofitæ funt eæ,

quæ duabus, aut pluribus litteris , figno -+-,

aut — conjun&is , exprimuntur ; ut a -+- â,

a — b 3 vel etiam a + b — c , a- b + c.

Hinc primo calculum rationalium finpli

cium , tum calculum rationalium compofita

rum oftendemus.

I. Additio rationaliam ßmpliciam.

I I • Uum una quantitas alteri ad

denda proponitur, non aliud

fieri debet , quam unam plus
altera fumere . Hinc adduntur in ` unum

duæ,aut plures rationales fimplices, conjun

gendo eas figno -+-, quod , ut paulo ante *

di&tum eft , fignificat plus. Sic , ad adden

dum a cum b , fcribo a + b. Pariterque , ad

addendum a cum b , & c , fcribo a + b + c.

Neque aliter fiet , fi addi debeant in unum

tres iftae rationales fimpliccs 2a, 36, 4o3 nam

fum

* 4rt. 6,
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* arf. 8.

* art. 6.

- art. 3.

^

fumma erit 24 -+- 3b -+- 4c.

12. Eadem ratione , fi addenda propo

natur quantitas a cum fe ipfa , hoc eft cum

alia quantitate a;fumma erit a + a. Sed quo

niam utraque quantitas eadem littera defi

gnatur 5 per ea , quæ fuperius * di&ta funt,

fcribi poterit loco ejus ma . Et fipmiliter, ad

addendum ga cum 4a , fcribi poterit , vel 34

-+- 4a, vel fimplicius 7a. Atque ita quoque

erit , vel 3c + 2c+4d , vel etiam 5c + 4d

fumma trium rationalium fimplicium 3c ,

2c, 4d.

11. $ubtra£fio rationalium /implicium.

1 3• Uum ex una quantitate alte

ram fubducere oportet , non

aliud fieri debet , quam unam minus alte

ra funere . Hinc ex una rationali fimplice

fubducitur altera rationalis fimplex, conjun

gendo ita quidem eas figno -, quod dixi

mus * fignificare ninus , ut fignum iftud

præcedat quantitatem fubducendam. Ita, ad

fubtrahendum b ex a , fcribo a — b. Pari

terque,ad fubducendum c ex b, fcribo b—c.

Neque aliter fiet, fi ex ga fubtrahi debeat 2c;

nam refiduum erit 3 a *-• 2c.

14. Eadem ratione , fi ex quantitate $u;

fubtrahenda proponatur quantitas 3a , re-.

fiduum erit 5a -* 34. Sed quoniam utraque

quantitas eadem littera defignatur ; per ea,

quæ fuperius • di&ta funt, fcribi poterit lo

co ejus 2a. Et fimiliter, ad fubducendum 4c

ex 7c , fcribi poterit , vel 7c •- 4c, vel fim

pli
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plicius 3c. Atque ita quoque refiduum ,

quod oritur , fubducendo 4% ex 9b , erit,

vel 9b —• 4à , vel etiam 5b.

111. Multiplicatio ratiomaliam

fimplicitum.

1 5 • R Ationales fimplices multipli

cantur per fe mutuo, conjun

gendo eas, nullo figno interje&to . Ita , fi a

multiplicetur per b , produ&tum erit ab. Et

fimiliter , fi a multiplicetur per c • produ

&tum erit ac . Pariterque erit aa produ&tum,

quod oritur, multiplicando quantitatem a

per fe ipfam , hoc eft per aliam quantita

t emm 0 .

16. Sed , quemadmodum expreffio a+ a

contrahitur , & loco ejus • fcribitur 2a ; ita

expreffio aa contraéta defignatur per a* .

Qua ratione aaa defignabitur etiam per a?,

ficut aaaa per a* , atque ita deinceps. Un

de femper ac occurrit quantitas aliqua , cui

a tergo numerus aliquis paulo altius fit ad

fcriptus, intelligenda eft quantitas illa toties

per multiplicationem pofita, quot habet il

le numerus unitates .

17. Hi autem numeri, qui quantitati

bus algebraicis a tergo paulo altius adfcri

buntur , ad defignandum quoties quæque

quantitas per multiplicationem poni debet,

dicuntur communiter exponentes. Sed no

tandum hoc loco eft, quod eæ quidem quan

titates , quæ nullos habent numeros a tergo

adfcriptos , intelligendæ fint habere unita

tem,

* art.$.
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tem, velut fuum exponentem. Unde quan

titates, expreffae litteris a, b • c • perinde va

lent, ac a* , 61, ci.

18. Hinc magnum difcrimen intercedit

inter coefficientes, & exponentes quantita

tum . li enim oftendunt , quoties quanti

tates poni debent per additionem ; ifti vero

per contrarium , quoties per multiplicatio

nenu ponendæ fint , nobis aperiunt. Sic ex

preffiones iftæ 2a , 3a , 4a fignificant quan

titatein a bis , ter , quater pofitam effe per

additionem ; quum tamen hæ aliæ expref

fiones a*, a3, a* fignificent eandém quanti

tatem a pofitam effe bis, ter, quater per mul

tiplicationem.

19. Ex eo autem , quod a* idem fit , ac

aa 3 & a 3 idem , ac aaa : liquet , ad multi

plicandum a* per a3 , fcribendum effe a5 .

* art. 15.Nam , juxta regulam * generalem , fi aa

multiplicetur per aaa,produ&tum erit aaaaa:

quod idem valet , ac a* . Atque ita quoque

erit a3 produ&tum , quod oritur , multipli

cando a* per a , feu g i ; & a? produ£tum,

quod gignitur,multiplicando a* per a*. Sed,

fi multiplicari debeat a* per b3 ,produ&tum

erit a*b3.

2o. Quantitates igitur, iifdem litteris

expreffae , quæ fuos habent exponentes ,

non aliter multiplicantur per fe mutuo ,

quam conjungendo fimul cxponentes ip

farum. Sed , fi quantitatcs , ad multiplican

dum propofitæ , fuos habeant coefficientes;

multiplicandi funt ii , ut in calculo arithme

tico. Qua ratione, multiplicando 2a per 3c»

pro
•
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producitur 6ac. Et fimilitcr , multiplicando

3a per 4b, produétum fiet 1 2ab. Atque ita

pariter erit 8a* produ&um , quod oritur,

multiplicando 8aa per a3,feu ia3; & i aa3&*

produétum , quod gignitur , multiplicando

303 per 4b*.

IV. Divifio rationalium ßmplicium.

2 I. D Ivifio deftruit id, quod com

ponit multiplicatio. Unde,f-

cuti, multiplicando a per b, producitur • ab;

ita , dividendo ab per a , quotiens oritur b.

uocirca divifio rationalium fimplicium fie

ri debet , delendo diviforem ex dividendo:

adeo , ut divifo abc per a , quotiens erit bc;

& divifo a: per a3 , hoc eft • aaaaa per aaa,

quotiens fiet aa , feu a*.

22. Quod fi autem divifor deleri nequeat

ex dividendo ; tunc, duobus pun&tis inter

je&is,fcribatur divifor poft dividendum , id

que divifionem indicabit. Sic, dividendo ab

per c, quotiens erit ab : c. Et fimiliter, divi

dendo bd per a , quotiens producetur bd : a.

Neque aliter inftituenda eft divifio , quum

dividere oportet a3 per ca ; nam fiet a3 : c*

quotiens divifionis.

23. Sed,fi divifor,partim deleri poffit ex

dividendo , partim non item ; tunc delea

tur , quod deleri poteft , & duobus pun&is

interje&tis poftfcribatur , quod eft indelebi

le • Qua ratione quotiens , qui oritur , divi

dendo abd per ac, erit bd : c.Et fimiliter erit

ab : d quotiens, qui gignitur, dividendo abc

7'om.1. B per

* 4rt. 1*.

*art. 1 6.
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per cd, & a* : c quotiens, qui producitur,di

videndo a6ca per a4c3 .

24. Vulgus Algebriftarum defignat

fra&iones , hoc eft quotientes divifionum,

quæ peragi nequeunt, eodem prorfus modo,

quo defignantur in vulgari Arithmetica :

nempe , fcribendo diviforem infra dividen

dum, lineola interje&ta. Sed , eo abdicato,

maluimus hunc alium , jam etiam a pluribus

receptum, in noftris hifce Elementis ufurpa

re : quem item adhibebimus in defignandis

fra&ionibus numericis, -

25. Ita, fi effent defignandæ tres quintæ

partes unitatis, ufurpabimus quidem duos

numeros 3, & 5 , fed illos fcribemus in hunc

modum 3: 5. Unde etiam 2 ; 7 erunt duæ fe

ptimæ partes unitatis; & 4t 9 erunt unitatis

quatuor nonæ partes. Atq;hac ratione,ficuti

ea, 3a,4a funt duplum, triplum, quadruplum

quantitatis a; fic pariter 2a : 3 , 3a : 4 , a t 5

erunt ejufdem quantitatis a duæ tertiæ par

tes, tres quartæ partes, una quinta pars.

26. Cæterum, fi quantitates, ad divi

dendum propofita , fuos habeant coefficien

tes , dividendi funt ii , ut in calculo arith

metico. Qua ratione, dividendo 6ac per 2a,

quotiens erit 3c. Pariterque,dividendo 1 2ab

per 3a, quotiens fiet 4b. Sed , fi dividere o

porteat 7ac per 3a, quotiens erit 7c : 3;erit

que etiam 4ab : 5c quotiens, qui oritur , di

videndo 4ab per sc 3 & 3a* : 2 quotiens, qui

producitur , dividendo 3ai per 2a3,

CA



L I B E R P R r M u s. i 9

C A P u T II.

Calculas ratiomalium compofitaram.

a7. Stenfo calculo rationalium

fimplicium , oftendendus eft

modo calculus rationalium compofitarum,

quæ ex fimplicium additione, vel fubtraétio

ne oriuntur.Ut autem diximus fupra * , vo

cantur rationales compofitæ , quæ plu

ribus litteris, figno +, vel- connexis, ex

primuntur. Unde duæ in iis quantitatum

componentium fpecies diftingui folent : ni

mirum pofitivæ , quas fignum + præcedit;

& negativæ , quæ figno— afficiuntur.

28. Vulgatum eft apud Algebriftas,

quantitates pofitivas effe nihilo majores,

quantitates vero negativas nihilo minores.

Id autem ut re&ius intelligatur , fciendum

eft prius,zero, feu nihil, quantitatibus addi

tum , earum valorem , nec augere , nec mi

nuere. Quocirca , quod potis eft , quantita

tis alicujüs valorem augere , cujufmodi eft

omnis quantitas pofitiva; id nihilo majus di

cendum eft. Et per contrarium,quod quarfti

tatis alicujus valorem minuere valet , velu

ti eft quælibet quantitas negativa 5 id nihilo

minus debet appellari.

29. Ex quo patet,quantitates dici pofi

tivas , vel negativas, hoc eft nihilo majores,

vel minores, non quidem ex fe ipfis, fed rela

te ad eas, de quibus valorem fuum affirmant»

B 2 vel

• 4rf• 1 o.
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/

vel negant. Nam cæteroqui nemo , opinor,

ibit inficias, quin omnis quantitas , in fe fpe

&tata , fit pofitiva , feu nihilo major. Cæ

terum , quia illæ quantitates, quæ nullo fi

gno afficiuntur, idem præftant , ac quantita

^tes, affcétæ figno -+- 5 idcirco confiderabimus

illas in pofterum etiam, ut affe&tas figno -+-;

atque hac de caufa eas quoque velut pofiti

vas habebimus. -

1. Additio rationaliam compo/itaram.

3o• A Dditio rationalium compofi

- tarum fit , conjungendo eas

iifdem omnino fignis, quibus partes ipfarum

funt affe£tæ, & obfervando fomper hæc duo.

Primum, quod illæ rationales fimplices, quæ

-
nullo figno afficiuntur , per ea , quæ paulo

* art. 29• ante • di&ta funt , confiderari debent , ve

lut affeétæ figno +. Et alterum,quod eæ ra

tionales fimplices , quæ iifdem omnino litte

* **•*• ris funt expreffae , `contrahendæ funt • in

unum, habita fignorum, quibus afficiuntur,

ratione.

g 1. Hoc pa£to, fi quantitati a + b ad

denda fit quantitas c + d , fiet fumma a -+- 6

-+- c + d. Et fimiliter , fi quantitati a— b

addenda fit quantitas c •-• d , fumma orietur

a — b -+- c - d. Sed , fi quantitas a -+- b

addenda fit quantitati a — b , fumma erit

' * art 3o. 20 ; nam per regulam generalem * fumma

earum quantitatum eft a + b + a- b ;

atqui a -+- a cft 2a , & + b •-•b eft zero ,

feu nihil . Atque ita quoque fumma quan

tjta



1. 1 B E R P R 1 M u S.'. » t

tftatum 2a— 3b , & 3a + b, erit sa— 2}}

quemadmodum erit 6a —4c fumina quunti

tatum 40-• 6c , & 24+ 2c ; ut §; 5a —• 6d

fumma quantitatum 8a -* 9d, & 3d -* ga.

11. Sabtra£fio rationalium compoßtaram.

32• S Ubtra&io rationalium compo

fitarum fit, conjungendo qui

dem eas , ut in additione , fed mutando fi

gna omnia partibus quantitatis fubtrahen

dæ. Qua in re duo etiam , oportet , obfer

ventur. Primum , quod rationales illæ fim

plices, quæ nullo figno afficiuntur, confi

derari debent * , velut affeétæ figno +. Et • „,.,,,

alterum , quod eæ fimplices rationales , quæ

reperiuntur iifdem litteris expreffae , facta

fubtraétione contrahendæ funt * in unum, * art. s.

habita fignorum, quibus afficiuntur, ratione.

33. Hoc pa&o , fi ex quantitate a + b

fubducenda fit quantitas c + d , refiduum

fiet a + b — c -* d. Et fimiliter, fi ex quan

titate a— & fubducenda fit quantitas c — d,

refiduum orietur a •-• δ — c + d. Sed,fi ex

quantitate a + b fubducere oporteat quanti

tatem a — b , refiduum fiet 2b 3 nam per re•

gulam • generalem refiduum illud effe debet * art.} a.

a + &-a +b } atqui a •-• a eft zero , feu

nihil , & + b + b perinde valet , ac 2b. At

que ita quoque , fi ex quantitate 36~ 3b

fubducenda fit quantitas 2a + 2b, refiduum •

erit a— 58; pariterq;erit 24 +8% refiduum,

quod oritur, fubducendo ad-3b ex 4a--5b.

34. Unde liquet;mediante fubtraét.one•

3 quan•
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* art.32 •

* arf.29.

quantitates pofitivas fieri negativas , & vi

ciffim quantitates negativas evadere pofiti

vas . Nam , ex quantitate a + b fubdu&a

quantitate altera c— d , refiduum juxta re

gulam * datam fit a + b— c-#-d.Et profe&to,

quemadmodum quantitas c ex pofitiva abiit

in negativam ; ita viciffim quantitas d ex ne

gativa verfà eft in pofitivam.

35. Quod autem,ad fubducendam quan

titatem c— d ex, altera a + b , mutanda

fint figna partibus quantitatis fubducendæ,

& pro refiduo fcribendum a + b —• c + d 5

id facile demonftratur, Debet enim ex quati

titate a -+- & fubtrahi quantitas c , diminuta

quantitate d. Quare , fi ex a -+- b fubduca

tur tota quantitas c , plus jufto tollitur ; &

refiduum a + b—c minus eritjufto refiduo,

quantitate altera d.Unde,ad verum refiduum.

obtinendnm , oportet, ei addere quantitatem

d, & fcribere a + b~ c + d.

111. ÄMultiplicatio rationalium compofitaram.

36. Ultiplicatio rationalium com

pofitarum fit , multiplicando.

fingulas partes unius per fingulas partes al

terius, & fcribendo produ&ta partialia figno

-+-, aut •-•, prout quantitates ad invicem

multiplicandæ iifdem, aut contrariis fignis

afficiuntur . Ubi duo etiam funt obfervan

da . Primum, quod rationales illæ fimpli

ces , quæ nullo figno afficiuntur , confide

randæ funt • , velut affe&tae figno +. Et alte

rum, quod fi fa&a multiplicatione plura oc

CUI .
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currant produ&ta partialia , iifdem omnino

litteris expreffa,cohtrahenda funt • in unum,

habita fignorum,quibus afficiuntur, ratione.

Hac igitur ratione , fi quantitas

a —• b multiplicanda fit per aliam c —• d ;

multiplico primum a per c. Et quia utraque

quantitas afficitur nullo figno, five potius

figno+ , produ&tum ac etiam figno + affici

debet . Deinde multiplico b per c. Et quia

quantitates iftæ contrariis fignis afficiuntur,

produ&um bc figno— afficio. Ad hæc mul•

tiplico a per d . Quumque harum quanti

tatum contraria itidem fint figna,produ&um

ad figno -• fubfcribo. Denique multiplico

b per d. Et quoniam ifta quantitatcs iif

dem fignis funt affeétæ, prodü&tum bd nota

ri debet figno -+- . Unde produéturn totius

multiplicationis erit ac —• bc -• ad + bd.

38. Similiter, fi quantitas 2a -+- 3& mul•

tiplicanda fit per quantitatem 3c — 2d,pro

du&um fiet 6ac + 9bc -44d — 6bd. Sed,

fi quantitas a+ b anultiplicari debeat per fe

ipfùm , hoc eft per a + b , produétum erit

a* -+- 2ab -+- b*gnam per regulam * generalem

produ&um iIIud effe debet aa + ab+ab+&*;

atqui + ab + ab idem eft , ac + 2ab . Et, fi

eadem quantitas a + b multiplicanda fit per

a -• & , produ&tum fiet 4* — b*; nam regu

la • generalis dat pro produ&to a* + ab -ab

—b* : profe&to autcm + ab *-* ab idem eft,

ac zero , feu nihil .

39. Eadem autem ratione id , quod pro

ducitur , multiplicando quantitatem 34 --

ab + 4c per hanc aliam 4a— 3c , erit i aa*

4. — 8a#

* Art.£.

* art.a 6,

• drf.3 6.
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•-• 8ab -+- 7ac + 6bc- i 2c* . Atque its

quoque erit 15a* -• • i ab + sac-££&* +

7bc- 2oc* produ&tum, quod oritur , mul

tiplicando quantitatem 5a — 2b — 5c per

hanc aliam 3a — 3b -+- 4c . Et 45ac -• 1 8c*

-+- 3ocd •-• 1 8aa —• 24ad— 8d* id, quod

gignitur , multiplicando ad invicem duas

hafce quantitates 6a -• 3c+ 4d , & 6c~

3a- 2d.

4o. —Quod autem produ&tum affici de

beat figno +, quum quantitates, ad invicem

multiplicandæ , iifdem fignis afficiuntur ; &

viciffim figno •-- , quum contrariis fignis

funt affeétæ:haud difficilc erit oftendere.Pri

mo enim,quod quantitas a •-• b multiplicata

per c producat ac— bc ; oftenditur in hunc

modum . Per quantitatem c multiplicanda

eft quantitas a, diminuta quantitate b. Qua

re , fi a per c multiplicetur , produétumTac

majus erit jufto produ&o , ea quidem quan

titate, quæ producitur, multiplicando b per

c • nimirum quantitate &c. Unde, fi quanti

tas ifta bc fubducatur ex ac , refiduum ac —

bc verum produ&um defignabit.

41. Secundo , quod quantitas a— b

multiplicata per quantitatem c— d produ

cat ac- bc- ad -+- bd ; demonftratur ea

dem ratione. Per quantitatem c— d multi

plicanda eft quantitas a , diminuta quantita

te b. Quare , fi a per c— d miultiplicetur ,

produ&tum , quod oritur, ac— ad majus

erit jufto produéto , ea quidem quantitate,

quæ producitur, multiplicando b per c — d,

nimirum quantitate bc •-• bd. Unde,fi quam:

;

ti
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titas ifta bc — bd fubducatur ex ac—ad,

refiduum ac - ad— bc+ bd verum produ

&tum defignabit. -

42. Cæterum nolim hic reticere, utile

plerumque effe , multiplicationem rationa

lium compofitarum minime peragere , fed

tantum eam iudicare. ld vero præftabimus,

ponendo pun&tum inter ipfàs quantitates,

parenthefi inclufas . Ita , fi multiplicanda

proponatur quantitas a + b per quantita

tem aliam c— d , exhibebimus produ&tum

in hunc modum ( a + b). ( c — d ). At

que ita quoque , fi quantitas a + b mul

tiplicanda fit per fe ipfam , hoc eft per

aliam quantitatem a + b , defignabimus pro

du&um , vel in hunc modum (a+b). (a+b),

vel paulo fimplicius hac alia ratione (a+b)* •

Unde etiam expreffiones -iftae (a + b )3 ,

(a + b )* defignabunt deinceps quantita

tem a+ b ter , quater pofitam per multi•

plicationem.

IV, Divißo rationalium compo/itarum.

43• D Ivifjo rationalium compofita

rum fit eadem omnino ratio

ne, qua efficitur divifio numerorum in cal

culo` arithmetico . Proponatur , exempli

caufa, dividenda quantitas ac+ bc+ ad *

bd per aliam a + b. Divido primum ac per a.

Et quia , multiplicato divifore , a + b pes

quotientem c, producitur quantitas ac + bcs

quæ fubtra&a ex quantitate dividenda re:

finquit +ad+bd} divido fecundo + a4

per
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per a . Quumque quantitas , quæ produ

çitur , multiplicando diviforem a -+- à per

alium iftum quotientem + d , fit + ad+-

bd, quæ fubduéta ex illo refiduo relinquit

nihil '; concludo, quotientem totius divi

fionis effe c -+- d.

44. Non diffimiliter fieri debet divifio,

fi quantitates,ad dividendum propofitæ,fuos

habeant coefficientes. Ita , fi velim divi

dere quantitatem 8a* -+- 1 2ab + 6ac -+- 9be

per hanc aliam 2a -+- 3b ; divido primum

8a* per 2a . Et quia quotiens eft quan

titas 4a , quæ multiplicata per diviforem

2a -+- 34 producit 8a* -+- 1 2ab s fubtraho

quantitatem iftam ex quantitate dividenda.

Quumque fuperfit + 6ac + 9bc, divido fe

cundo + 6ac per 2a. Et quoniam,multipli

cato quotiente iftius divifionis + 3c per di

viforem aa -+- 3 b , oritur quantitas + 6ac

-}- 9bc , quæ fubdu&ta ex illo refiduo relin

quit nihil : proinde quotiens propofitæ di

vifionis erit 4a -+- 3c.

45. Quantum ad figna , quibus afficien

di funt quotientes, qui ex quantitatum di

vifionibus oriuntur, hæc regula perpetuo

eft obfervanda , ut quotiefcumque quantita

tes , per fe mutuo dividendæ , iifdem fignis

funt affe&læ,quotiens notari debeat figno +;

quotiefcumque vero afficiuntur fignis con

trariis, fcribendus fit quotiens figno -.

Ita , fi quantitas ac- bc •-• ad+ bd di

videnda fit per a- b , quotiens erit c — d.

Nam , divifo ac per a, multiplicatoque quo

' tiente c per diviforum a-4, próducitur

- quan
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quantitas ac— bc , quæ fubdu&ta ex quan

titate dividenda relinquit ~ ad + bd. Un

de , quia divifo -• ad per a, multiplicato

que quotiente •-• d per diviforem a - } ,

producitur quantitas—ad+ bd , quæ fub

traéta ex*illo refiduo relinquit nihil , proin

de quotiens propofitæ divifionis erit c - d.

46. Neque vero difficile erit, allatæ re

gulæ veritatem oftendere. Quotiens enim,

per diviforem multiplicatus , producere de

bet quantitatem dividendam. Quare idem

quotiens tali fèmper figno affici debet, ut ex

multiplicatione ejus per diviforem oriatur

quantitas dividenda. Unde omnino neceffe

eft , ut notetur figno+ , quum quantitates,

ad invicem dividendæ,iifdem fignis afficiun

tur ; & figno— , ubi contrariis fignis funt

affe&ae . Nam dumtaxat hac ratione • ex

multiplicatione quotientis pcr diviforem

producitur quantitas dividenda. -

47. Interdum in quantitate dividenda

non reperitur tota illa quantitas , quæ ori

tur ex multiplicatione quotientis per di

viforem . ld vero quum accidit , non illico

defpondendum eft animo;quia fieri poteft,ut

adhuc divifio peragi queat. Proponatur »

exempli gratia , dividenda quantitas a* •-•

b* per a -+- b. Jam , divifo a* per a, multipli

catoque quotiente a per diviforem a + b,

producitur quantitas a* + ab , quæ non re

peritur tota in quantitate dividenda. Ve

rum, quia fa&a fubdu&ione remanet— ab

•-• b•, dividatur deinde— ab per a.Quum

que • multiplicato quotiente- 4rg-i-
Q

* art.36.
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forem a+ b , producitur quantitas •-• a4

— ba , quæ fubdu&ta ex illo refiduo relin

quit nihil ; jam divifio pera&ta erit , & fiet

a •-• b quoties ejus divifionis.

48. Proponatur ulterius dividenda

quantitas ioa* -+- sab - 14ac— * 5b* -+-

29bc- 12c* per 2a + 3b- 4c. Divido

primum ioa* per 2a. Et quia quotiens 5a

multiplicatus per diviforem aa -+- 3b- 4c

producit ioa*+15ab— 2oac;fubdüco pro

du&um iftud ex quantitate dividenda, &

remanebit •-• ioab + 6ac •-• 1 5b* + 29bc

— 12c*. Divido deinde~ ioab per aa.

Etquoniam , multiplicato quotiente — 5b

per diviforcm 24 -+- 3 b- 4c , producitur

quantitas •-• ioab- i 5b* -+- eobc ; fub

traho quantitatem iftam ex illo refiduo, &

relinquetur adhuc + 6ac -+- 9bc •— • 1 2ca .

Denique divido+ 6ac per 2a. Quumque,

multiplicato quotiente + 3c per diviforem

2a + 3b- 4c producatur quantitas + 6ac

+ 9bc- r2c* , quæ fubdu&a ex altero illo

refiduo relinquit nihil ; jam peru&a erit di

vifio , fietque quotiens 5a— 5b -+- 3c.

49. Cæterum , fi accidat , ut divifio

rationalium compofitarum tali pa&o fieri

nequeat 5 tunc , duobus pun&is iiiterje&is,

fcribatur divifor poft dividendum. Qua ra

tione , dividendo a* -+- ca per à •- dº, quo

tiens fiet ( a* + c* ) : (4 —– d ) ; & dividen

do ac—bd per m + m, quotiens erit ( ac -•

bd): (m + m ) . Quumque utile fit inter

dum,divifionem rationalium compofitarum

' haud quidem peragere, fed tantum eam in
- _* _ di
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dicare ; præftabimus id quoque , fcribendo

diviforem poft dividendum , duobus pun&is

interje&tis.Sic ( ac-- ba +ad+bd): (a+ b)

defignabit divifionem quantitatis ac -+- bc -+-

ad + bd per hanc aliam a + â: quæ quidem,

fi fiat , orietur quotiens c-+ d, ut paulo ante

* vidimus.

C A P u T III.

Calculus fraííiomum rationalium.
-

$o. Uemadmodum ex additione ,

Q & fubtra&ione rationalium

fimplicium Toriuntur rationales compofitæ;

fic ex divifione rationalium, five fimplicium,

five compofitarum , quæ fieri non poteft ,

fra&iones rationales derivantur.Unde,quum

jam innotuerit , qua ratione fiat calculus

quantitatum rationalium , five eæ fint fim

plices , five compofitæ 3 fequitur nunc, ut

quo pa&o fra&tionum rationalium calculus

peragi debeat , oftendamus.

51. Ac primo quidem, perinde ac in cal

. culo arithmetico, vocabimus numeratorem

fra&tionis quantitatem , quæ duo pun&ta

præcedit ; & denominatorem ejufdem fra

&tionis quantitatem , quæ pun&ta illa fubfe

quitur. lta fra&ionis hujus ab : c erit ab nu

merator, & c denominator . Pariterque in

hac alia fra&ione (aa —• c* ) : ( b + d ) nu

merator quidem erit a* —c* , denominator

vero b +d. - -

* arf.43.

52•
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* 4rf•$ r, •

52. Deinde, ficuti in calculo arithmeti

co quilibet numerus integer in formam fra

&ionis exprimi poteft , ei velut denomina

torem unitatem adfcribendo ; ita quoque

quælibet quantitas litteralis integra poteft

ad modum fra&ionis exhiberi , fi ei tanquam

denominator eadem unitss adfcribatur. Qua

ratione repræfentabitur quantitas ab ad mo

dum fra&ionis , fcribendo ab : i . Et fimili

ter quantitas a* •-• c* exhibebitur ad inftar

fra&ionis,fi pro ea fcribatur ( a* •-• c* ) : i.

53. Præterea , ficuti in vulgari Arith

metica , pro calculo fraétionum peragendo,

præmittuntur praxes nonnullæ circa redu

&tiones fra&tionum ; ita eædem praxes ne

ceffariæ funt quoque, ut fra&iones , de qui

bus hic agimus , ad calculum poni po(Iint.

Et quanquam ratio illiufmodi redu&tiones

inftituendi non differat ab ea , qua in vulga

ri fiunt Arithmetica;confultius tamen exifti

mamus, illas hic breviter profequi , quam

omnino cas præfupponere.

1. Redu£fivmes fra£fivmum rationalium.

54• Q. Uantitas aliqua integra , non .

folum in formam fra&tionis •

exprimi, fed etiam ad fra&ionem , quæ da

tum habeat denominatorem , reduci poteft.

Id vero fit , multiplicando quantitatem inte

gram per datum denominatorem , & produ

&to eundem denominatorem datum adfcri

bendo. Qua ratione , fi quantitas a reducen

da fit ad fra&ionem, cujus denominator fit

c, fict
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c, fiet fra&tio ac : c . Et fimiliter , fi quan

titatem a -+- c reducere oporteat ad fraétio

nem , cujus denominator fit & , fra&io erit

( ab + cb ) : b.

55. Perfpicuum eft autem , hujufmodi

fra&tiones poffe rurfus ad quantitates inte

gras revocari . Revocantur vcro , dividendo

numeratorem fraétionis per ejufdein deno

minatorem ; nam quotiens erit quantitas in

tegra quæfita. Ita • fi fractio ac : c ad quan

titatem integram fit revocanda , divido nu

nieratorem ac per denominatorem c, & quo

tiens a erit quæfita quantitas integra. Atque

ita quoque a + c erit quantitas integra , ad

quam reducitur fra&tio ( ab + cé] : b;quun

doquidem , divifo ab + cb per é , fit a -+- c.

quotiens divifionis.

s6. Quandoque in calculo fra&ionum

duæ , plurefve fra&tiones , quæ diverfos ha

bent denominatores, ad eandem denomina

tionem funt reducendæ . Obtinetur id au

tem , multiplicando numeratorem cujufque

fra&ionis per produ&tum ex denominatori

bus aliarum , & adfcribendo cuique produ

&to id , quod ex denominatorum omnium

niultiplicatione producitur . Qua ratione

fra&tiones aa : c,& ba : d, redu&tæ ad eandem

denominationem, erunt a*d : cd, & ò*c : cd.

Et fimiliter fra&tiones a* : c , b* : a, ca : d,

fi ad eandem denominationem reducantur,

fient a3d : acd , b*cd : acd, acs : acd.

57. Denique, fi oportebit, fraétiones ad

minimos terminos reducere;id fiet, ut in fra

&tionibus arithmeticis , dividcndo , tam au

mC
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meratorem , quam denominatorem propofi

tæ fra&ionis per maximum eorum commu

nem diviforem. Sic fra&tio abcd : acm, re

du&a ad minimos terminos , fiet bd : m ;

quum fit ac maximus communis divifor nu

meratoris abcd , & denominatoris acm. Pa

riterque fra&io abcd : (acd-+- ad* ), fi redu

catur ad minimos terminos • evadet bc :

( c -+- d ) ; quandoquidem numeratoris abcd,

denominatorifque acd + ad* maximus com

munis divifor eft ad.

58. Maximus autem communis divifor

duarum quantitatum nullo negotio inveni•

tur , quum , vel utraque quantitas , vel una

ad minimum eft fimplex. Sic abunde liquet,

maximum communem diviforem effe ac rela

te ad quantitates abcd , acm ; & ad refpe&u

quantitatum abcd, acd-+- ad* . Sed , quum

utraque quantitas eft compofita , invenien

dus eft ille eodem artificio, quo reperitur

in numeris , hoc eft per divifionem fæpius

repetitam: modo, cum ipfæ quantitates pro

pofitæ , tum refidua, ex divifionibus orta,

exuant divifores illos , quos minime com

munes habent.

59. lta , fi inveniendus fit maximus

communis divifor duarum quantitatum d4+-

aad3 + a*d* -+- abd* -+- a*bd, & cd3+2acd*

+a*cd ; divifionis ope, detraho primum ex

fecunda proprium ejus diviforem c ; tumque

primam d4 + 2ad3 + a*d* + abd* -+- a*bd

divido per fecundam , eodivifore fpoliatam, *

d3 + 2ad* + a*d . Et quia divifio fieri ne

quit exa&te , fed remanet abd* + a*bd ; di

V1
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vido fecundam quantitatem d3 + 2ad* -+- aad

per hoc refiduum, fpoliatum proprio fuo divifo.

re ab , hoc eft per d* -+- ad . Quumque, divifio

prodeat exaéta , erit d* -+- ad maximus commu

nis divifor propofitarum quantitatum.

6o. Ex eo porro , quod , tum ipfæ propofi

tæ quantitates , cum refidua, ex divifionibus or

ta , exuere debent divifores illos , qui minime

iis funt communes ; liquet, non aliter id, de quo

agitur , peragi poffe, quam, ubi reperire licet di

vifores omnes cujufcumque datæ quantitatis.

Ad inventionem autem diviforum quod atti

net, ut nullam ea patitur difficultatem, ubi, vel

fimplex eft quantitas, vel non adeo compofita;

ita fummis difficultatibus fubjacet , quotiefcum

que quantitas eft valde complexa. Quare, quum

methodus inveniendi divifores omnes cujufque

quantitatis hic commode tradi nequeat , oppor

tuniore loco de illa agendum nobis erie.

II. Additio fra{fiomam rationalium.

61. N additione fra&ionum rationalium

tres cafus funt diftinguendi. Primus

eft , quum fra&iones rationales , in unum ad

dendæ , funt ejufdem denominationis. Id vero

quum accidit, fiet additio , conjungendo fimul

numeratores fraétionum, & adfcribendo fummæ

communem earum denominatorem . Sic fumma

fra&tionum bc : a,& bd: a erit ( bc + bd): a.Si

militer fumma fra&ionum bd : c,& (a* — b*): c

erit (bd+ a* •—• ba ) : c. Atque ita quoque,fi in

unum addendæ fint f;a&tioncs duæ a *: ( b -+- c ),

& d* : ( b + c ),fiet fumma ( aa -+- d* ) : ( b -+- c),

7'om. I. C 62.
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62. Alter cafus eft , quum fra&iones , in u

num addendæ, funt diverfæ denominationis.

Et quum hoc contingit , primo quidem pro

* ar*.;6. pofitæ fra&iones reducendæ funt • ad eandem

denominationem , tum addendæ funt fimul , ut

* art.61 • in cafu præcedente * . lta , fi proponantur in

unum addendæ fra&iones duæ ab : c, & bc : a ,

fumma erit ( aa b-4- bc? ) : ac ; nam fra&iones

illæ, redu&tæ ad eandem denominationem , fiunt

a*b : ac, & bc* ; ac.Pariterque, fi fimul conjungi

debeant duæ fra&iones a* : e, & (b* — da ) : a ,

funma erit (a3 + b*c- d*c): ac ; quandoqui

dem, fi eæ fra&iones ad eandem denominationem

reducantur,evadent a3 : ac, & (b*c—dac ) : ac.

63. Tertius, & ultimus cafus eft,quum con

jungenda eft quantitas integra cum aliqua fra

&tione : idque quum evenit, fieri poteft additio,

conne£tendo quantitates figno -+-. Sic, ad adden

dum a cum b2 : c , fcribo a + b^ : c . Sed præ

* art •*4- ftat quandoque, reducere • quantitatem inte

- gram ad fra&ionem ejufdem nominis , tum addi

******* tionem peragere, ut in cafu primo *. Qua ratio

ne in propofito exemplo eadem fumma erit ( ac

+ %* ) : c ; nam quantitas integra a , reduéta ad

fraétionem , cujus denominator fit c, evadit ac :

c: profe£to autem , conjungendo ac : c cum

#* : c , oritur fumma ( ac -+- b*): c.

Ill, Subtra£iio fra£fjomam rationaliam.

64, N fubtra&ione fraétionum rationa

lium tres itidem cafus funt diftin

guendi , Primus cafus eft , quum propofitæ fra

&tioncs funt ejufdem denominationis. Id vero

quum
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quum accidit, fiet fubtraétio, fubducendo ex

numeratore unius denominatorem alterius, &

refiduo denominatorem communem adfcribendo.

Ita id , quod remanet, fubtrahendo ex fra&ione

ôc : a fraétionem aliam bd : a, erit ( bc— bd : a.

Similiter id , quod fupereft, ubi ex fra&ione bd;

c fubducitur fra&io alia (a* •-• ba ) : c, erit ( bd

— a* -+- b* ) : c. Atque ita quoque, fi fra&io a*:

( b + c ) fubtrahenda fit ex fra&tione alia d* :

( b+ c ) , refiduum fiet ( d*— a* ) : ( b + c ).

65. Alter cafus eft , quum propofitæ fra

&tiones funt diverfæ denominationis. Et quum

boc contingit , primo quidem propofita, fra

$tiones reducendæ funt * ad eandem denomina- • „,,.,«.

tionem; tum deinde facienda eft fubtra&tio, ut in

cafu præcedente * . Ita , fi ex fra&tione ab : c • „,, 44.

fubtrahi debeat fra&io alia bd:a , refiduum erit

( a*b - bcd): ac ; nam fra&tiones illæ, reduétæ

ad eandem denominationem,fiunt a*b: ac,& bcd:

ac . Pariterque , fi ex fra&tione a* : c fubducen

da fit fra&io alia ( ba — da ) : a , refiduum fiet

( a3 — b*c -+- d*c): ac;quandoquidem,fi eæ fra

&tiones ad eandem denominationem reducantur,

evadent a3 : ac, & (b*c- d* c): ac.

66. Tertius, & ultimus cafus eft, quum, vel

ex quantitate integra fubtrahenda eft aliqua

fra&io , vel etiam ex aliqua fra&tione fubtrahen

da eft quantitas integra : idque quum evenit,

fieri poteft fubtra&io , conneétendo quantita

tes figno •-• . Sic , ad fubtrahendum b* : c ex

a, fcribo a •- b* : c . Pariterque, ad fùbtrahen

dum d ex b* : c , fcribo b* : c— d. Sed præftat

quandoque, reducere • quantitatem integram ad * art.*4.

fra&tionem ejufdem nominis, tum fubtractionem

C 2 pc
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-* art.64.

* 4rf.$z.

* 4rt. 67.

peragere, ut in cafu primo *. Qua ratione , fub

trahendo b? : c ex a , orietur refiduum ( ac -•

&* ) : c; nam quantitas integra a, redu&ta ad fra

étionem, cujus denominator fit c, fit ac : c : pro

fe&to autem, fubtrahendo b* : c ex ac : c, oritur

refiduum ( ac -. b*): c.

IV. AMultiplicatio fra£iionum rationaliam.

67. I N multiplicatione fra&ionum ratio

nalium duo tantum cafus diftingui

debent , Primus cafus eft , quum fra&ionem

unam per fraétionem aliam oportet multiplicare,

Id vero quum accidit, multiplicandi funt per fe

mutuo , tam numeratores , quam denominato

res fra&ionum 5 dabuntque produéta refpe&ive

numeratorem , denominatoremquc fraétionis,

quæ oritur ex propofita multiplicatione . Qua

ratione fra&io a* : c , multiplicata per fraótio

nem b* : d , producet tertiam fraétionem a*b*:

cd. Pariterque fraétio (a* -+- b* ) : c , duóta in

fra&ionem d* : a,dabit pro produ&o fraétionem

aliam (a?d* -+- b*d*): ac.

68, Alter cafus eft,quum fraétio aliqua mul

tiplicanda eft per quantitatem integram . Et

quum hoc contingit, primo fcribatur * quan

titas integra ad inftar fra&tionis, ei velut deno

minatorem unitatem adfcribendo 5 tum fiat mul

tiplicatio , ut in cafu præcedente * . Ita , fi

multiplicanda fit quantitas integra a per fraétio

nem bd : c , adfcribo quantitati integræ a uni

tatem, ut ipfa quoque formam induat fra&io

nis ; tum, quia multiplicanda eft fraétio a : 1 per

fraétionem bd: c, fiet produétum fraétio abd : c.

69.
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69. Unde patet , ad multiplicandam quan

titatem integram per aliquam fraétionem , non

aliud fieri debere, quam multiplicare eam per

numeratorem fra&ionis , & produ&to eundem

denominatorem adfcribere. Ita, ad multjplican

dam quantitatem integram a per fra&tionem

bd : c , multiplico primum quantitatem inte

gram a per numeratorem fra&ionis bd, tum pro

du&o abd adfcribo eundem denominatorem c,

eritque abd : c produ&tum quæfitum. Atque ita

-quoque,fi quantitas integra a+b multiplicanda

fit per fra&ionem a* : c , fiet produ&tum ( a3 +

aab ) : c ; quandoquidem , multiplicata quan

titate integra a + & per numeratorem fra&tionis

aa , & produéto a3 + a*b adfcripto denominato

re c , oritur fraétio ( a3 + a*& ) : c.

V. Divißo fra£fiomum ratiomaliam.

7o. N divifione fra&ionum rationalium

tres oportet cafus diftinguantur.

Primus cafus eft , quum fra&io una per fra&tio

nem aliam eft dividenda. Id vero quum acci

dit , fiet divifio , multiplicando numeratorem,

denominatoremque fra&ionis dividendæ per de

nominatorem, numeratoremque alterius fraétio

nis , & fcribendo produ&ta, ut numeratorem,

denominatoremque novæ , quæ in quotiente

oriri debet , fra&tionis. Ita , fi dividenda fit fra

&tio a3 : c per fra&ionem b* : d, multiplico pri

mum a3 per d , deinde multiplico c per b* , &

erit 43d : b*c quotiens quæfitus. Pariterque , fi

fra&ionem a3 : c dividere oporteat per fraétio

nem aliam ( b* +d* ) : a , orietur quotiens a**

3 (b3c



3s ALGEBRAE ELEMENTORUlM

( b*c + d*c ). Atque ita quoque, fi fra&io a3:

( b + c ) dividenda fit per fraétionem da: (a-+-c),

quotiens fiet ( a* -+- a3 c ) : ( bd* -+- cd* ).

7 1. Alter cafus eft , quum quantitas inte

gra per fraétionem aliquam eft dividenda. Et

* art.;.. quum id contingit , primo quidem fcribatur *

quantitas integra ad inftar fra&tionis, ei velut

denominatorem unitatem adfcribendo ; tum fiat

* art.7o. divifio , ut in cafu præcedente * . Ita , fi divi

denda fit quantitas integra a* per fra&ionem

c* : a , adfcribo unitatem quantitati integræ a*,

ut ipfà quoque formam induat fra&tionis ; tum,

quia res eo redit, ut dividenda fit fra&io a* : 1

per fra&tionem aliam ca : a, fiet quotiens divifio

nis fra&tio tertia a3 : c*.

72. Ex quo patet , ad dividendam quantita

tem integram per aliquam fra&ionem, non aliud

fieri debere , quam multiplicare quantitatem in

tegram per denominatorem fra&tionis , & pro

duéto numeratorem adfcribere. lta , ad divi

dendam quantitatem integram a* per fra&ionem

c* 1 a , multiplico primum quantitatem integram

a* per denominatorem fra&ionis a , deinde pro

du&to a3 adfcribo numcratorem c* » eritque

a3 : c* quotiens propofitæ divifionis. -

73. Tertius, & ultimus cafus eft , quum vi

ciffim fra&io aliqua dividenda eft per quantita

tem integram : idque quum evenit , fcribatur

* art.sa. * fimiliter primo integra quantitas ad inftar fra

£lionis, adfcribendo ei unitatem, velut denomi

natorem ; tum fiat adhuc divifio , ut in cafu pri

* art.7o. mo * . Ita , fi dividenda fit fra&io a3 : à per

quantitatem integram c , adfcribo unitatem

quantitati integræ c, ut ipfà quoque fra&ionis
in

-

:
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induat formam ; tum , quia dividenda eft fra&io

a3 : b per fra&ionem aliam c : 1 , fiet quotiens

propofitæ divifionis fra&io tertia a3 : bc.

74. Unde patet , ad dividendam fra&ionem

aliquam per quantitatem integram , non aliud

fieri debere , quam multiplicare denominatorem

fra&tionis per ipfam quantitatem integram , &

produ&um eidem numeratori adfcribere . Ita,

fi fra&io a3 : b dividenda fit per quantitatem in

tegram c , multiplico primum denominatorem

fra&ionis b per quantitatem integram c, deinde

produ&tum bc adfcribo eidem numeratori a3,

eritque fraétio a3 : bc quotiens , qui ex propo

fita divifione oritur.

C A P u T IV.

Ratiomaliam adpoteßater elevatio.

75. OÉ; præcipuæ, quæ circa

quantitates inftitui poffunt , funt

additio , fubtraétio , multiplicatio , & divifio.

Interim , præter eas, tum vulgarcs Arithme

tici , cum etiam Algebriftæ duas alias invexe

runt : fcilicet formationem poteftatum , quæ

velut fpecies quædam multiplicationis poteft

haberi ; & radicum extra&ionem , quam ad di

vifionem non immerito revocare licebit. ltaque,

quum oftenfum fit ha&enus , qua ratione in

quantitatibus rationalibus quatuor illæ præci

puæ operationes fieri debeant ; ordo nunc po

ftulat, ut , quo pa&to in iifdem quantitatibus

aliæ duæ iftæ operationes fint peragendae , bre
C 4 vi
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viter aperiamus . Ordiemur autem a formatione

poteftatum ; nam , ca rite intelle&ta , extra&tio

radicum nullam plane difficultatem involvet.

1. Defimitio , ordo , ac gemeffs poteffatam .

76. Oteftatem vocant Algebriftae id ,

- quod evadit quantitas aliqua •

quum femel , aut pluries per fe ipfam multipli

catur ; & appellant indicem , feu exponentem

poteftatis numerum illum , qui quantitati paulo

altius adfcriptus defignat , quoties quantitas ,

illa per multiplicationem poni debet. Ita quan

titas aa , quæ producitur , multiplicando a fe

me] per fe ipfam , vocabitur poteftas ipfius a;

ejufque index , feu exponens dicetur numerus

2 . Et fimiliter quantitas a3 , quæ producitur,

multiplicando a bis per fe ipfam, erit poteftas

alia ejufdem a 5 fed ipfius index , feu exponens

erit numerus 3.

77. Ratione hujus indicis , feu exponentis

variæ diftingui poffunt poteftatum fpecies. Di

cemus fiquidem poteftatem primam , cujus in

dex cft unitas; vocabimus poteftatem fecundam,

cujus index eft binarius ; atque ita quoque po

teftas tertia erit illa , cujus index eft ternarius;

poteftas quarta , quæ habet quaternarium pro

fuo indicc ; & fic deinceps in infinitum . Qua

ratione a , feu at erit prima poteftas ipfius a § aa,

feu a* poteftas fecunda ; a3 poteftas tertia ; a4,

poteftas quarta ; atque ita de aliis.

78. Algebriftæ , poft Diophantum , folent

has poteftates propriis fuis nominibus appella

re. Vocant etenim radicem, feu latus ipfam

;

pri
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primam poteftatem,aut potius ipfàm illam quan

titatem , quæ per repetitam multiplicationem

ad fuperiores evehitur poteftates. Vocant vero

ejus lateris quadratum poteftatem fecundam ;

cubum , poteftatem tertiam ; quadrato-quadra

tum poteftatem quartam ; quadrato-cubum, po

teftatem quintam; cubo-cubum, poteftatem fex

tam 5 atque ita deinceps. Sed, quoniam per hæc

nomina non adeo fit clara poteftatum harum

idea 5 fatius erit, eas fecundum indices ipfarum,

modojam * expofito , a fe mutuo diftinguere.

79. Illud potius hoc loco fedulo notandum

exiftimo, quod una , eademque poteftas , prout

ad varias refertur quantitates , varias fubinde

denominationes mereatur. Ita poteftas , exem

pli gratia, a6 dicenda eft fexta relate ad a, tertia

relate ad a* , & nonnifi fecunda relate ad a3.

Nam , ficuti quantitas a, quinquies per fe ipfam

multiplicata , producit a6 ; fic idem pariter pro

duétum habetur , niultiplicando per fe ipfàm ,

five bis quantitatem a*,five femel tantum quan

titatem a3.Eft itaque poteftas nomen relativum;

adeoque a quantitate , ad quam refertur , fuam

fumit denominationem .

8o. Jam , quod fpeétat ad genefim potefta

tum, ex iis , quæ ha&tenus di&ta funt , facile

quidem ea colligi poteft. Nam , fi nulla fiat

quantitatis per fe ipfam multiplicatio , fed ipfa

quantitas capiatur , habebitur poteftas prima.

At vero , fi quantitas femel per fe ipfam multi

plicetur , habebitur poteftas fecunda ; quemad

modum orietur poteftas tertia, fi quantitas mul

tiplicetur bis per fe ipfàm ; poteftas quarta, fi

ter 5 poteftas quinta, ú quater } atque ita dein

ceps.

- art.77•
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ceps. Quocirca , ut quantitas aliqua ad pote

ftatem dati nominis elevetur , fatis erit » toties

eam per fe ipfam multiplicare , quot habet uni

tates datum nomen , una dempta.

81. Hinc , quum multiplicatio in rationali

bus fimplicibus nullam difficultatem involvat,

facile erit, ad quamcumque poteftatem eas attol

lere. Ita quadratum, feu fecunda poteftas quan

titatis a*b eft a*ba ; quandoquidem a*ba produ

citur, multiplicando a*b femel per fe ipfam. Pa

riterque cubus , feu tertia poteftas quantitatis

ac* eft a3c6 ; nam , multiplicando quantitatem

ac* bis per fe ipfam , producitur a3c6 . In ratio

nalibus autem compofitis repetita multiplicatio

nonnihil difficultatis admittit. Unde, pro ele

vandis iis ad datam quamcumque poteftatem,

aliam hic methodum afferemus.

11. Formatio qaadrati , fe# fecamdae

poteßatis .

82. T igitur quælibet rationalis com

pofita ad quadratum , feu fecun

dam poteftatem multo facilius elevetur , quam

eam femel per fe ipfàm multiplicando ; noffe

prius oportet elementa quadrati , quod fit ex

quantitate , quæ duabus ex partibus coalefcit.

Sciendum eft ergo , quadratum talis quantitatis

componi ex quadratis partium, & ex duplo ejus,

quod producitur ex mutua earum partium mul

tiplicatione. Quod fane theorema, ipfius multi

plicationis ope, facile poteft oftendi. Nam, mul

tiplicando a +b per a+ b , producitur aa -+

aab + b* : quod quidem produ&um continet

qua
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quadrata partium a, & b, duplumque ejus, quod

producitur , multiplicando a per b.

83. Hoc pofito theoremate, quod geome-«

trice demonftratur ab Euclide propofitione

quarta fecundi libri fuorum Elementorum ; fa

cile modo erit , quamcumque compofitam ra

tionalem ad quadratum , feu fecundam potefta

tem attollere. Nam primo , fi quantitas duabus

tantum partibus conftet , fumenda funt qua

drata earum partium , duplumque ejus , quod

producitur ex mutua earundem partium mul

tiplicatione. Quod fi vero quantitas tres par

tes fiabeat , confiderentur priores duæ, velut

una, pariterque capiatur quadratum, tam hujus,

quam partis alterius, una cum duplo ejus, quod

oritur , ducendo priores duasin partem tertiara.

Neque aliter fieri debet , fi oblata quantitas ex

quatuor , aut pluribus partibus conftet.

84. Ita , fi rationalis compofita, ad quadra

tum elevanda , fit a + b } fiet quadratum aa -+-

2ab -+- b^.Sed,fi ad quadratum elevanda fit quan

titas a+ b + c , quæ tribus ex partibus coa

ftat 5 primo fiat quadratum ex duabus prio

ribus a + b , velut una confideratis , quod

erit a* -+- 2ab -+- ba ; deinde bis capiatur pro

du&um ex iifdem partibus a +b , du&tis in

partem tertiam c , nimirum 2ac -+- 2bc ; de

nique fiat quadratum c* ex parte tertia c.Jam

que , additis in unum omnibus hifce quantita

tibus , erit aa + 2ab + b+ + 2ac+ 2bc -+- c*.

quadratum propofitæ quantitatis a +b + c.

85. Quod fi porro ad quadratum fit ele

vanda quantitas a + b+ c+ d , quæ quatuor

ex partibus conftat 5 primo fiat quadratum ex

pri
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primis tribus a+ b + c , tamquam unica confi

deratis , quod erit a* + 2ab -+- b* + 2ac + 2bc

-+- ca ; tum fumatur duplum ejus, quod oritur

ex multiplicatione earundem partium a + b + c

in partem quartam^ d , nimirum 2ad + 2bd +

2cd ; denique fiat quadratum d* ex parte quar

ta d. Et, additis in unum omnibus hifce quan

titatibus , erit a* -+- 2ab -+- 6* -+- 2ac -+- 2bc -+-

c*+ 2ad+ 2bd -+- 2cd + d* quadratum pro

pofitæ quantitatis a + b + c + d.

86. Fieri autem poteft , ut aliqua ex parti

bus propofitæ quantitatis figno— afficiatur.

Quare notetur hoc loco velim , quadrata ipfa

rùm partium femper quidem afficienda effe figno

+-, quomodocunque partes illæ fint affeétæ ;

produ&ta vero alia tunc quidem affici debere fi

gno +,quum eadem funt figna partium,ex qua

rum multiplicatione oriuntur. Ita quadratum

ex a- b erit a* — 2ab -+- b* . Pariterque qua

dratum ex a -• b •-• c erit a* •-• 2ab -+- 52 —

2ac+ 2bc -+- c* . Atque ita quoque quadratum

ex a— b + c- d erit a* - 2ab -+- ba -+- 2ac

-2bc -+- c* — 2ad+ 2bd -• 2cd -+- d*.Quod

quidem ex ipfo opere multiplicationis, fuperius

* art.36. * tradito , liquet abunde.

87. Cæterum ex tradita quadrati compofi

tione illud modo inferre licet, quod fi numero

quadrato m* addatur duplum fuæ radicis 2m,

una cum unitate 3 fumma m* -+- am -+- 1 fit etiam

numerus quadratus , cujus radix unitate una

fuperabit radicem illius 3 quandoquidem, fi fiat

quadratum ex m-+- 1 , erit illud , juxta traditam

* art. 83. * regulam , m* -+- 2#+ 1 . Unde facile erit, ta

bulas componere , quæ contineant quadrata o
mnuum
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mnium'numerorum naturalium.Nam,quadratum

unitatis eft etiam 1 , cui fi addatur duplum fuae

radicis, hoc eft 2 , una cum ipfa unitate, fiet 4

quadratum binarii . Atque huic porro addito

duplo ipfius binarii , hoc eft 4 , una cum unita

te , habebitur 9 pro quadrato ternarii. Sicque,

folius additionis ope , abfque ulla multiplicatio

ne , aliorum omnium numerorum naturalium

quadrata fucceffive invenire licebit.

III. Formatio cubi, feu tertia poteftatis.

88. S Imiliter , ut quælibet rationalis

compofita ad cubum , feu tertiam

poteftatem multo facilius elevetur , quam eam

bis per fe ipfam multiplicando ; noffe prius o

portet elementa cubi , qui fit ex quantitate ,

quæ duabus ex partibus coalefcit. Sciendum eß

ergo , cubum talis quantitatis componi ex cu

bis partium 5 ex triplo ejus, quod oritur, multi

plicando quadratum primæ partis per fecundam;

ac demum ex triplo ejus,quod nafcitur,multipli

cando viciffim quadratum fecundæ partis per

primam . Quod fane theorema , ipfius multipli

cationis ope, facillime poteft oftendi . Nam , fi

quantitas a+ b bis per fe ipfàm multiplicetur,

fiet a3 + 3a*b-+- 3ab* -+- b3 : quod quidem pro

du&umcontinet cubos partium a, & b; triplum

ejus , quod producitur , multiplicando a* per

& 5 triplumque ejus , quod oritur , multiplican

do viciffim b* per a.

89. Hoc pofito theoremate, quod nullo ne

gotio poffet geometrice oftendi ad inftar cjus,

quod continetur propofitione quarta libri fe

CUIl•
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cundi Elementorum Euclidis ; facile modo erit,

quamcumque compofitam rationalem ad cubum,

feu tertiam poteftatem attollere. Nam primo, fi

quantitas duabustantum partibus conftet , fiet

ex ipfa quæfitus cubus , capiendo cubos par

tium 3 triplum ejus, quod oritur, multiplicando

quadratum primæ partis per fecundam; triplum

que ejus, quod nafcitur, multiplicando viciffim

quadratum fecundæ partis per primam . Quod

fi vero quantitas tres partes habeat , confideren

tur priores duæ velut una; & fimiliter,fa&tis cu

bis iftius , & partis tertiæ , fumatur , tam tri

plum ejus, quod gignitur , multiplicando qua

dratum ex primis duabus per partem tertiam,

quam triplum ejus , quod oritur , multiplican

do quadratum partis tertiæ per priores duas.Ne

que aliter fiet, fi oblata quantitas ex quatuor,

aut multo pluribus partibus conftet.

9o. Ita , fi rationalis compofita, ad cubum,

feu tertiam poteftatem elevanda , fit a+ b ; erit

cubus a3 + 3a*b -+- 3ab* -+- b3. Sed , fi ad cu

bum elevanda fit quantitas a + b+ c , quæ tri

bus ex partibus conftat ; primo fiat cubus ex

duabus primis partibus a + b , velut una confi

deratis , qui erit a3 + 3a*b+ 3ab* -+- b3 ; tum

fumatur triplum ejus, quod oritur, multiplican

do a* -+- 2ab + b+ , quadratum duarum prima

rum partium a + b , per partem tertiam c , ni

mirum 3a*c -+- 6abc -+- 3b*c; porro capiatur tri

plum ejus, quod producitur , multiplicando c*,

quadratum partis tertiæ c,per priores duas a+b,

fcilicet 3ac* + 3bc* ; denique fiat cubus c3 ex

parte tertia c.Jamque , additis in unum omni

bus hifce quantitatibus, fiet a3 + 3a*b -+- 3a4*'

+à
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-+- b3 + 3a*c + 6abc -+- 3b3c + 3ac* + 3bca -+-

c3 cubus quantitatis propofitac a + b + c.

91. Quod fi porro ad cubum fit elevanda

quantitas a + b + c+ d , quæ quatuor ex par

tibus conftat ; fiat primo ex primis tribus par

tibus a + b+ c , tamquam unica confideratis,

.cubus a3 + 3a*δ+ 3ab* -+- b3 + 3a*c -+- 6abo

+ 3b*c-+- 3ac* + 3öc* -+- c3 ; deinde fumatur

triplum ejus , quod oritur, multiplicando aa +

24b -+- b* -+- 2ac -+- 2bc -+- c*, quadratum trium

primarum partium a + b + c , per partem quar

tam d , nimirum 3a*d -+- 6abd -+- 3b*d+ 6acd

+ 6bcd-+- 3c*d3 ad hæc capiatur triplum ejus,

quod gignitur , multiplicando d* , quadratum

quartæ partis d , per partes priores a+ b+ c,

fcilicet 3ad* + 3bd* -+- 3cd* ; denique fiat cu

bus d3 ex quarta parte d. Et , additis in unum

omnibus hifce quantitatibus, fiet a3 + 3a*b -+-

3ab* -+- b3 + 3a*c -+- 6abc + 3b*c -+- 3ac* -+-

3&c* -+- c3 + 3a*d -+- 6abd + 3b*d -+- 6acd-+-

6bcd+ 3c*d -+- 3ad* -+- 34d* -+- 3cd* -+- d3 cu

bus propofitæ quantitatis a + b + c + d.

92. Fieri autem poteft , ut aliqua ex parti

bus propofitæ quantitatis figno- afficiatur.

Quare notetur hoc loco velim, cubos ipfàrum

partium afficiendos effe femper eodem figno,quo

ipfæ partes afficiuntur ; produ&ta vero illa, quæ

oriuntur , multiplicando quadratum unius par

tis per aliam , tunc demum afficienda effe figno

- , quum hæc alia pars figno — afficitur ; ac

demum ea produ&ta , quæ ex trium partium

multiplicatione oriuntur, afficienda effe tunc

tantum figno•-, quum earum partium , vel

quælibet, vel una dumtaxat figno- affecta re

pe
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peritur. Ita cubus ex a -* & erit a3 — 3a*b -+-

3aba — b3. Et cubus ex a- b-c erit a3 —•

3a*b -+- 3aba- b3 - 3a*c+ 6abc — 3b*c+

3ac*- 36c*- c3. Quod quidem ex ipfo ope

• art.3 6. re multiplicationis, fuperius * tradito , abun

de colligitur.

93. Cæterum ex tradita cubi compofitione

illud modo fit manifeftum , quod fi alicui nume

ro cubo m3 addatur, primo triplum quadrati fuæ

radicis gm* , deinde triplum ipfius radicis 3m ,

ac denique unitas ; fumma m3 -+- 3 m* -+- 3 m -+- 1

fit etiam numerus cubus,cujus radix unitate una

fuperabit radicem illius ; quandoquidem , fi fiat

* art. 89. cubus ex m + i , erit ille , juxta traditam * re

gulam, m3 -+- 3m* -+- 3m + 1. Unde facile erit, ta

bulas conftruere , quæ contineant cubos omnes

numerorum naturalium. Nam , cubus unitatis

eft etiam 1 , cui fi addatur triplum quadrati

fuæ radicis 3 , itemque triplum ipfius radicis,

uod eft fimiliter 3 , ac denique unitas , fiet 8

cubus binarii . Atque huic porro additis , qua

drato fuæ radicis triplicato 1 2 , triplo ipfius ra

dicis 6 , nec non unitate , fiet 27 cubus terna

rii. Neque aliter aliorum omnium numerorum

naturalium cubi poterunt fucccffive inveniri.

IV. Formatio poteffatam /aperiorum.

94• I On diffimili methodo poterunt

quantitates rationales , utcum

que compofitæ , ad quamvis aliam poteftatem

altiorem attolli . Nam fatis erit , ipfius multipli

cationis ope , femel invenire , quos terminos in

cludat quæfita poteftas, ubi ea fit ex quantitate,

Cu -
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cujus duæ tantummodo funt partes ; & eos fem

per terminos affuinere , quotiefcumque aliqua

quantitas compofita ad eam poteftatem eft ele

vanda : confiderando primas omnes,velut unam,

ubi oblata quantitas ex pluribus , quam duabus,

partibus conftat.

95. Hac ratione , fi quantitas aliqua ad qua

drato-quadratum , feu quartam poteftatem fit

elevanda 5 confidero prius, quadrato-quadratum

ex quantitate bimembri a + b effe a* + 4a3b +

6a* b* + 4ab3 -+- b4 , atque adeo componi cx

quadrato-quadratis* ipfarum partium ; ex qua

druplo ejus , quod producitur , multiplicando

cubum primæ partis per fecundam ; ex quadru

plo ejus, quod oritur, multiplicando viciffim cu

bum fecundæ partis per primam ; ac demum ex

fextuplo ejus, quod nafcitur,multiplicando qua

dratum primæ partis per quadratum fecundæ.

Unde , hujus theorematis ope, facile erit, quam

cumque compofitam rationalem ad quadrato

quadratum attollere.

96. Eadem ratione , fi quantitas aliqua ad

quadrato-cubum , feu quintam poteftatem fit

elevanda ; confiderare prius oportet , quadrato

cubum ex quantitäte bimembri a + b efTe a$

-+- 5a4b + i oa3b* + 1oa*â3 -+- 5ab* + by , at

que adeo componi ex quadrato-cubis ipfarum

partium ; ex quintuplo ejus, quod fit , multipli

cando,tam quadrato-quadratum primæ partis per

fecundam , quam viciffim quadrato-quadratum

fecundæ partis per primum 5 ac demum ex decu

plo ejus , quod nafcitur , multiplicando, tam

cubum primæ partis per quadratum fecundæ *

quam per contrarium cubum fecundæ partis per

Z'om.1. D qua
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* 4rf.9$.

• arf•96.

quadratum primae. Unde, hoc invento theorema

te, facili negotio , quælibet quantitas compofita

ad quadrato-cubum elevabitur.

97. Ubi autem hujufmodi theoremata funt

dete&a , poterunt & alia, ipfis analoga, inveniri,

quibus, fi ad rem forct , facili negotio conftrui

poffent tabulae , quæ numerorum dmnium natu

ralium poteftates fuperiores contineant . Ita ex

theoremate * , quadrato-quadrati compofitio

nem offendente, perfpicuum eft , quod fi alicui

numero quadrato-quadrato m4 addatur , primo

quadruplüm cubi fuæ radicis 4m3 , deinde fextu

plum quadrati ejufdem radicis 6m* , porro qua

druplum ipfius radicis 4m , ac denique unitas;

quod , inquam , fumma omnium m* -+- 4m3 -+-

6m* + 4m -+- 1 fit etiam numerus quadrato-qua

dratus , cujus radix unitate una fuperabit radi

cem illius. Quare, huic infiftendo theoremati,

facile erit, numerorum omnium naturalium qua

drato-quadrata fucceffive reperire.

98. Similiter ex theoremate * , quadrato

cubi compofitionem oftendente, perfpicuum eft,

quod fi alicui numero quadrato-cubo gr adda

tur, primo quintuplum quadrato quadrati fuæ

radicis 5m* , fecundo decuplum cubi ejufdem

radicis 1 ow3 , tertio decuplum quadrati ex ea

dem quoque radice 1om* , quarto ip{amet radix

quintuplicata 5m , ac denique unitas ; quod , in

quam,fumma omnium m£ -+- 5m* + i om3 + i om*

~+- 5m -+- 1 fit etiam numerus quadrato-cubus,

cujus radix unitate una fuperabit radicem illius.

Unde , hujus theorematis beneficio , in proclive

erit , numerorum omnium naturalium quadrato

cubos gradatim invenire.

99•
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9. Cæterum nolo hic filentio reticere, Re

centiorum Algebriftarum conatus infignes illud

emolumenti nobis peperiffe , ut uno , eodemque

theoremate , generali quadam formula com

prehenfo , poffit quælibet quantitas conpofita

ad quamcumque, ut ut altiffimam , poteftatem

attolli. Sed de generali ifta formula poteftatum

in poftrema hujus libri feétione , quæ univerfam

poteftatum theoriam exhibebit, agendum nobis

erit. Nam ejus conftru&io pendet ex do&rina

numerorum figuratorum , de quibus in fe&tione

tertia, occafione ferierum infinitarum, fermonem

inftituemus.

V. Fra£tiomam ratiomaliam ad poteßates

elevatio •

I oo. Uantum ad fra&iones rationales,

ut ex ad quamcumque datam

• poteftatem eleventur, neceffe eft , ad potefta

tem illam attollere , tam numeratores, quam de

nominatores ipfàrum . Sic fra&tionis ab : c qua

dratum erit a*b* : ca , cubus a3b3 : c3 , quadra

to-quadratum a4b4 : c4 , atque ita deinceps.

Et eadem ratione fra&ionis hujus ( ab + ac ) :

( c + d ) quadratum erit ( a*b* + 2a*bc-+-a*c*):

(c* -+- 2cd-+- da), cubus (a*b3+3a3b*c+ 3a3bca

+ a3c3 ) : ( c 3 + 3c*d-+- 3cd* -+- d3 ) , qua

drato-quadratum ( a4b4 + 4a4b3c + 6a44*ca

-+- 4a* bc3 -+- a4c* ) : ( c4 + 4c3d -+- 6cada -+-

4cd3 -+- d* ) , atque ita de reliquis.

1 o i. Quod fi fra&iones quantitatibus in

tegris adhæreant ; per ea , quæ de formatione

poteftatum ha&enus di&a funt , facile quoque

D 2 Crat.
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erit , eas ad quamcumque datam poteftatem

evehere. Sic quadratum ex a + bc ; d erit aa -+-

- 2abc : d -+- b*c* : da . Componi namque debet

• art. *.. • quadratum iftud ex quadratis partium,duplo.

que ejus , quod producitur , ex mutua earun

dem partium multiplicatione. Sed quadratum

ex a eft a* , quadratum ex bc ; d eft b*ca : da,

duplumque ejus , quod oritur , multiplicando

a per bc : d eft 2abc : d.Quare erit a* + 2abc: d

+ b*c* : d* quadratum ex a + bc : d.

1 o2. Sit jam ad quadratum elevanda quanti

tas a + bc : d -+- a * : d.Fiat primo quadratum ex

duabus primis partibus , velut una confideratis,

a -+- hc : d , quod erit a* -+- 2abc : d -+- b*c* : d*;

deinde fumatur duplum ejus , quod producitur,

multiplicando eafdem duas priores partes a -+-

• bc : d per tertiam a* : d , nimirum 2a3 : d -+-

2a*bc : da 5 denique fiat quadratum a4 : da ex

tertia parte q? : d. Et, additis in unum omnibus

hifce quantitatibus, fiet a* + 2abc : d -+- b*c*:

d* -+- 2a 3 : d + 2a* bc : d* -+- a4 : d* quadratum

propofitæ quantitatis a + bc : d -+- a * : d.

1 o3. Eadem ratione cubus ex a + bc : d

erit a3 + 3a*bc ; d -+- 30b*c* : d* + b3c3 : d3 .

* art. ss. Componi namque debet • cubus ifte ex cubis

partium ; triplo ejus , quod fit , nultiplicando

quadratum primæ partis per fecundam ; triplo

que ejus , quod oritur , multiplicando viciffim

quadrutum fecundæ partis per primum . Sed cu

bus ex a eft a3 5 cubus ex bc : d eft &3c3 : d3 ;

triplum ejus, quod produ-itur , multiplicando

quadratum primiæ partis a* per fecundam bc : d,

cft 3a3 bc : d ; & triplum ejus , quod gignitur,

multiplicando per contrarium quadratum £g
;£
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dæ partis b*c* : d* per primam a, eft 3ab*ca : d*.

Quare erit as + 3a*âc : d+ 3abaca : d*+%3c3:

d3 cubus ex a +bc : d.

1 o4. Sit jam ad cubum elevanda quantitas

a + bc : d + a* : d. Primo fiat cubus ex dua

bus primis partibus , velut una confideratis,

a + bc : d , qui erit a3 + 3a*bc : d + gab*c*:

da + b3c3 : d3 ; deinde fumatur triplum ejus,

quod oritur , multiplicando quadratum ex dua

bus primis partibus a* + 2abc : d + b+ca : d*

per tertiam aa : d, nimirum 3a* : d+ 6a3bc: d* * *

+- 3a *b*c* : d3 3 porro capiatur triplum ejus ,

quod producitur , multiplicando quadratum

tertiæ partis a4 : d* per priores duas a + bc : d,

fcilicet 3a * : d* + 3a*bc : da ; denique fiat cu

hus a6 : d3 ex tertia parte a3 : d. Et , additis in

unum omnibus hifce quantitatibus, fiet a3 +

3aa bc : d+ 3ab*ca : da + b2c3 : ds + 3a*: d -{-

6a3bc : d* -+- 3a*b*c* : d3 -+- 3a * : d* -+- 3a*bc :

d3 -+- a6 : d3 cubus propofitæ quantitatis a -+- bc:

d -+- a* : d.

1 o5. Cæterum , ut quantitates , quæ fra

&tiones involvunt, facilius ad quamcumque da

tam poteftatem attollantur , p, æftat , tum fra

&tiones ad eandem denominationem * , cum

quantitates integras ad fraétiones ejufdem no

minis * reducere. Sic, ut fiat, five quadratum,

five cubus ex a -+- 52 : a + c * : d, reducendæ

funt,tam fraétiones ba : a,& c*: d ad eandem de

nominationem ad , quam quantitas integra a ad

fraétionem,cujus denominator fit etiam ad. Un

de , quum quantitas propofita hoc pa&to evadat

( aad + b+d + ac* ) : ad ; erit ejus quidem qua

dratum (a*d* + 2a*bada + b+da + 2a3c*d +
N D 3 2ab3c3d

/

* 4rf.$ 6.

* art.$4.
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2abac* d+ a*c*): a*d* ; ejus vero cubus ( a*d3

+ 3a*b*d* + 3a*b*d3 + b6d3 + 3a$cad* +

6a5bacada -+- 3ab4c*d* + 3a4c*d + 3a*b*c*d

+a3c6 ) : a5d3.

C A P u T V.
A

JExtraííio radicam ex ratiomaJibas.

io6. Uemadmodum, quum quantitas

aliqua femel, aut pluries per fe

ipfam multiplicatur, id, quod producitur, voca

* *r*76. tur • poteftas illius quantitatis;ita ipfâ illa quan

titas , ex cujus repetita multiplicatione pote

ftas oritur , vocatur radix ejus poteftatis . Et,

* art. 77. quemadmodum poteftates diftinguuntur • in or

dines, fecundum indices, feu exponentes ipfa

rum ; ita quoque radices earundem poteftatum,

habita illorum exponentium ratione , poffunt

in varios ordines diftingui.

1o7. Nimirum, ficuti poteftas prima eft il

la , cujus index eft unitas ; poteftas fecunda,

feu quadratum , cujus index eft numerus bina

rius ; peteftas tertia , feu cubus , cujus index

eft numerus ternarius; atque ita deinceps. Ita

quoque dici poteft radix prima, quæ refertur ad

poteftatem primam ; radix fecunda , feu qua

drata , quæ refertur ad quadratum , feu po

teftatem fecundam; radix tertia , feu cubica,

quæ refertur ad cubum, feu poteftatem tertiam;

atque ita deinceps.

s 1o8. Jam , radices extrahere ex poteftati

bus rationalium fimplicium, problema eft, quod
_ - nul
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*aullam difficultatem involvit. Nam,ficuti quan

titas ab , multiplicata femel per fe ipfam , pro

ducit quadratum a*b* ; fic , extra&a radice

quadrata ex a*b* , proveniet rurfus ab . Et in

fuper , ficuti quantitas ab , bis du&ta in fe ip

fám, producit cubum a3&3 ; ita , extra&ta radi

ce cubica ex a3b3 , orietur denuo eadem quan

titas ab.

1o9. Verumtamen , quum poteftates ad ra

tionales compofitas referuntur , plurefque adeo

terminos involvunt , radicum extra&tio non ita

facilis deprehenditur. Quocirca , ut methodus

eas extrahendi probe intelligatur ; primo illam

experiemur in extra&tione radicis quadratæ ;

deinde ejus periculum fáciemus in extra&ione

radicis cubicæ ; ac denique, quo pa&to eadem

methodus extra&tiotii aliarum radicum applicari

debeat, breviter oftendemus.

1. Extra£tio radicis qwadratæ.

I I O. T ex rationali, quantumvis com

pofita , quadrata radix extraha

tur , meminiffe oportet , quadratum quantita

tis , cujus duæ funt partes , conftare • ex qua-* art.ss.

dratis partium , duploque ejus , quod produci

tur ex mutua earundem partium multiplicatio

ne. Hinc etenim fit, ut fi radix propofitæ quan

titatis duabus tantum partibus conftet ; prima

quidem invenienda fit , extrahendo radicem

quadratam ex primo termino, quem oportet ef

fe quadratum perfe&um ; alia vero, dividendo ,

terniinum fequentem per duplum partis jam in

ventæ .

ID 4 I t I •
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* art. 8x.

/

1 1 1. Hac ratione , ad inveniendas partes

duas radicis, quæ refertur ad quadratum a* +

2ab -+- b* 5 elicio primum radicem quadratam ex

priore termino a* , quem liquet effe quadratum

perfe&um ; tum per duplum ejus radicis divido

terminum fequentem + 2ab . Et quoniam , ra

dix illa eft g , quotiens vero bujus divifionis

eft + b 5 erunt a + à partes inveniendæ. Atque

ita quoque, ut inveniantur partes duæ radicis,

quæ refertur ad quadratum 9a* — 24ac+16c*3

extraho primum radicem quadratam ex priore

termino 9a*; deinde per duplum ejus radicis di

vido terminum fequentem - 24ac. Quumque

radix illa fit 3a , & quotiens hujus divifionis fit

•-• 4c ; crunt 3a *- 4c partes inveniendæ.

1 1 2. Extra&a autem radice quadrata ex

priore termino propofitæ quantitatis , delendus

eft terminus ille , nec amplius ejus habenda eft

ratio . Sed , divifo terrnino fequente per du

plum ejus radicis , fubducendum eft ex eadem

propofita quantitate , & produ&tum ex duplo

illo per inventum quotientem , & quadratum

ipfius quotientis . Nam , femper ac quantitas

propofita eft quadratum perfeétum , ejufque ra

dix duabus tantum partibus conftat ; per tra

ditam quadrati * compofitionem , neceffe eft,

ut,fa&ta ea fubtra&ione, nihil amplius remaneat.

1 1 3. Quod fi contingat, fubtraétione illa

peraéta , aliquid fupereffe ; vel propofita quan

titas non erit quadratum perfe&tum ; vel ejus

radix , præter duas jam inventas, partem aliam

admittet. Hæc vero , fi adfit, comperietur, con

fiderando inventas partes, velut unam , & divi

dendo priores duos terminos refidui per duplum

- 1p
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ipfarun . Sed, invento ifto quotiente , qui pro

parte tertia radicis haberi debet , fubducendum

eft ex illo refiduo , tam id , quod oritur , mul

tiplicando duplum primarum partium per in

ventum quotientem , quam quadratum ejufdem

quotientis. Nam, fi forte, hac fa&a fubdu&tio

ne , aliud quidpiam adhuc fupererit , fieri po

teft , ut quæfita radix quartam , quintamve par

tem admittat : quæ tamen omnes eodem femper

artificio reperientur.

i 14. Ita , fi extrahenda fit quadrata radix

ex a* + 2ab -+- b* -+- 2ac+ 2bc -+- ca , extraho

primum illam ex priore termino a* 5 eoque de

leto , divido deinde terminum fequentem + 2a#

per 2a , duplum inventæ radicis. Jam, multipli

cato deinceps divifionis hujus quotiente +b per

duplum illud, fa&oque quadrato ejufdem quo

tientis, oritur quantitas + 2ab -+- ba , quæ fub

traéta ex quantitate propofita , priore termino

multata,relinquit + 2ac + 2bc -+- c*.Hinc con

fidero partes radicis jam inventas a + b , velut

unam,& per duplum ipfàrum 2a -+- 2b divido ul

terius priores duos terminos illius refidui + 2ac

+ 2bc. Quumque oriatur quotiens + c , cujus

quadratum c* additum ei , quod producitur,

multiplicando 2a -+- 2b per + c , dat quantita

tem 2ac + 2bc + ca , quæ fubduéta ex illo re

fiduo relinquit nihil ; concludo , radicem pro

pofitæ quantitatis effe a + b + c.

1 15. Similiter , fi extrahenda fit quadrata

radix ex quantitate 9a* — 24ac + 16c* -•

3oad-+- 4ocd-+- 25da , elicio primum illam ex

priore termino 9aa ; eoque deleto, divido dein

de terminum fequentem •-• g4ac per 6a,duplum
in



*$ ALGEBRAE ELEMEMTORUIM

*art.88.

inventæ radicis. Jam , multiplicato poftea di•

vifionis hujus quotiente -• 4c per duplum il

lud, fa&toque quadrato ejufdem quotientis, ori

tur quantitas -• 24ac + 16c* , quæ fubtra&a

ex quantitate propofita, priore termino minuta,

relinquit -- 3oad + 4ocd+ 25d*.Quare confi

dero partes radicis jam inventas 3a *-% 4c , velut

unam, & per duplum ipfarum 6a -• 8c divido

deinceps priores duos terminos illius refidui

—3oad -+- 4ocd.Quumq;oriatur quotiens-*5d,

cujus quadratum 25d* additum ei, quod nafci

tur, multiplicando 6a —» 8c per •-• 5d, exhibet

quantitatem •-3oad +- 4ocd + 25d*,quæ fub

du&ta ex illo refiduo relinquit nihil ; concludo,

radicem propofitæ quantitatis effe 3a~4c-5d.

11. ExtraEiio radicis cubicae.

t 16. S Imiliter, ut ex rationali , quan

tumvis compofita , cubica radix

extrahatur , meminiffe oportet , cubum quanti

tatis , cujus duæ funt partes, conftare * ex cu

bis partium ; ex triplo ejus, quod oritur , mul

tiplicando quadratum primæ partis per fecun

dam 5 & ex triplo ejus , quod producitur , mul

tiplicando viciffim quadratum fecundæ partis

per primam. Hinc etenim fit, ut fi radix propo

fitæ quantitatis duabus tantum partibus con

ftet ; prima quidem invenienda fit , extrahendo

radicem cubicam ex primo termino , quem o

portet effe cubum perfe&tum ; alia vero, divi

dendo tcrminum fequentem per quadratum par

tis jam inventæ triplicatum .

£ 17. Hac ratione , ad lassisset; partes

uaS
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duas radicis , quæ rcfertur ad cubum a* + 3a*&

-+- gab* +• b3 ; elicio primum radicem cubicam

ex priore termino a3 , quem liquet effe cubum

pcrfe&tum; tumq;per quadratum ejus radicis tri

plicatum divido terminum fequentem + 3a*b.

Et quoniam radix illa eft a , quotiens vero hu

jus divifionis eft + b ; erunt a + b partes inve

niendae. Atquc ita quoque, ut inveniantur par

tes duæ radicis, quæ refertur ad cubum 27a3 —

54a*c + 36ac* — 8c3 ; extraho primum radi

cem cubicam ex priore termino 27a3;deinde per

quadratum ejus radicis triplicatum divido ter

minum fequenteni — 54a*c . Quumque radix

illa fit 3a , & quotiens hujus ` divifionis fit

•-• 2c 5 erunt 3a — 2c partes inveniendæ.

1 18. Extra&ta autem radice cubica ex prio

re termino propofitæ quantitatis , delendus eft

terminus ille, nec amplius ejus habenda eft ra

tio . Sed , divifo termino fequente per qua

dratum ejus radicis triplicatum , fubducere

oportet ex eadem propofita quantitate ; primo

id , quod oritur, multiplicando quadratum il

lud triplicatum per inventum quotientem; dein

de id, quod producitur, multiplicando viciffim

quadratum inventi quotientis triplicatum per

radicem antea extra&am ; ac denique cubum

ejufdem quotientis . Nam , femper ac quanti

tas propofita eft cubus perfe&tus, ejufque radix

duabus tantum partibus conftat ; per traditam

cubi * compofitionem, neceffe eft , ut , ea fa&a

' fubtra&ione, nihil amplius remaneat.

i 19. Quod fi contingat , fubtra&ione illa

pera&a , aliquid fupereffe ; vel propofita quan

$itas non erit cubus perfe&us ; vel ejus radix,

præ

* art.38.
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præter duas jam inventas, partem aliam admit

tet. Hæc vero , fi adfit, comperietur , confide

rando inventas partes , velut unam , & dividen

do priores tres terminos refidui per quadratum

ex iis triplicatum . Sed, invento ifto quotiente,

qui pro parte tertia radicis haberi debet, fubdu

cere oportet ex illo refiduo, primo id, quod ori

tur , multiplicando quadratum primarum par

tium triplicatum per inventum quotientem;tum

id , quod nafcitur , multiplicando viciffim qua

dratum inventi quotientis triplicatum per par

tes duas priores; ac deniq; cubum ejufdem quo

tientis . Nam , fi forte , hac fa&ta fubduétione,

aliud quidpiam adhuc fupererit , fieri poteft , ut

quæfita radix quartam , quintamve partem ad

mittat: quæ tamen omnes eodem femper artifi

cio reperientur.

1 2o. Ita , fi extraherida fit radix cubica ex

a3 + 3a* b + 3aba + b3 + 30*c +6abc +;3&*c

4- 3ac* + 3bc* + c3 , extraho primum illam

ex priore termino a3 ; eoque deleto , divido

deinde terminum fequentem + 3a* à per 3a*,

quadratum inventæ radicis triplicatum . Jam.

quotiens hujus divifionis eft + b, & multipli

cando , tam 3a* per δ , quam 35* per a , oritur

quantitas 3a *4 -+- 3a4* , quæ una cum &3, cubo

ipfius b, fubtra&ta ex quantitate propofita,prio

re termino multata , relinquit 3a*c + 6abc +

36* c + 3ac* + 3bc* + c3.Quare confidero par

tes radicis jam inventas a + b,velut unam,& per

quadratum ex iis triplicatum 3aa + 6ab + 3b*.

divido deinceps priores tres terminos illius refi

dui 3a*c + 6abc + 3b*c . Quumque oriatur
quotiens + c , cujus cubus c3 adfcifcens â tUIIIA

109

-
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id , quod oritur , multiplicando 3a2 + 6ab +

36* per c , cum id , quod gignitur, multipli

cando 3c* per a + b , dat quantitatem ga*c +

+ 6abc + 36*c + 3ac* + 36c* + c3, quæ fub

traéta ex illo refiduo relinquit nihil ; concludo,

radicem propofitæ quantitatis effe a + b + c.

1 2 1. Similiter , fi extrahenda fit radix cu

bica ex 27a3 — 54a*c + 36ac*- 8c3—54aad

+ 72acd •-• 24c*d*- 36ad* — 24cd* — 8d3 ,

elicio primum illam ex priore termino 27a3; eo

quc deleto , divido deinde terminum fequen

tem — 544*c per 27a* , quadratum inventæ ra

dicis triplicatum , Jam quotiens hujus divi.

fionis eft -2c , & multiplicando , tam 27a*

per- 2c , quam 1 2c* per 3a , oritur quantitas

— 54a*c + 36ac* , quæ uiia cum •—• 8c3, cubo

ipfius — 2c , fubtraéta ex quantitate propofita,

priore termino minuta , relinquit >—* 54a ad -+-

¥2acd— 24c*d-{-36ad* — 24cda — 8d3.Hinc

confidero partes radicis jam inventas 3a — 2c,

velut unam, & per quadratum ex iis triplicatum

27a* — 36ac -+- 1 2c* divido ulterius priores

tres terminos illius refidui — 54a*d + 72acd

24c*d. Quumque oriatur quotiens — 2d, cujus

cubus—8d3 adfcifcens , tam id, quod nafcitur,

multiplicando 27a* — 36ac + 1 2c* pcr — 2d,

quam id, quod producitur, multiplicando 1 2d*

per 3a *- 2c , dat quantitatem — ;4a*d +

72acd- 24c*d + 36uda — 24cd* — 8d3,quæ

fubtraéta ex illo refiduo relinquit nihil ; con

cludo , radicem propofitæ quantitatis effe 3a —

2c •-• 2d.

111.'
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III. Extra&io aliarum radicam.

i 22. Uantum ad radices altioris ordi- . .

nis , ut generalem pro iis ex

trahendis methodum tradamus , notare prius o.

portet , quod quælibet poteftas quantitatis, cu

jus duæ funt partes , in primo quidem termino

continet poteftatem non diffimilem partis prio

ris, in fecundo vero termino comple&titur pro

du&um ex poteftate,uno gradu minore,ejufdem

partis per fecundam, toties fumptum , quot funt

unitates in exponente poteftatis, de qua agitur. .

Hinc etenim fit • ut fi radix propofitæ quanti

tatis , duabus tantum partibus conftet ; prima

quidem invenienda fit, extrahendo quæfitam ra

dicem ex primo termino ,$. oportet effe po

teftatem perfe&am ejus ordinis, de quo eft quæ

ftio ; alia vero , dividendo terminum fequentem

per poteftatem, uno gradu minorem , partis jam

inventæ , toties fumptam , quot exponens pote

ftatis, de qua agitur, habet unitates. -

1 2 3. Hac ratione , ut inveniantur partes

duæ radicis , quæ refertur ad quadrato-quadra

tum a4 + 4a3b -+- 6a*&* + 44&3 -+- b* 5 extraho

primum radicem quadrato-quadratam ex priore

termino 44 , quem liquet effe quadrato-quadra

tum perfe&um ; deinde per cubum ejus radicis

quadruplicatum divido terminum fequentem

+ 4a3b. Et quoniam radix illa eft a , quotiens

autem hujus divifionis eft + b;erunt a + b par

tes inveniendæ . Atque ita quoque , ut inve

niantur partes duæ radicis, quæ refertur ad qua

drato-cubum a* •-• 5a*b + ioa3b* •—• 1 oa*b*

- -+- 5ab*

1
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+ sab*- bs ; elicio primum radicem quadra

to-cubicam ex priore termino af, quem patet ef

fe quadrato-cubum perfe£tum ; tum per quadra

to-quadratum ejus radicis quintuplicatum di

vidö terminum fequentem -• sa*b. Quumque

radix illa fit a , quotiens autem hujus divifionis

fit •—• b 5 erunt a *-• b partes inveniendæ.

1 24. Jam , extraéta quæfita radice ex prio

re termino propofitæ quantitatis , delendus eft

terminus ille , nec amplius ejus habenda eft ra

tio . Sed, divifo termino fequente per ejus ra

dicis poteftatem , uno gradu minorem , toties

fumptam , quot exponens poteftatis, de qua

agitur, habet unitates, fubducendi funt ex pro

p©fita quantitate omnes alii termini , qui effe

debent in poteftate quantitatis , cujus duæ funt

partes. Et fiquidem , hac fa&a fubduétione,

nihil amplius remaneat , erit quantitas propofita

poteftas perfe£ta ejus ordinis, de quo agitur,

ejufque radix ex duabus partibus jam inventis

conftabit. Quod fi vero aliquid fupererit 5 vel

propofita quantitas non erit poteftas perfe£ta;

vel ejus radix , præter duas jam inventas , par

tem aliam admittet : quæ quidem , fi adfit , con

fiderando compertas partes , velut unam , crue

tur eadem omnino ratione , qua. fecunda pars

radicis eruta fuit ,

125. Sic qusdrato-quadratum quantitatis,

cujus duæ funt partes , conftat * ex quadrato

quadratis ipfarum partium ; ex quadruplo ejus,

quod producitur, multiplicando cubuiii primæ

partis per fecundam ; ex quadruplo ejuis , quod

oritur , multiplicando vicißim cubum fecundæ

partis per primam ; ac demum ex fextuplo ejus,

«quod

* ayt.9$.
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* art.96.

quod nafcitur, multiplicando quadratum primæ

partis per quadratum fecundæ. Unde , inventa

per divifionem fecunda parte radicis,fubtrahi de

bet ex quantitate propofita; primo id,quod ori

tur, multiplicando cubum primæ partis quadru

plicatum per fecundam; tum id, quod fit, multi

plicando quadratum primæ partis fextuplicatum

per quadratum fecundæ $ porro id , quod gigni

tur, multiplicando cubum fecundæ partis qua

druplicatum per primam ; ac denique quadrato

quadratum , quod fit ex parte fecunda.

1 26. Similiter , quadrato-cubus quantita

tis, cujus duæ funt partes , componitur * ex

quadrato-cubis ipfarum partium ; ex quintuplo,

tum ejus , quod fit, multiplicando quadrato

quadratum primæ partis per fecundam , cum

ejus , quod oritur , multiplicando viciffim qua

drato-quadratum fecundæ partis per primam; ac

demum ex decuplo , tam ejus, quod producitur,

multiplicando cubum primæ partis per quadra

tum fecundæ, quam ejus, quod gignitur, multi

plicando viciffim cubum fecundæ partis per qua

dratum primæ . Unde, inventa per divifionem

fecunda parte radicis, fubtrahi debet ex quan

titate propofita ; primo id , quod fit , multipli

cando quintuplum quadrato-quadrati primæ

partis per fecundam ; tum id , quod producirur,

multiplicando decuplum cubi primæ partis per

quadratum fecundæ 5 deinde id , quod oritur,

multiplicando decuplum cubi fecundæ partis

per quadratum primæ ; porro id , quod nafcitur,

multiplicando quintuplum quadrato-quadrati

fecundæ partis per primam ; ac denique quadra

to-cubus , qui fit ex parte fecunda. V.

/ -
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IV. Extra£fio radicum ex fra£fionibus

rationalibus .

i 27. Uemadmodum fra&iones ratio.

nales ad quamcunque datam po

teftatem attolluntur , elevando • ad eam , tam•,

numeratores , quam denominatores ipfarum; ita,

ut ox aliqua fra&tione rationali radix quæcum

que extrahatur , oportebit , radicem illam elice.

re , tum ex numeratore , cum ex denominatore

datæ fra&ionis. Qua ratione ab: c erit, tam ra

dix quadrata fra&tionis a*b* 1 c* , quam radix

cubica alterius hujus fra&ionis a 943 : e 3 . Atque

ita quoque ( ab + ac ) : (c+ d ) erit, tum radix

quadrata fra&tionis (a*b* -+- 2a3bc -+- aac* ) :

( c * -+- 2cd -+- d* ), cuin radix cubica alterius

fiujus fraétionis ( a3b3 + 3a3b*c + 3a3bc* +

a3c3 ) : ( c 3 + 3c*d+ 3cd* + ds ). -

1 28. Sed interdum, ut radices ex fraétioni.

bus extrahi poffint, oportet prius, per regulam

fuperius • traditam, fra&tiones illas ad minimos

terminos reducere. lta , ex fra&ione 4a3à* : ac*

quadrata radix extrahi nequit, ut quæ , nec ex

numeratore 4a3b* , nec ex denominatore ac3

extrahi poteft ; fed , fi ea ad minimos terminos

reducatur, facile erit,ex ipfa quadratam radicem

elicere ; nam , quum fiat 4a*b* : c* , erit ejus

quadrata radix aab : c. Similiter, ex fra&ione

16a*c3 : aab 3 radix cubica extrahi non poteft;

fed , quia redu&ta ad fimpliciorem fuam expre£

fionem fit 8a3c 3 : Â3 , invenietur pro ejus radi

ce cubica fra&io alia 2ac : b. -

1 29. Quod , fi fra&iones rationales quan

?Tom.I. E ti

rf. I © S.

*. art.**.
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titatibus integris , fimiliter rationalibus , adhæ

reant ; per ea, quæ de extra£tione radicum ha

êtenus diéta funt, facile quoque erit , ex iis,

quum fieri poteft , quamcumque radicem ex

trahere. Ita, fi extrahenda fit quadrata radix

ex g? -+- 2abc ; d -+- b?%* : d* , elicio primum

illam ex priore termino a* ; eoque deleto , divi

do terminum fequentem + 2abc : d per 2a , du

plum ejus radicis. Jam ex hac divifione oritur

quotiens +bc ; d, cujus quadratum b*c* ; d*

additum ei , quod oritur , multiplicando 2a per

•+ bc : d , exhibet quantitatem + zabo : d -+-

b*c* ; d*.Unde,quia hæc quantitas fubtraéta ex

quantitate propofita , priore termino multata ,

relinquit nihil 5 concludo , radicem quadratam

propofitae quantitatis effe a + bc ; d.

i 3o. Similiter , fi extrahenda fit radix cu

hica ex a3— 3a*bc : d + 3a#*c* : d* —b2cs :

d3,elicio primum eam ex priore termino a3 : quo

quidem deleto , divido terminum fequentem

— 30*àc : d per 3aa , quadratum cjus radicis

triplicatum . Jam ex hac divifione oritur quo

tiens— b; : d , cujus cubus -* b3c3 : d3 adfci

fcens, tam id , quod oritur , multiplicando 34*

per -, bc ; d , quam id , quod producitur, mul

tiplicando 3b*c* : da per a , dat quantitatem

•—• 3a*bc : d -+- 5ab*ca ; da —, b3c3 : d3. Unde,

quia quantitas ifta fubtraéta ex quantitate pro

pofita , priore termino multata, relinquit nihil;

concludo, radicem cubicam propofitæ quantita

tis cffe a— bc ; d. -

1 3 1. Cæterum , ut ex quantitatibus, fra

£tiones involventibus, facilius radices extrahan

* ar* 5 6. tur, præftat , tum fra&iones ad eandem * de
IrO
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nominationem , cum quantitatcs integras ad fra*

&tiones ejufdem * nominis reducere . Ita , ad • „,,;,.

extrahendam quadratam radicem ex a* -+- 2gbc :

d -{- b*c* : da , reducendæ funt, tam fra&iones

2abc : d,& b*c* : d* ad eandem denominationem

d* , quam quantitas integra a* ad fra&ionem,

cujus denominator fit etiam d*. Unde, quum lo

co propofitæ quantitatis habeatur ( a*da +

2obcd-+- b*c* ) : d* , fiet ejus radix • quadrata *4rt.i.^.

( ad -+- bc ) : d . Atque ita quoque invenietur,

radicem cubicam hujus quantitatis a3 •-• 3a* bc:

d -+- gab*c* ; d* — a3 bs: d} effe ( ad— bc ) : d;

quum reducatur quantitas illa ad hanc aliam

(a3d3 -•34*bcd* + 3a4*c*d- a343 ) : d3.

V. Geweffs qaantitatam imcommenfurabilium .

1 32• V Ulgo duæ quantitatum fpecies

diftingui folent ; fcilicet com

menfurabiles, feu rationales ; & incommenfura

biles, feu irrationales. Has duas quantitatum

fpccies confiderarunt Veteres dumtaxat in A

rithmetica , ubi quantitates per numeros defi

gnantur . Quem in finem vocarunt quantitates

commenfurabiles , feu arithmetice rationales,

quæ numeris poffunt defignari ; vocarunt vero

quantitates incommenfurabiles , feu arithmetice

irrationales , quæ nullis plane numeris exprimi

poffunt ,

1 33. Sed confiderarunt Recentiores, ean

dem quantitatum diftin&tionem etiam in Geo

metria locum habere. Quantitates enim , quem

admodum in Arithmetica per numeros , ita in

- Geometria per re&arum longitudines defignan
F 2 tur.
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tur. Unde , ficuti dicuntur arithmetice rationa

les, quæ numeris poffunt defignari; & arithme

tice irrationales, quæ nullis numeris exprimi

queunt. Ita quoque dicendæ funt geometrice

' ' rationales , quæ per longitudines re&arum ex

primi poffunt ; & geometrice irrationales , quæ

nullis queunt re&tis definiri.

1 34. Atque hac quantitatum,cum in Arith

metica , tum in Geometria admiffa diftin&tione;

jam problemata omnia mathematica licebit in

tria fumma genera difpefcere.Unum namq;genus

erit illorum,in quibus quantitates quefitg nume

ris perinde, ac lineis re&is poterunt defignari.

Alterum genus erit eorum , in quibus quanti

tates quæfitae , non quidem ullis numeris, fed

per folas lineas re&tas exprimi poterunt.Tertium

genus comple&tetur tandem problemata illa , iu

quibus quæfitas quantitates , neque ullis nume

ris, neque ullis re&tis defignare licebit.

135. Dari autem quantitates , quæ nec nu

meris , nec reótis ullis exprimi poffunt ; nemo,

fane in dubium revocabit. Si enim , data circuli

dianietro, quæratur longitudo fuæ circumfe

rentiæ 3 eam , nec pcr numerum aliquem , nec

per reétam ullam licebit definire. Et' fimiliter fi,

data quavis circuli fubtenfa , quæratur longi

tudo arcus , ad quem fubtenfa illa refertur;

nulla erit affignabilis reéta , per quam ea poffit

exhiberi. Unde æquum eft , ut problemata,

in quibus hujufmodi quæruntur quantitates,

ad peculiare quoddam genus referantur.

1 36. Unde fiat, ut in Geometria quædam

quantitates fint geometrice rationales , quædam

geometrice irratiónales ; non eft hujus ioci de
fini

a.
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finire . Tantum hic indicabimus , unde nam in

Arithmetica quantitates incommenfurabiles o

riantur.Nimirum oriuntur hujufmodi quantita

tes in Arithmetica, quum radicem oportet ex

trahere ex numero aliquo , qui non eft poteftas.

perfe&a ejus ordinis , quem extrahenda radix o

ftendit.Sic,quia nullus numerus poteft inveniri,

qui du&tus in fe ipfum producat numerum de

narium ; inde eft , ut quadrata radix numeri de

narii fit quantitas incommenfurabilis, feu arith

metice irrationalis .

1 37. Jam ex eodem fonte oriuntur etiam

quantitates incommenfurabiles in Algebra, ubi

non numeris, fed Alphabeti litteris , quantita

tes ipfæ defignantur. Nam, fi quæratur quadra

ta radix quantitatis ab , liquido patet , nullam

adeffe quantitatem iifdem litteris a , & à fic ex

prìniibilem , ut duéta femel in fe ipfam produ

cat ab. Quocirca, quemadmodum quadrata ra

dix numeri denarii eft quantitas incommenfu

rabilis in Arithmetica ; fic quoque in Algebra

quadrata radix ipfius db, velut quantitas incom

menfurabilis debet haberi.

VI. Ratio defignamdi qaamtitates imcommenfa

rabiles .

tata radix extrahi non poteft, defigna

tur ea , præfigendo quantitati fignum iftud v ,

quod hac de caufa fignum radicale appellatur.

Hincque fa&tum , ut quantitates incommenfura

biles, tam in Arithmetica, quam in Algebra, di

cerentur quoque quantitates rwdicales. Ufurpa*

13*Q£E; ex aliqua quantitateop

3 tur
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tur vero tale fignum , ad dcfignandam quam

cumque radicem, five quadratarn , five cubicam,

five alterius cujufque poteftatis. Sed , ad illam

diftinguendam,adfcribitur communiter figno ra

dicali numerus, qui eft indcx, feu exponens po

teftatis , de qua agitur, five radicis extrahendæ.

1 39. Ita , quia exponens quadrati , feu fe

cundæ poteftatis eft nunerus binarius ; erit v*

fignum radicis quadratæ . Et fimiliter , quia

expofiens cubi , feu tertiæ poteftatis eft nu

merus ternarius ; erit v3 fignum radicis cu

bicæ . Qua ratione quadrata radix , quæ ex

trahi non poteft ex quantitate ab , defignabitur

per v*ab. Pariterque radix cubica, quæ elici ne

quit ex quantitate abc, exhibebitur per v3 abc.

Et par eft ratio radicum altioris ordinis, quæ ex

propofitis quantitatibus elici non poffunt.

1 4o. lnterim notare licet hoc loco , inva

luiffe morem apud Algebriftas , ut quotiefcum

que alicui quantitati fignum radicale fimpliciter

apponitur, de quadrata radicc intelligi debeat.

1ta vab defignat radicem quadratam, quæ ex

trahi nequit ex quantitatc ab . Et fimiliter vio

oftendit radicem quadratam,quæ extrahi non po

teft ex numero deriario. Unde, morem iftum nos

etiam fervantes, tunc demum figno radicali indi

cem , feu exponentem extrahendæ radicis adfcri

bemus, quotiefcumq;ipfa radix refertur ad pote

ftatem,quæ eft altioris ordinis,quam quadratum.

141. Præftat hic etiam adnotare, quod ubi

quantitas rationalis , unde radix extrahi ne

quit , eft compofita ; tunc , ad defignandam ra

dicem extrahendam, non modo præfigere opor

tet quantitati fignum radicale , verum etiam pa
τ€I1

-.
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renthefi quantitatem ipfàm includere. Qua ra

tione quadrata radix quantitatis ab + ac defi

gnanda eft per v( ab +ac). Et fimiliter radix

cubica quantitatis a*b + a*c defignabitur per

v3 ( a*b + a*c ) . Unde expreffio ifta vab -}- c

non aliud in pofterum fignificabit , quam ratio

nalem c additam radicali vab; ficut hæc alia vaá

•- c non aliud deinceps oftendet , quam ra

tionalem c demptam ex radicali vab.

142. Hoc idem præftabimus quoque, quum

extrahenda eft optata radix ex fra&tione aliqua

rationali , eaque ex nulla ejus parte , hoc eft,

nec ex numeratore , nec ex denominatore eli

ci poteft . Ita radix quadrata fraétionis abc: d

erit v (abc : d ). Et fimiliter radix cubica fra

&ionis a*ba : c erit v3 ( aab3 : c ). Sed, fi radix

extrahi quidem poteft ex una fra&ionis parte,

fèd non item ex parte alia ; tunc fignum radicale

adfcribemus ei tantummodo parti , unde radix

extrahi nequit. Sic quadrata radix fra&ionis

c4 : ab erit ca : vab. Paritcrque radix cubica fra

&ionis Bac^da : 43 erit v3 b*c*d* : a.

143. Etfi autem in pofterum , quumi radix,

nec ex numeratore , nec ex denominatore ex

trahi poteft , præfigernus fignum radicale uni•

verfæ fra&ioni , parenthefi inclufae 3 fatemiur ta

fmem,poffe ad hoc opus adhiberi etiam duo figna

sadicalia , & unum quidem numeratori, alterum

vero denominatori feorfim adfcribi. Ita quadrata

radix fra&ionis abc: d exprimi poterit, tam per

v ( abc : d ) , quam per vabc : vd. Et firnilitet

radicem cubicam , extrahendam ex fra&ione

a°b* : c defignare licebit , non modo per

v3 ( a*43 : c) , verurn etiam per v3a*b* :ÉÉ
4 -
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s E c T 1 o' I I.

De Calcalo Quantitatum Radica

-
lium.

144. T Radito calculo quantitatum ra•.

- - tionalium, gradum nuiic facimus

ad calculum illarum, quæ dicuntur radicales. De.

hujufrnodi vero calculo paulo accuratius agen-.

dum nobis eft; quia de eo nihil ferme traditur in

Arithmetica vulgari. Quem in finem , non mo

do in quantitatibus litteralibus , verum etiam.

in quantitatibus numericis , lubet regularum

ejus periculum facere. ' ' •

§ 145. Principio, autem fciendum eft , quod

ficuti, ad defignandum duplum, triplum , qua

• „,,.4. druplum rationalis a,fcribitur * 2a, 3a, 4a; fic,

ad defignandum duplum , triplum , quadruplum

radicalis vab , fcribendum fit 2vab, 3vab, 4vab.

* art.7. Unde , quemadmodum 2a -+- 3a idem * funt, ac

2a ; ita quoque 3vab -+- vab ,. five etiam 3vab

-+- 1vab idem erunt, ac 4vab 5 & 5vab -• 3vab

idem , ac 2vab. -

146. Quin etiam , quemadmodum, fi ratio

nalis a toties accipienda fit, quot funt partes in

* art. 15. c , fcribitur • ca ; ita quoque cvab defignabit

radicalem vab toties fumptam, quot funt partes

in c. Qua ratione multiplicabitur radicalis quæ

' cumque per quamlibet rationalem , fcribendo

illam poft iftam , nullo figno interje&o. Ut, ad

multiplicandum vbc per a , fcribo avbc.. Et fi

- - - Tnl



L I B E R P R I M u $. 3y.

militer , ad multiplicandum vio per 3 , fcribo

3v.io•

vab,fumendæ effent duæ tertiæ partes,tres quar

tæ partes,aut etiam una quinta pars; tunc,vitan

dæ confufionis ergo , fcribi poterit ( 2 : 3 ) vab,

( 3 : 4) vab , .( 1 : 5) vab. Unde multiplicabi

tur radicalis quæcumque per quamlibet fra

&tionem rationalem , fcribendo fra&ionem , pa

renthefi inclufam , ante radicalem , nullo figno

interje&o. Ut ( ab : c) vcd defignabit id, quod

oritur, multiplicando radicalem vcd per fra&tio

nem rationalem ab : c.

148. Jam quantitates, quæ funt extra fi

gnum radicale ; five fint numericæ , five littera-,

les ; five integræ , five fra&tæ, dicentur in pofte

rum coeffjcientes ipfarum radicalium. Sed facile

erit , eas quoque fub eodem figno radicali repo

nere : fcilicet , fi elevatæ ad poteftatem , ab ex

ponentc figni denominatam , multiplicentur per

quantitates , fub figno exiftentes. Qua ratione

cvab idem erit, ac vabc*; & 2v3 idem , ac v 1 2. .

Pariterque cv% a*b idem erit , ac v3 a*bc3 5 &

3v3 2, idem ac v 354. - -

149. Sed viciffim ex quantitate , fub figno

exiftente , poterit quandoque aliquis ejus divi

for extra fignum collocari: fcilicet, fi ex eo ex

trahi poffit radix , a radicali figno denominata,

Ita , fi habeatur radicalis ifta vabc* , jam in

quantitate , fub figno exiftente , abc* rcperitur

divifor c* , unde extrahi poteft quadrata radix:

proindeque collocabitur divifor ille extra fi

gnum , fcribendo cvab. Et fimiliter, quia in

fac radicali v354 numerus 54 , fub f£; exi*

- - - -
CnS,

147. Quod fi autem alicujus radicalis , ut

-
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ftens , fit , multiplicando 27 per 2 , & ex 17

elici poteft radix cubica ; idcirco, collocabituir

divifor 27 extra fignum , fcribendo qv33 .

C A P u T I.

Calcalas radicalium fimpliciam.

t 5o. Uantitates radicales, non fecus

ac rationales,dividuntur in fim

plices, & compofitas . Quæ enim unicum ha

hent terminum , eumque affe&um figno radicali,

ut vac , v3 abc , dicuntur radicales fimplices.

Quæ vero conftant ex pluribus terminis , quo

riim, vel omnes , vel aliqui faltem radicali figno

funt affeéti, ut vac-+- vad, vel etiam a -4- v3 aba

•-• v* a*b, dicuntur radicales compofitæ. Hinc

primo quidem de calculo radicalium fimplicium,

tum de calculo radicaliunl compofitarum, agen

dum nobis erit.
-

1. Redu£tiomes radicalium /impliciam.

1 5 t. Ro calculo radicalium fimpli

cium peragefido , duplici redu

&ione opus eft. Prior eft ipfarum ad minimos

terminos, five ad fimpliciores fuas expreffiones

redu&io ; hæcque fit , collocando extra fignum

*art.149. * omnes divifores quantitatis , fub figno exi

ftentis , ex quibus elici poteft radix , a figno

denominata . Ita , fi habeatur radicalis ifta

v4abc* % perfpicuum eft, quadratam radicem ex

trahi poffe , non modq ex diviforo c*, verum
, - - -

- etiam
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etiam ex divifore 4 : proindeque fimplicior pro

pofitæ radicalis expreffio erit 2cvab. Et fimili

ter, quia in hac alia radicali v3 27a*c3b extrahi

poteft radix cubica , tam ex divifore c3 , quam

ex divifore 27 ; idcirco fimplicior eius radicalis

expreffio erit 3cv3 a*b.

i 52. Vulgo Algebriftæ , ad reducendas

quantitates radicales ad fimpliciores fuas ex

pre(fiones , dividunt rationales , fub fignis exi

ftentes , per maximam fuam poteftatem , a figni

exponente denominatam, quæ exa&te in iis con

tinetur ; & quotientem quidem fub figno relin

quunt, radicem vero poteftatis extra fignum re

ponunt. Ut, quia maximum quadratum , quod

exa&te continetur in 4abc* , eft 4c* , cujus ra

dix eft 2c : proinde , divifo 4abc* per 4c* , re

ducetur quantitas radicalis v4abc* ad hanc

aliam 2cvab. Et fimiliter, quia maximus cubus,

qui contiiietur in 27a*bc3 , eft 27c3 , cujus ra

dix eft 3c ; idcirco , divifo 27a*bc3 per 27c3,

mutabitur radicalis v3 27a*bc3 in hanc aliam

3cv3 4* b. -

' 1 53. Jam , redu&is quantitatibus radicali

bus , quæ ejufdem fpeciei funt , ad fimpliciores

fuas expreffiones, cognofci poteft , num ratio,

quæ inter eas exiftit , fit commenfurabilis , nec

ne- Si enim contigerit , illas eandem fub fignis

radicalibus quantitatem habere, erit earum ra

tio commenfurabilis, & illa eadem, quæ inter

earundem coefficientes exiftit ; fecus vero, fi fub

fignis radicalibus diverfàs habuerint radicales.

1ta radicalesv 12,& v48,redu&ae ad fimpliciores

fuas expreffiones , evadunt 2v 3. & 4v3. Unde,

' guemadmodum av3 eft ad 4v3, ut 2 ad 4» five

ut
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ut 1 ad 2 ; ita in hac eadem ratione erit pari

ter vi 2 ad v48. Et fimiliter , quia radicales

vs 16a3b*c,& v354b*c*,ubi ad fimpliciores fues

terminos reducuntur , fiunt 2av32b*c , &

3cv324*c, quæ funt inter fe, ut 24 ad 3c ; erit

quoq; ut v3 16a3b*c ad v* 54#*c*, ita 2a ad 3c.

1 54. Altera redu&io, qua opus eft, pro cal

culo radicalium fimplicium peragendo , ea eft,

per quam radicales diverfi nominis ad eandem

denominationem reducuntur. Fit autem hujuf

modi redu&io ; primo quidem elevando quan

titatem , fub cujufque figno exiftentem , ad po

teftatem, a figno alterius denominatam;tum pro

prium cujufque figni indicem multiplicando

per indicem alterius. Ita , radicales duæ vab , &

v3abc , redu&tæ ad eandem denominationem ,

fiunt v6a363,& v6a*&*c*. Pariterque duæ radi

cales v$ , &v36 , fi ad eandem denominationem

reducantur , evadunt v61 25 , & v636.

1 55. Interim , fi index figni unius radica

lis exa&e contineatur in indice figni alterius

radicalis ; fatis erit, quantitatem prioris radica

lis evehere ad poteftatem denominatam a nume

ro , qui, quoties unus index in altcro contine

tur , oftendit j & per{eundem hunc numerum

multiplicare indicem ejufdem radicalis. Ut, fi

reducendas effent ad eandem denominationem

radicales duæ vab , &v6a3c3 , liquido patet,

indicem primæ radicalis vab ter cofitineri in in

dice alterius v6a3c3 . Quare , multiplicato in

dice illo per 3 ; & elevatá ad cubum quantitate

ab 5 erunt v6a343 , & v6a3c3 radicáles illæ ,

ad eandem denominationem redu&tae. Atque ita

£quoque duas radicalesva6 , & v6i A , fi *; ean•

-

Gum
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dem denominationem effent reducendæ , fient;

v636, & v* 1 2,

1 56. Jam additio , fubtra&io , multiplica

tio, & divifio fieri tantum poffunt inter radica

les ejufdem nominis. Unde , quemadmodum , fi

operationes inftituendæ effent inter radicales di

verfæ denominationis, reducendæ prius forent

radicales illæ ad idem nomen ; ita in fequenti

bus , quum de iis operationibus agendum nobis

erit , fupponemus femper , inftituendas effe illas

inter eas radicales,quæ vel ejufdem nominis da

tæ funt, vel miethodo jam tradita • ad eandem de

nominationem funt redu&tæ .

11, 4dditio radicalium Aempliciam.

157. U T duæ, aut plures radicales fim

plices addantur in unum, redu

cendæ prius funt eæ * ad fimpliciores fuas ex

preffiones . Nam fi contigerit, eas fubinde re

du&as eandem fub figno radicali quantitatem

fabere ; fiet additio , conjungendo fimul coeffi

cientes ipfarum , & fcribendo , fummam , velut

coefficientem ejufdem radicalis.

1 58. Hac ratione , fi addendæ fint fimul

quantitates duæ radicales v72 , & v8 5 reduco

primum eas ad fimpliciores fuas expreffiones;ea

rumque una fiet 6v2 , altera 2v2 . Unde , quia

fic redu&tæ eandem fub figno radicali quantita

tem habent, addo fimul earum coefficientes 6, &

a 5 eritque fumma quæfita 8v2 , five vi 28.

1 59. Similiter, fi proponantur in unum ad

dendæ quantitates radicales v3 648, & v3 24;

reduco primum illas adaeres- expre£

fio

*art.1*4>

1$$.

*art.1* 15

I $3•
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fiones. Quumque earum una fiat 6v33 ; altera

2v3 3 5 erit fumma quæfita 8v33 , five v3 1 536.

Atque ita, quoque fumma duarum radicalium

v4ab , & v9ab erit 5vab , five v25ub. Pariter

que erit 7cvab, five v49abc* fumma quantita

tum radicalium v25abc* , & v4abc*.

16o. Quod fi autem quantitates radicales,

in unum addendæ , redu&tæ ad fimpliciores fuas

expreffiones, non habeant fub figno radicali ean

dem quantitatem ; tunc fiet additio , adhibito

figno -+-. Ita quantitates radicales v12, & v18,

reduétæ ad fimpliciores fuas expreffiones, fiunt

2v3 , & 3v2 . Quare, fi eæ in unum fint adden

dæ, crit fumma jpfarum , vel 2v3 + 3v2 •, vel

etiam v12 +v18, -

161. Sed accidit interdum , ut, etfi quanti

tates radicales , fimul addendæ , ad fimpliciores

fuos terminos revocatæ , eandem habeant quan

titatem fub figno radicali , adhuc tamen additio

fieri debeat figno -+- : fcilicet , fi coefficientes

fint litterales, iidemque diverfis litteris fint

notati . Ut , fi fimul addere velim quantita

tes duas radicales vabc*, & va3b, eæ redu&tæ ad

fimpliciores fuos terminos eandem continent fub

figno radicali quantitatem ; quum fiant cvab , &

avab. Sed , quia a cum c non aliter conjungi

poteft, quam figno+ 5 erit fumma earum radi

calium , vel cvab -+- avab , vel paulo fimplicius

( ç -}- 0} ) vab,

162. Fieri quoque poteft additio radicalium

fimplicium , abfque ulla redu&tione, hac alia me

thodo, quæ commodior erit, ubi quantitates

funt numericæ. Capiantur quantitates, fub fi

gnis exiftentes,dividaturque major per minorem.
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JEt fiquidem contigerit, ex hac divifione talem

oriri quotientem , ut exinde elici poffit radix,

quam radicale fignum oftendit ; eliciatur radix

iîta. Et , fi eadem unitate au&ta , fiat coefficiens.

vadicalis minoris , habebitur fumma quæfita.

163. Oporteat , exempli gratia , addere in ,

unum radicales duas fimplices v72 , & v8.Jam

quantitatcs , fub fignis exiftentes, funt 72 , &

8. Itaque dividatur major 72 per minorem 8.

Quumque habeatur pro quotiente numerus 9;

liquet , ex quotiente ifto elici poffe quadratam *

radicem , eamque effe 3 . Augeatur ergo radix

ifta unitate , ut fiat 4 5 & erit 4v8 , five v 1 28

fumma propofitarum radicalium , prorfus ut

fupra *. *art.f*$.

164. Proponantur fimiliter addendæ in u- ' ' "

num duæ radicales fimplices v3 648, & v3 24.

Quoniam quantitates, fub fignis exiftentes, funt

648,& 24;dividatur major 648 per minorem 24.

Quumque pro quotiente habeatur numerus 27,

qüi eft cubus perfeétus ; eliciatur exinde radix

cubica 3 . Et quia radix ifta , unitate au&a , eft

'4 ; erit 4v324, five v3 1 536 fumma datarum

radicalium , omnino ut antea * . *4rt.159.

165. Quod fi autem , divifa quantitate ma- -

jore per minorem, non habeatur quotiens talis,

ut elici exinde poffit radix , quam radicale fi

gnum oftendit ; tunc facienda eft additio , adhi

bito figno +. Ita, quia ex quotiente, qui ori

tur , dividendo 1 2 per 8 , nimirum ex i 2 : 8, fi

ve 3 ; 2 , elici nequit quadrata radix ; idcirco

fumma duarum radicalium fimplicium v 12,& v8

erit v 1 2 -+- v8.

166. Cæterum, fi quantitati radicali adden

da
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'da fit quantitas aliqua rationalis , non aliter fiet

additio, quam conjungendo eas figno +. Sic, ad

-addendum 6 cum vio , fcribo 6 + v 1o . Pari

<terque , ad addendum 5 cum v37 , fcribo 5 +

v37. Neque aliter fiet , fi addi debeat, vel à cum

vab , vel à cum v3a*b ; quandoquidem fumma

erit, vel b -+- vab , vel b + v34*6. -

Ill, Sabtra£iio radicalium fimplicium.

167. Imiliter , ut ex una radicali fim

- plice fubtrahi poffit alia radicalis

fimplex , reducendæ funt eæ methodo, fuperius

•a»e.is 1. tradita * , ad fimpliciores fuas exprefliones.Nam.

15a. fi contigerit, eas fubinde redu&tas eandem fub

figno radicali quantitatem habere ; fiet fubtra

&tio, fubducendo coefficientem unius'ex coeffi

ciente alterius , & fcribendo refiduum, velut

coefficientem ejufdem radicalis.

168. Hoc pa&to , fi ex radicali v72 fub

trahenda fit radicalis alia v8 ; reduco primum

illas ad fimpliciores fuas expreffiones;earundem

que una fiet 6v2, altera 2v2. Unde, quia fic re

du&tæ eandem fub figno radicali quantitatem

habent ; ex coefficiente unius 6 fubtraho coeffi

cientem alterius 2 , eritque 4v2 , five v32 refie

duum quæfitum.

169. Eadem ratione , fi ex radicali v* 648

proponatur fubducenda radicalis altera v3 24;

reduco primum illas ad fimpliciores fuas expref

fiones. Et quia earum una fit 6v33, altera 2v53;

refiduum quæfitum erit 4v33,five v% 1 92.Atque

ita quoque id, quod remanet, fubtrahendo v9a#

ex v25a6 , erit 2 vab , five v4ab . Pariterque

Cr1C
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erit cvab , five vabc* id, quod relinquitur, fub

ducendo v4abc* ex v9abc*.

1 7o. Quod fi vero radicales , ad fubtrahen

dum propofitæ , reduétæ ad fimpliciores fuos

terminos , non habeant fub figno radicali ean

dem quantitatem ; tunc fiet fubtra&io , adhibi

to figno •- . lta quantitates radicales v 1 8 , &

v1 2,reduétæ ad fimpliciores fuos terminos,fiunt

3v2 , & 2v3. Unde erit , vel 3v2— 2v3 , vel

etiam v18- v 1 2 id , quod relinquitur , fub- '

trahendo v 1 2 ex v 18.

17 1. Sed contingit quandoque, ut , tamet

fi radicales , ad fimpliciores fuas expreffiones re

vocatæ, eandem habeant quantitatem fub figno

radicali 5 adhuc nihilominus fubtra&tio fieri de

beat, adhibito figno •-•: nimirum , fi coefficien

tes fint litterales , iidemque diverfis litteris fint

notati . Ut , fi velim ex vabc* fubtrahere va3b,

radicales ifta , redu&tæ ad fimpliciores fuos

terminos, eandem continent fub figno radicali

quantitatem 5 quum fiant cvab , & avaό . Sed,

«quia a ex c non aliter fubtrahi poteft, quam per

fignum •-• ; erit refiduum propofitæ fubduétio

nis , vel cva6— avab , vel paulo fimplicius

( c -* a ) vab.

172. Fieri quoque poteft fubtra&tio radica

lium fimplicium , abfque ulla reduétione , hac

alia methodo , quæ commodior erit , ubi quan

titates funt numericæ . Capiantur quantitates,

fub fignis radicalibus exiftentes , dividaturque

major per minorem. Et fiquidem contigerit, ex

hac divifione talem oriri quotientem, ut clici

exinde poffit radix, quam radicale fignum often

dit 5 eliciatur radix ifta. Et » fi eadem, unitate

2Tom.1. F di
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diminuta , fiat coefficiens radicalis minoris , ha

bebitur refiduum quæfitum.

17;. Oporteat , exempli gratia , ex radica

1i v72 fubducere radicalem aliam v8. Jam quan

titates , fub fignis exiftentes, funt 72 , & 8.

Itaque dividatur major 72 per minorem 8.

Quumque habeatur pro quotiente numerum 9;

liquet, ex quotiente ifto elici poffe quadratam

radicem , eamque effe 3 . Minuatur ergo radix

ifta unitate , ut fiat 2 ; & erit 2v8 , five v32

refiduum propofitæ fubtraétionis , prorfus ut

*arf, 1 68. fupra * .

174. Oporteat fimiliter, ex radicali v$648

fubducere radicalem aliam v* 24 . Quoniam

quantitates, fub fignis exiftentes, funt 648, &

24 ; dividatur major 648 per minorem 24.

Quumque pro quotiente habeatur numerus 27,

qüi eft cubus perfeétus ; eliciatur exinde radix

cubica 3. Et quia radix ifta , unitate diminuta,

eft z ; erit 2v324, five v* 1 92 refiduum fub

*art. 1 69. traétionis propofitæ , omnino ut antea * .

175. Quod fi autem, divifa quantitate ma

jore per minorem , non habeatur talis quotiens,

ut elici exinde poffit radix , quam radicale fi

gnum oftendit;tunc facienda eft fubtraétio,adhi

bito figno *-• . Ita , quia ex quotiente , qui ori

tur, dividendo i 2 per 8 , nimirum ex i 2 : 8, fi

ve 3 : 2 , elici nequit quadrata radix ; erit vi 2

•-v8 id,quod remanet,fubducendo v8 ex vi a.

176. Cæterum, fi ex quantitate rationali

fubduccnda fit quantitas radicalis, vel etiam ex

quantitate radicali fubducenda fit quantitas ra

tionalis ; non aliter fiet fubtraétio , quam adhi

bito figno ~* . Sic, ad fubtrahendum vi c ex

6, fcri

!
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6 , fcribo 6— v1o. Pariterque, ad fubtrahen

dum & ex v3 i 2 , fcribo v3 1 2 — 2 . Neque ali

ter fiet, fi fubtrahi debeat , vel vab ex δ, vel c

ex vab; quandoquidem refiduum erit , vel â -s

vab , vel vab •-• c.

IV. Maltiplicatio radicalium fimplicium.

177. T radicales fimplices per fe mu

'. tuo multiplicentur , nulla opus

eft earum ad fimpliciores fuas expreffiones redu

&tione; fed fatis erit, quantitates, fub fignis exi

flentes, per fe invicem multiplicare, & produ&to

idem radicale fignum præfigere. Ita , fi radica

lis vab multiplicanda fit per radicalem aliam

vac; multiplico primum ab per ac;tum produ&o

a* bc præfigo idem fignum radicale;& erit va*bc,

five etiam avbc produ&tum quæfitum . Similiter

produ&tum , quod oritur , multiplicando v2.

per vio , erit v2o , five 2v/5. Atque ita quo

que erit v 5o , five 5v2 id , quod producitur,

multiplicando v 5 per v i o.

178. Quod fi radicales fimplices, ad multi

plicandum propofitæ, fuos habeant coefficien

tes ; ii quoque per fe mutuo multiplicandi funt.

Qua ratione produ&tum, quod oritur , multi

plicando 3v5 per 4v i o, erit 1 2v5o, five 6ov2.

Pariterque id , quod producitur, multiplicando

3vab per 2vac , erit 6va*bc, five 6dvbc. Atque

ita quoque erit 5v3o produ&tum , quod gigni

tur, multiplicando 5v6 per v5 , feu iv5 5 &

avabcd produ&tum, quod nafcitur , multipli

cando avab per vcd , feu 1 vcd.

179. Sed notandum hoc loco eft , prodt:-

F 2 &tum,
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Étum,quod oritur ex mutua duarum radicalium

fimplicium multiplicatione , non femper effe ra

dicalem aliam ; fed fieri quandoque poffe , ut fit

quantitas commenfurabilis, ac rationalis : nimi

rum , fi quantitates, fub fignis exiftentes, per fe

mutuo multiplicatæ, producant quantitatem, ex

qua elici poffit radix , quam radicale fignum

oftendit. Ita, multiplicando 18 per 2 , produ

•citur numerus 36,qui eft quadratum perfectum,

& ejus radix eft 6. Unde , fi radicalis v 1 8 mul

tiplicanda fit per radicalem aliam v2 , produ

έtum erit quantitas rationalis 6.

1 8o. Hinc fi radicales , ad multiplicandum

propofitæ , fuos habeant coefficientes; habebitur

totale produ&tum,multiplicandoeam radicem per

produ&tum ex coefficientibus propofitarum radi

calium.Ita,fi multiplicare oporteat 3v8 per 5v2;

jam ex multiplicatione quantitatum , fub fignis

exiftentium , oritur numerus 16 , cujus quadra

ta radix eft 4 . Unde , multiplicando radicem

iftam 4, primo per coefficientem unius radicalis

3 , deinde per coefficientem alterius 5 ; fiet 6o

produétum quæfitum.

1 8 1. Eadem ratione, fi multiplicandæ effent

per fe mutuo radicalcs duæ av3a*b , & cv3ab*;

multiplico primum quantitates , fub fignis exi

ftentes, a*b , & ab* , Et quoniam id, quod hac

multiplicatione producitur, eft cubus perfe&tus,

nimirum a3b3 3 extraho exinde radicem cubicam

ab. Dcnique , multiplico radiceni iftam ab, pri

mo pcr coefficientem unius radicalis a, deinde,

per coefficientem alterius c; & erit a*bc id,quod

oritur , multiplicando av3a*b per cv3ab*.

182. Quo pa£to quantitas radicalis£p*
Inlll



L I B E R P R I M u S. s;

multiplicanda fit per quantitatem aliam rationa

lem ; jam fuperius * innuimus : nimirum fcri- *art.i46.

bendo primam poft fecundam, nullo figno inter- -

je&to ; vel , quod idem eft * , faciendo , ut fe- *art.14*.

cunda fit coefficiens primæ. Hac ratione , ad -

multiplicandum vab per c , fcribo cvab. Pari

terque , ad multiplicandum v3a*b per a, fcribo

av3a* b.Atque ita quoque erit 5v2 produ&tum,

quod oritur , multiplicando v 2 per 5 ; & 4v3 1 o

id, quod producitur, multiplicando v3 1 o per 4.

1 83. Sed , fi quantitas radicalis fimplex,

quam oportet per quantitatem aliam rationalem

multiplicare , fuum habeat coefficientem ; tunc

multiplicandus cft coefficiens radicalis per quan

titatem rationalem. Quo pa&to erit acvab pro

du&tum , quod oritur , multiplicando avab per

c ; & abv3ab* produétum, quod gignitur, mul

tiplicando av3ab* per b . Atque ita quoque erit

2ov2 id , quod producitur, multiplicando 4v2

per 5 ; & 1 2 v34 id , quod nafcitur , multipli

cando 4v34 per 3.

IV. Divißo radicaliam ßmpliciam.

184. S Iimiliter, ut radicales fimplices per

v.) fe mutuo dividantur , haud qui

dem opus eft, eas ad fimpliciores fuas expreffio

nes revocare ; fed fufficiet , quantitates , fub fi

gnis exiftentes , per fe invicem dividere, &

quotienti idem radicale fignum præfigere. Ut,

fi oporteat, vabcd dividere per vab ; divido pri

mum abcd per ab , tum quotienti cd præfi

go idem fignum radicale ; & erit vcd quo

tiens quæfitus . Pariterque quotiens , qui ori

- 3 tur,
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tur , dividendo vio per v5 , erit v2 . Atque

ita quoqoe erit v3a*c quotiens,qui producitur,

dividendo v3a*b*c? , per v3b*c ; & v33 quo

tiens , qui gignitur , dividendo v3 3o per v3 1 o.

185. Quod fi radicales fimplices , ad divi

dendum pröpofitæ, fuos habeant coefficientes;

ii quoque per fe mutuo funt dividendi . Qua

ratione, quotiens, qui oritur, dividendo 1 2v5o

per 4vio, erit 3v5 . Pariterque quotiens, qui

producitur , dividendo 6va*bc per 2vac , erit

3vab . Atque ita quoque erit 5v6 quotiens,

qui gignitur, dividendo Sv3o per v5, five iv5;

& ivcd, five vcd quotiens , qui nafcitur , divi

dendo avabcd per avab. -

186. Sed notandum hoc loco eft, quotien

tem, qui oritur ex mutua duarum radicalium

fimplicium divifione , non femper effe radicalem

aliam ; fed fieri quandoque poffe , ut fit quanti

tas commenfurabilis , ac rationalis: nimirum , fi

quantitates, per fe mutuo divifae , producant

quotientem, ex quo elici poffit radix , quam

radicale fignum oftendit. lta , dividendo 18 per

2 , habetur pro quotiente numerus 9 , qui eft

quadratum perfe&tum , S: ejus radix eft 3 . Un

de , fi radicalis v 18 dividenda fit per radicalem

aliam vz , quotiens erit quantitas rationalis 3.

187. Hinc, fi radicales, ad dividendum pro

pofitæ , fuos habeant coefficientes ; habebitur

quotiens totius divifionis , multiplicando ra

dicem illam per quotientem , qui oritur ex

mutua coefficientium divifione. Ita, fi dividere

oporteat 1 2v8 per 3va ; divido primum per fe

mutuo quantitates , fub fignis exiftentes , hoc

eft 8 per 2 ; jamque ex hac divifione oritur nu

pm£
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merus 4, cujus quadrata radix eft 2. Unde, quia

dividendo coefficientem 12 per coefficientem

alium 3 , fit quotiens 4 : proinde, mdultiplicato

2 per 4 , erit 8 quotiens propofitæ divifionis.

188. Eadem ratione , fi dividenda effet ra

dicalis abv3bc*d per radicalem aliam av3bcd;

divido primum per fe mutuo quantitates , fub

fignis exiftentes , hoc eft bc*d per bcd. Et quo

niam quotiens hujus divifionis eft cubus per

fe&tus, nimirum c3 ; extraho exinde radicem

cubicam c ; eandemque multiplico per quotien

tam , qui oritur ex divifione coefficientium,hoc

eft,dividendo ab per ajatque ita fiet bc quotiens

propofitæ divifionis.

1 89. Quod fi divifio inftitui debeat inter

quantitatem radicalem fimplicem,& quantitatem

aliam rationalem ; elevanda eft primo rationalis

ad eam poteftatem , quam o{tendit radicule fi

gnum altcrius ; tum , præfixo ei eodem figno

radicali , facienda eft divifio , methodo • tradi.

ta. Ut, fi dividere velin va*bc per a, prius eve

ho ad quadratum rationalem a ; tum quia a idem

eft,ac va*,fiet vbc quotiens quæfitus.Pariterq;fi

dividere oporteat v9a343c per à , fiat cubus ex

rationali b ; quumque b idem fit , ac v3b3 , di

vidatur poftea v3a*ό;c per vì43 ; & erit vja*4

quotiens , qui quæritur. -

î, Cæterum notatu hoc loco âignum

cxiftimo , quod fi ex divifione quantitatum, fub

fignis cxiftentium, oriatur fra&io aliqua ; tunc

ei , parenthefi inclufe , radicale fignum præfigi

debet. Ita , dividendo 1 o per 7, óritur fraétio

io : 7 • Quare , fi radicalem vio div;dere opor

teat per radicalem aliam v7,quotiens erit v (io:

*art. i 84.

4) 7).
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7). Et fimiliter, dividendo a*bc per ad, produ

citur fra&io abc : d. Unde , fi radicalis va*bc

dividenda fit per radicalem aliam vad , quotiens

fiet v ( abc: d).

1 9 1. Parenthefi autem includenda eft fra

&tio, quia radicale fignum referri debet ad u

tramque fra&ionis partem , hoc eft , tam ad nu

meratorem, quam ad denominatorem. Jnde , fi

ex aliqua ejufdem fra&ionis parte erui poffit ra

dix, a radicali figno denominata ; tum extraha

*art. 142•tur radix illa , & radicale fignum, ut fuperius *

diximus , dumtaxat parti alteri adfcribatur. Ita

quotiens, qui oritur, dividendo vafb per vabcd

eft v ( a*: cd). Sed quia ex a* cxtrahi poteft

quadrata radix , quæ eft a* ; idcm quotiens fim

plicius exprimetur in hunc modum a* : vcd.

• 1 92. Si cx divifione coefficientium fimiliter

fra&tio oriatur , ea quoque parenthefi , vitandæ

confufionis ergo , oportet includatur. Sic , di

videndo radicalem a*vbc per radicalem aliam

cvad,quotiens erit ( aa : c) v (bc : ad ), hoc eft

produ&tum ex a* : c per v( bc : ad). Scd in ifto

cafu expreffiones fimpliciores evadent, fi coeffi

cientes intra figna collocentur. Nam in propofi

to exemplo, quum a*vbc idem fit , ac va*bc , &

cvad perinde valeat , ac va*cd ; dividi poterit

va*bc per vac*d : quo paéto fiet quotiens

v(a3b: cd).

VI. Kadicaliam ßmpliciam ad poteßates

elevativ.

193• Uemadmpdum nulla eft opus re

duétióne j quum radicales fim-.

*' pli
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plices muliplicandæ funt , aut dividendæ per fe

mutuo; ita neque etiam ulla requiritur redu&tio,

ubi eædem radicales fimplices ad datam quam

cumque poteftatem funt elevandæ. Nam fatis

erit , evehere ad eam poteftatem quantitates ip

fas , fub fignis exiftentes, iifque idem radicale

fignum præfigere. Qua ratione quadratum ex

v3abc erit v3a*b*ca + & cubus ex vab erit

va3b3, five etiam abvab. Pariterque quadratum

ex v35 erit v325 3 & cubus ex v3 erit v27 , fi

ve etiam 3v3.

1 94. Quod fi radicales fimplices , quæ ad

datam quamcumque poteftatem attolli debent,

fuos habeant coefficientes ; neceffe eft , eos quo

que ad datam illam poteftatem evehere , qui

tamen , fubinde ad eam poteftatem elati , adhuc

extra fignum remanebunt. Qua ratione quadra

tum ex av3abc erit aav3a3b3c* ; & cubus ex

avab erit a3va3b3 , five etiam a4bvab. Atque

ita quoque , fi radicalis hujus 3v35 quæratur

quadratum , illud erit 9v325 ; quod fi vero al

terius hujus radicalis 2v3 quæratur cubus , is

erit 8v27 , five 24v3.

1 95. Sed hoc loco illud etiam notare opor

tet , poteftatem, ad quam attollitur , fimplex

aliqua radicalis, non effe femper quantitatem

aliam radicalem ; fed fieri quandoque poffe , ut

fit commenfurabilis , ac rationalis: nimirum , fi

ex quæfita poteftate quantitatis , fub figno exi

ftentis , extrahi poßit radix , quam radicale fi

gnum oftendit. ita , quadrato quadratum ex ab

eft a*b* , cujus quadräta radix eft a*b*. Undes

fi radicalis vab^ad quadrato-quadratum , feu

quartam poteftatem fit elevandâ ; habebitur ra

tionalis g*b*, Τ Τ Τ 196.
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1 96. Patet autem , id femper fieri poffe ;

quum radicalis propofita elevanda eft ad pote

' ftatem, cujus index , vel idem eft cum indico

figni radicalis, vel etiam eft multiplex ejufdem.

Et perfpicuum.eft quoque, quod, ficuti in prio

re cafu quæfita poteftas eft ipfà quantitas, fub

figno exiftens: adeo ut , ad cam habendam , fa

tis fit, delere ex quantitate fignum radicale; ita

in fecundo cafu habebitur quæfita poteftas , fi,

deleto ex quantitate figno radicali , elevetur ea

dem ad poteftatem , cujus index denotat , quo

tiens index poteftatis, de qua agitur , continet

indicem figni radicalis. -

197. Hac igitur ratione quadratun) ex vab

erit ab , & cubus ex v3abc erit abc. Sed , fi ra

dicalis vab elevanda fit ad fextam poteftatem, ea

erit a353 ; nam index quæfitac poteftatis ter con

tinet indicem figni radicalis ; & cubus ex ab eft

a3b3. Atque ita quoque fexta poteftas alterius

radicalis v3abc erit a*b*c*;quandoquidem index

figni radicalis bis continetur in indice quæfitæ

poteftatis ; & quadratum ex abc eft a*b*c*. Un

de etiam o&tava poteftas radicalis va erit 16 ; &

nona poteftas radicalis v92 erit 8.

198. Id quum ita fit , fi radicalis propofita

fuum habeat coefficientem , & quæfita poteftas

ipfius radicalis prodeat commenfurabilis , ac ra

tionalis $ multiplicanda erit ea per confimilem

poteftatem fui coefficientis. Ita , fi oporteat ad

quadrato-quadratum attollere radicalem avab,

erit rationalis a*b* quadrato-quadratum ex fo

la radicali vab . Quare , fa&to quadrato-qua

drato a* coefficientis a, multiplicatoque a*b*

per a*gerit a84* quadrato-quadratum quæfitum•

499•
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1 99. Eadem ratione erit a84*c* fexta pote

ftus ipfius av*abc. Nam , fexta poteftas fblius

radicalis v3abc eft a*b*c*. Unde, fumpta quo

que fexta poteftate a* coefficientis a, multipli

catoque a*b*c* per a* ; fiet a°b*c* fexta pote

ftas totius quantitatis av3abc. Atque ita quoq;

fi radicalis hujus 2v3 quæratur quadrato.qua

dratum , illud erit 144 5 quod fi vero alterius

hujus radicalis 2v32 quæratur cubo-cubus , is

erit 256.

VII. Extraftio radicum ex radicalibus fimplici

cibas .

2OO• D extrahendas radices ex radi

calibus fimplicibus,neque etiam

neceffe eft , ad fimpliciores fuos terminos eas re

vocare; fed fufficiet, illas extrahere ex quantita

tibus,fub fignis exiftentibus, iifque eadem radi

calia figna præfigere. Ita , fi oporteat, quadra

tam radicem extrahere ex v3a*b*c*; eliciatur ea

ex quantitate a*b*ca , fub figno exiftente 5 tum

illi , quæ eft abc , præfigatur idem fignum ra

dicale , & erit v3abc radix quadrata quæfita .

2oi. Sed fi quantitas radicalis , ex qua ra

dix extrahi debet , fuum habeat coefficientem;

neceffe eft,ex eo quoq; fuam radicem extrahere,

quæ tamen adhuc extra fignum remanebit. Qua

ratione quadrata radix radicalis adv3a*b*c* erit

av3abc ; & radix cubica alterius hujus radicalis

43va3c3 crit bvac. Atque ita quoque , fi radi

calis hujus 9v* 16 quæratur quadrata radix • ea

erit 3v34 ; fed , fi éx altera ifta radicali 8v27

radicem cubicam oporteat extrahere, habebitur

pro ea 2v;• - - 293•
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2g2. Quod fi contingat, ut ex quantitate,

fub figno exiftente , extrahi nequeat radix , de

qua agitur 5 tunc fatis erit , exponentem figni

radicalis multiplicare per exponentem quæfi

, ta- radicis. Ita , fi extrahenda fit radix quadrata

ex v3 io, liquet abunde,quadratam radicem non

poffe elici ex quantitate io , fub figno exiften

te. Quare, multiplicato exponente fui figni ra

dicalis 3 per exponentem quæfitæ radicis 2 5 fiet

v6 1 o radix quadrata quæfita.

2o3. Eadeni ratione ex numero 6 elici ne

quit radix cubica . Unde , fi oportebit , ex v6

extrahere radicem cubicam 5 multiplico expo

nentem fui figni radicalis 2 per exponentem

quæfitæ radicis 35 & erit v66 radix cubica quæ

fita. Atque ita quoque, fi quæratur quarta ra

dix radicalis v3 , ea erit v°3 ; & fi ex altera ifta

radicali v36 oporteat radicem quintam extrahe

re, habebitur pro ea vt $ 6.

2o4. Si radicalis fuum habeat coefficientcm,

& ex eo extrahi nequeat radix , de qua agitur;

tunc, repofito coefficiente fub figno radicali, ex

*art.aox. trahatur quæfita radix , methodo mox * tradi

ta . Ita , fi quæratur quadrata radix radicalis

2v3 5 , perfpicuum eft , eam ex ejus coefficiente

2 extrahi non poffe.Collocetur ergo coefficiens

ille fub figno radicali . Et, quia loco propofitæ

radicalis 2v3 5 habetur hæc alia v34o ; fiet

v64o radix cubica quæfita. -

2o5. Cæterum,quæcumque radix extrahen

da proponatur ex quantitate aliqua radicali ; ea

femper erit quantitas altera radicalis , nec un

quam effe poterit commenfurabilis,ac rationalis.

Nec obfcura eft hujus rei ratio , Nam jgis
giia,
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illa • cve£ta rurfus ad eandem poteftatem , refti

tuere nobis debet eam radicalem , unde eruta

fuit. Profe&to autem quælibet poteftas quanti

tatis alicujus rationalis prodit fimiliter ratio

nalis, nec unquam radicalem aliquam poteft no
tis exhibere.

C A P u T II.

Calcalus radicaliam compofitarum.

2o6. Uantitates radicales compofitas,

diximus • effe iflas, quæ con

ftant ex duobus , aut pluribus terminis , quo

rum vel omnes , vel aliqui faltem radicali figno

funt affe&i 5 ut v5 -+- v6 , vel etiam 5 +v32

•—• v3 5. Unde , ficuti rationales compofitæ o

riuntur ex additione , vel fubtra&tione rationa

lium fimplicium ; ita quoque radicales compo

fitæ ex radicalibus fimplicibus,fimul additis, vel

a fe invicem fubdu&tis , fuam originem trahunt.

2o7. Si divifionem, & radicum extraétionem

excipias , nihil habet peculiare calculus radica

lium compofitarum. De eo autem a&turi , illud

etiam libenter affumemus, ut quantitates,in qui

bus operationes inftituendæ funt , ex ejufdem

fpeciei radicalibus conftent. Unde , fi quantita

tes offerantur, quæ radicales contineant diverfae

fpeciei;eæ, methodo fuperius • tradita, mutandæ

funt prius in alias, quarum radicales omnes ean

dem habeant denominationem,

* art.!£a

*art.1546

J SS•

I. Ad
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1. Additio radicaliam compofitarum.

2o8. A Dditfo radicalium compofitarum

fic commode poteft inftitui.Pri

sars.15 1. mo reducantur * fingulæ cujufq, quantitatis ad

152. dendæ partes ad fimpliciores fuas expreffiones.

Deinde conjungantur fimul iifdem omnino fi

gnis , quibus reperiuntur affe&tæ : confideran

do,ut affe&tam figno +, partem illam, quæ nullo

afficitur figno. Ac demum , fi plures occurrant

partes , eandem fub figno radicali quantitatem

*art. i45• habentes, contrahantur in unum,habita • figno

- rum , quibus afficiuntur , ratione.

2o9. Ita , fi quantitas v27ac +v5obc ad

denda fit quantitati v 1 2ac •-, v8bc, fumma erit

v75ac +v18bc . Nam , fi fingulæ cujufque

qüantitatis partes ad fimpliciores fuos terminos

reducantur , prior quidem fiet 3v3ac + 5v2bc,

fecunda vero evadet 2v3ac •-• 2v2bc. Quare,

conne&endo iifdem fignis partes utriufq; quan

titatis, fumma erit 3v3ac + 5v2bc + 2v^3ac •-•

2v2bc. Jam vero 3v3ac + 2v^3dc idem eft , ac

sv3ac ; & yv2bc— 2v2àc perinde valet , ac

+ 3w2bc. Itaque eadem fumma erit fimplicius

5v3ac+ 3v2bc , hoc eft v75ac +v18bc.

T 2 1 o. Eadem ratione fumma , quæ oritur ex

additione quantitatum v2oab—v i 8cd , &

v45ab - v32cd,erit vi 25ab- v98cd.Nam,fi

ad fimpliciores fuas expreffiones reducantur fin

gulæ partes, tam primæ, quam fecundæ quan

titatis 5 una fiet 2v5ab •-• 3v2cd , & altera

3v 5a6 •-• 4vzcd. Quare , fi retentis iifdem fi

gnis fimul conjungantur , fumma erit 2v5ab-i

<3v2cd
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3v2cd-+- 3v^5ab- 4v2cd. Eft autem 2v5ab -+-

3v5ab idem , ac Sv^5ab 5 eftque etiam — 3v2cd

•-• 4v2cd idem , ac -• 7vacd. Itaque eadem

fumma erit fimplicius 5v5ab — 7v2cd, hoc eft

v 1 2 5ab •—• v98cd.

2 1 1. Quod fi inter partes radicales aliæ exi

ftant commenfurabiles , ac rationales ; eæ pa

riter propriis fuis fignis fimul cum aliis funt

conjuagendæ $ fed , quia cum radicalibus con

trahi non poffunt, fatis erit , quum fieri poteft,

inter fe mutuo illas contrahere. Qua ratione , fi

quantitas 2a -+- 3vbc -+- 4vac- 3c addatur al

teri quantitati 3a —* 5v&c+- 2vac+ 8c , funi

ma erit 5a— 2vbc -+- 6vac -+- 5c. Et fimiliter,

fi quantitas 7v2ac- Sv3ôc •-• 2c addenda

proponatur alteri quantitati 2v3 bc — 4v2ac +

8c , fumma fiet 3v2ac- 3v3&c+ 6c.

11. Sabtra£fio radicalium compo/itarum .

2 1 2. Imiliter fubtra&io radicalium

compofitarum in hunc modum

commode peragi poterit . Primo reducantur fin

gulæ cujufque quantitatis partes * ad fiumpli

ciores fuas expreffiones. Deinde conjungantur

fimul, mutatis fignis partibus omnibus quanti

tatis fubtrahendæ, & confideratâ , ut affe&ta fi

gno +, parte illa , quæ nullo afficitur figno. Ac

denique , fi faéta hac conjunétione , plures oo

currant partes, eandem fub figno radicali quan

titatem habentes , contrahantur in unum , ha

bita * fignorum , quibus afficiuntur ratione.

2 1 3. Hoc pa&to, fi ex quantitate v75ac-+-

v 18ab , fubtrahenda fit quantitas alia vi :;;-
v/S(!

*art.1$ i •

1$* •

*art.145.
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./8ab, refiduum erit v27ac -+- v5oab. Nam , fi

{ingulæ cujufque quantitatis partes ad fimplicio

res fuos terminos reducantur , prima quidem

fiet 5v3ac+ 3v2ab, fecunda vero evadet 2v^gac

- 2v2ab. Quare , fi mutatis fignis partibus

fubducendæ quantitatis,fimul conjungantur, re

fiduum erit Sv3ac + 3v2ab— 2v3ac-+- 2v2ab.

Jam vero 5v3ac •-• 2v3ac idem eft , ac 3v3ac;

& 3v2ab -+- 2v2ab perinde valet, ac 5v2a6. Ita

que idem refiduum erit fimplius 3v3ac-H5v2ab,

Hoc eft v27ac + v5oab.

2 1 3. Eadem ratione refiduum, quod oritur,

fubtrahendo quantitatem v2oac— v18cd ex

quantitate alia vi25ac- v98cd , erit v45ac

-v3*cd. Nam, fi ad fimpliciores fuas expref

fiones reducantur fingulæ partes , tam primæ,

quam fecundæ quantitatis 5 una fiet 2v5ac-

3vxcd , & altera 5v5ac— 7v2cd. Quare , fi

mutatis fignis partibus quantitatis fubtrahendæ,

fimul conjungantur , refiduum erit 5v5ac-*

7v2cd •-• 2v5ac + 3v2cd. Eft autem 5v5ac

— 2v5ac idem , ac 3v5ac 5 eftque etiam -s

7v2cd -+- 3v2cd idem ac-4v2cd.Itaque idem

refiduum erit fimplicius 3v5ac- 4v2cd , hoc

• eft v45ac -• v32cd.

2 1 4. Qu9d fi inter partes radicales quanti

tatis fubtrahendæ aliæ exiftant commenfurabi

1es , ac rationales ; eæ pariter , mutatis fi

gnis , adjungendæ funt partibus quantitatis, ex

qua fubtra£tio fieri debet ; fed quia cum radica

1ibus illius contrahi non poffunt, fatis erit, eas

contrahere cum aliis rationalibus, fi quæ fint, in

altera illa quantitate. Qua ratione , quantitas

2g*-3vbc +4vac … 5c , fubtraéta ex quanti
t£]•
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tate $a -• 6vbc+7vac -+- 9c , dabit pro refi

duo 3a - 9vbc+ 3vac -+- 14c. Atque ita quo

ue erit 7v2ac-2v3ab- sc id , quod rema

net , fubtrahendo quantitatem 5v3ab- 4vaac

-+- 8c ex quantitate altera 3v2ac + 3v3ab + 3c.

111. Maltiplicatio radicalium compofitaram.

2 1 5• Adicakes compofitæ multiplican

tur per fe mutuo eadem plane

ratione , qua fit multiplicatio rationalium com

pofitarum : nimirum , multiplicando fingulas

partes unius per fingulas partes alterius; & fcri

, bendo produéta partialia figno -+-, aut -•, pro

ut radicales, quæ multiplicantur ad invicemw iif

dem, aut contrariis fignis afficiuntur.

2 1 6. Hac ratione , fi quantitas vio •-, v3

multiplicanda fit per quantitatem aliâm v5 --

v2; multiplico primum v io per v 5 , & erit v$o

multiplicationis hujus produ&tum ; deinde mul

tiplico —v3 per v5 , & orietur exinde produ

&tum *-• v 1 55ad hæc multiplico v 1 o per— v2 ,

& produ&um fiet—v2o5deniq5multiplico-v3

per— v2 , & erit -+- v6 id , quod ex hac multi

plicatione producitur. Unde , additis in unum

omnibus hifce produ&is , fiet v5o—v15 --

vxo -+- v6 totius multiplicationis produ&um.

2 17. Eadem methodo inftituenda eft etiam

multiplicatio, ubi inter partes radicales aliæ exi

ftunt commenfurabiles, ac rationales. Ut , fi

velim multiplicare a -+- vab per c— vac ; multi

plico primum a per c,deinde +vab per c, poftea

a per - vac , ac demum + vab per—vac 5 &

fiet hac ratione produEtum totius multiplicatio
7om.I. G nis
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fart.i* i.

35 *•

nis ac -+- cvab •-• avac •— avbc. Atque ita qu6

que erit 15 -+- 5v8 — 3v3 — v.24 produétum,

quod oritur, multiplicando 3 +v8 per 5— v3.

2 18. ln multiplicatione radicalium compo

fitarum accidit fæpe fæpius, ut nonnulla ex pro

du&tis partialibus fimul contrahi poffint.Itaque,

ut facilius cognofcere liceat , quæ fint hujuf

modi produéta , quæ pera&ta multiplicatione

contrahi queunt ; præftat , ante multiplicatio

nem, ad fimpliciores fuas expreffiones revocare

* partes omnes quantitatum, quæ per fe mutuo

debent multiplicari.

2 1 9. Ita, fi multiplicari debeat v72-v45

per v6o •- v24 , produétum erit v432o —•

v27oo—v1728 + vio8o , in quo non ita fa

cile apparet, num partes ejus fimül contrahi pof

fint . Sed , faéta redu&tione , quia earum quan

*itatum una fit 6v2 •—• 3v5 , & altera avi 5 —•

av65 erit idem produ£tum 1 2v3o— 6v75 —•

s2v12 -+-6v3o: in quo, non modo ultro liquet,

12v3o + 6v3o idem effe , ac 18v3o ; fed facile

etiam percipitur , contrahi fimul pariter poffe

•—• 6v75— 1 2vi 2, quum fi ulterius reducan

tur, fiant- 3ov3-24v3.quæ perinde valent,

ac- 54V3•

22o. Præftat etiam , ante multiplicationem,

partes cujufque radicalis ad fimpliciores fuos

terminos reducere, ut facilius cognofci poffit,

quæ produéta oriantur rationalia , quæve non

item. Ita , multiplicando v18o per vi 25 , non

aliter cognofci poteft, num produétum, inde or

tum , v225oo fit rationale , nec ne , quam ex

, trahendo radicem quadratam ex 22 5oo; fed, in

ftituta reduétione ante multipticationem , quis

©A
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earum radicalium una fit 6v5 , altera 5v5 ; cla

re liquet produétum , quod oritur ex earum

multiplicatione, effe 1 5o , atque adeo rationale.

* 1V. Radicaliam compofitarum ad poteftates ele

'vatio.

22 I. S Imiliter radicales compofitæ ele

vantur ad quamcumque datam

poteftatem eadem omnino ratione, qua ad eam

attolluntur compofitæ rationales: nimirum,con

ftituendo ex partibus propofitæ quantitatis ter

minos omnes , qui adeffe debent in poteftate

quantitatis bimembris; & confiderando quoque,

velut unam , partes omnes priores , ubi oblata

: quantitas ex pluribus , quam duabus partibus,

conftat. -

222. Hac ratione , fi radicalis compofita, ad

quadratum elevanda , fit vab -+- v^ac , quæ dua

bus ex partibus conftat 5 primo fiat quadratum

* ex vab , quod erit ab ; deinde fumatur duplum

ejus , quod producitur , multiplicando vab per

vac , nimirum 2va*bc , five etiam navbc 5 deni

que fiat quadratum ac ex parte altera vac . Et,

additis in unum omnibus hifce quantitatibus,

fiet ab + 2avbc + ac quadratum propofitas

quantitatis. -

223. Sed,fi ad quadratum fit elevanda quan

titas vab + vac -+- vad, quæ tribus ex partibus

conftat ; primo fiat quadratum ex duabus pri

mis partibus vab -+- vac, velut una confideratis,

quod erit ab + 2avòc+ ac ; tum capiatur du

uplum ejus , quod producitur, multiplicando eaf

dem primas partes vab + vac per partem ter

G 2 tenu
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tem tertiam vad , nimirum 2avbd -+- 2dvcd; de

nique fiat quadratum ad ex parte tertia vad. Et,

additis fimul his omnibus quantitatibus , erit ab

+ 2avbc + ac -+- 2awbd+ 2avcd + ad propofi

tæ quantitatis quadratum.

224. Eadem ratione , fi radicalis compofita,

ad cubum elevanda , fit vab + vac, quæ conftat

ex duabus tantummodo partibus ; primo fiat

cubus ex vab , qui erit va3b3 , five abvab 3 tum

fumatur triplum ejus, quod oritur , multipli

cando ab, quadratum primæ partis vab, per par

tem alteram vae , nimirum 3dbvac ; porro ca

piatur triplum ejus, quod producitur, multi

• plicando ac , quadratum fecundæ partis vac, per

partem primam vab, fcilicet 3acvab; denique

£iat cubus acvac ex parte altera vac. Et, additis

in unum omnibus hifce quantitatibus,erit abvab

** 3abvac -+- 3acvab -+- acvac cubus propofitæ

quantitatis.

225- Sed, fi ad cubum fit elevanda quanti

tas vab + vac -+- vad , quæ tres partes comple- *

&titur 5 primo fiat cubus ex duabus primis par

tibus vaò + vac , velut una confideratis , qui

erit ubvab+ 3abvac -+- 3acvab -+- acvac; dein

de capiatur triplum ejus, quod nafcitur, multi

plicando ab+ 2avbc + ac , quadratum ex iif

dem primis partibus vab -+- vac, per partem ter

tiam vad,nimirum 3a6vad+ 6avabcd-+-3acvad;

poftea fumatur triplum ejus , quod gignitur,

multiplicando ad, quadratum partis tertiæ vad,

per priorcs duas vab -+- vac ; fcilicet 3advab +

3advac ; denique fiat cubus advad ex parte ter

tia vad. Et , fi omnes iftæ, quantitates fimul ad

dantur , prodibit cubus propofitæ quantitatis

abva &
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abvab+3a#vac-- 3acvaé -+- acvac + 3aA/a?

+ 6dvabcd + 3acvad-+- 3adva6 + 3aâvac 4
advad.

226. Eadem autem eft operandi rat;o, fi fi.

gna radicalia fuerint cubica, aut alterius cujuf«

cumque fpeciei . Ita quadratum ex vaaa 5 4.

v3a*c erit av3a4* -+- 2av3abc -+- av3aca ; & cti.

bus ejufdem quantitatis erit a*%+ 3aav* bac 4.

3a*v3bc* + a*c. Nec diffimiliter operabitur, fi

inter partes radicales aliqua extiterit commen

furabilis , ac rationalis. Qua ratione quadratum

ex a + vab + vac , erit a* -+- 2avab + ab -+-

2avac -+- 2avbc + ac ; & cubus ex eadem quan- !

titate erit a3 + 3a*vab -+- 3a*à + aâvââ -+-

3a*vac + 6a*vòc + 3abvac + 30*c-+- gacvaá

-+- acu^ac. -

V. Præparatio ad diviffamem radisaliam

compoßtaram .

327. U T divifio radicalium compofita.

rum commode peragi poffit, tra«

denda prius eft methodus , qua inveniri queab

quantitas contraria cujufcumque datæ radicalis,

Vocant autem Algebrifta datæ alicujus radica

lis contrariam quântitatem , quæ ejufmodi eft,ut

fi per eam multiplicetur data quantitas radica

lis, id, quod producitur , fit quantitas alia com

menfurabilis , ac rationalis.

228. Ita quantitatis radicalis v3a44 erit

v3ab* quantitas contraria ; nam , fi duæ iftae

quantitates multiplicentur per fe mutuo, pro

dibit quantitas rationalis ab . Et fimiliter quan

titatis radicalis vab-+ vac , erit vab- vae

- - - G 3 quan
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*art.1 $ 1.

J S * •

quantitas contraria ; quandoquidem id , quod

producitur ex mutua iftarum quantitatum mul

tiplicatione,eft ab *-• ac , quam liquet effe quan

titatem commenfurabilem , ac rationalem.

229. Jam, fi quantitas radicalis eft fimplex,

facile erit,ejus contrariam quantitatem invenire.

Elevetur enim ipfa radicalis data ad poteftatem,

uno gradu minorem ea , quam index figni radi

calis oftendit. Et fi , reduéta poteftate illa • ad

fimpliciorem fuam expreffionem , deleatur ex ea

coefficiens, velut jam rationalis 5 id, quod fuper

erit , erit quantitas contraria quæfita.

23o. Hac ratione , fi data quantitas radiet.

lis fit v3a*b ; ob indicem figni radicalis g , efe

vanda eft ipfa quantitas ad quadratum , quod

erit v3u4b* , five etiam av3 ab* : proindeque,de

leto coefficiente a,fiet v3ab* ejus quantitas con

traria . Similiter , fi radicalis data fit v$a445 ob

indicem figni radicalis 5 , attollenda eft ea ad

quadrato-quadratum , quod erit v*at 6b4 , five

etiam a3v*ab* : quare, deleto coefficiente a3, ha

bebitur v$ab4 pro eius quantitate contraria.

23 1. Quod fi autem data radicalis fit com

pofita , ejufque duæ fint partes , invenietur ip

fius quantitas contraria hac methodo . Mute

tur fignum uni ejus parti , ita ut ex + fiat —•,

vel etiam ex-evadat -+-. Tum,fa&a mutatione

ifta, elevetur quantitas tota ad poteftatem, uno

gradu minorem ea , quam index figni radicalis

oftendit. Deleantur denique ex terminis hujus

poteftatis coefficientes,hoc eft numeri defignan

tes » quoties in poteftate fumi debent termini il

li 5 & erit id • quod relinquitur , quantitas con

traria quæfita.

- - . ' - 232•
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232. Hac ratione, fi quantitas radicalis da.

ta fit vab-+- vac, erit ejus contraria quantitas

vab—vac. Nam , quum index figni radicalis

fit 2 , elevanda eft quantitas vab.…vac ad po

teftatem, cujus index fit 1 : proindeque quanti

tas contraria quæfita erit ipfàmet quäntitäs vaâ

—vac. Sed, fi data quantitas radicalis fit v3abo.

+ v3abd, erit ejus contraria quantitas v3a*baca

--- vá*b*cd + vea*b*d*. Eft enim index fignt

radicalis 3;adeoque elevanda eft quantitasv3abc

•—• v3abd ad poteftatem, cujus index fit 2 , ni

mirum ad quadratum: & propterea, deletis coef.

ficientibus cx terminis ejus quadrati , fiet:

v3a*b*c* — v*a*b*cd + v3a*4*da quantitas

contraria quæfita. , - -

33. Nec obfcura eft hujus regulæ ratio, fi

conGderenius , quod ficuti , multiplicato a + à

per a— b, producitur a* — b* ; fic , multipli.

cato a -+- b per a* — ab -+- b* , produ&tum orie

tür a3 + b 3 ; & , multiplicato a + b per a3 —•

a*b -+- aà*— 63, produétum fiet a4 — 44 ; atq;

ita deinceps. Hinc enim clare liquet,quod fi a+b

referat radicalem , cujus duæ funt partes , ejus

contraria quantitas effe debet a — b , quum in

dex figni radicalis eft 2 ; a* — ab + ba , quum

ille index eft 3 ; a3 — a*b+ ab a — b3 , quum

idem index eft 4;atque ita de aliis.Nam,inftituta

unius quantitatis per aliam multiplicatione, ha^

bebuntur in produ&to ipfarum a , & b eæ tan

tummodo poteftates, quas index figni radicalis

, oftendit.

234. Eadem autem eft operandi ratio, fi

una ex duabus partibus propofitæ radicalis fic

commenfurabilis, ac rationalis . Semper enim

G 4 pro

-
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produ&a alia , contrarietate fignorum , fefe mu

tuo deftruent, & dumtaxat remanebunt ipfarum

partium poteftates illæ , quas index figni partis

radicalis oftendit. Qua ratione , fi quantitas ra

dicalis data fit a + vbc , & quæratur ejus quan

titas contraria , erit illa a -vbc. Et fimiliter,

fi data quantitas radicalis fit a + v3abc , erit

ejus contraria quantitasa3--av3abc+v3a*b*c*.

23y. Quod, fi quantitas radicalis plures ha

beat partes, quam duas , paulo difficilior erit

contrariæ quantitatis inventio. Sed , quemad

modum in refolutione problematum non ita fre

quens eft ufus talium quantitatum contraria

rum 5 ita , fi iis quandoque opus fit , poterunt

facillime pcr analyfim ipfam inveniri. Dabimus

interim hic duas regulas fpeciales, analyfis ope

dete&tas , pro radicalibus trium partium ; unam,

quum index figni radicalis eft 25 alteram, quum

idem index eft 3.

236. Itaque pro iis radicalibus , quæ tres

habent partes, & in quibus figna radicalia funt

quadrata, inveniri poterunt hac arte quantitates

contrariæ. Sit vab -+- vac + vad quantitas pro

pofita. Mutetur fignum uni ejus parti , puta

vad , ita ut fiat vab -+- vac *-• vad ; tum multi

plicetur vab + vac + vad per vab + vac -*

vad. Et quoniam ex hac multiplicatione produ

citur quantitas ab + ac •-•ad+ 2avbc , in qua

una pars eft radicalis ; confiderari hæc poterit,

velut radicalis, duabus partibus conftans ; adeo

que, fi rurfus multiplicetur per fuam contrariam

ab + ac— ad •- 2avbc , orietur tandem quan

titas omnino rationalis a*b* — 2a22c -+- aaca

*- aa*bd -* 20*cd+ a*d*. Unde, quia quan

titaS
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- titas propofita evadit rationalis , multiplicando

eam primo per vab + vac -* vad , & deinde

per ab + ac •-• ad~ 2avab, erit ejus quanti

tas contraria produétum ex vab +vac —vad

in ab + ac •-• ad— 2avbc. -

» 37. Pro.iis autem sadicalibus , qùæ ha

bent quidem tres partes , fed index figni ra

dicalis eft 3 , adhiberi poterit hæc regula. Sit

v3a*b -+- v3a*c-v}4*d quantitas propofita.Su

mantur , tum quadrata partium omnium , cum

produ&ta ex fingulis binis 5 illa quidem propriis

fuis fignis, hæc fignis omnino mutatis. Et , ad

ditis omnibus in unum , per fummam av3ab* +

av3aca + av3ad* -•av3abc-+- avbabd+av3acd

multiplicetur quantitas propofita. Et quoniam

ex hac multiplicatione producitur quantitas a*6

-}- a*c •— a*d-+ 3a* v3bcd, in qua una tantum

pars eft radicalis ; confiderari hæc poterit , ve

Iut radicalis, duabus partibus conftans . Quo

circa , fi per ejus contrariam quantitatem multi

plicetur fumma illa, babebitur quantitas con

traria quæfita.

VI. Divifio radicaliwm compofitarum .

238. R Adicales compofitæ interdum

dividi poffunt per fe mutuo ea

dem omnino ratione , qua fit divifio rationalium

compofitarum. Proponatur , exempli caufà , di

videnda quantitas radicalis va^bd-va*cd •-•

va*bf+-va^cfper radicalem aliam vab-• vac.

Divido primum va*bd per vab. Jamque , mul

tiplicato divifore vab—vac per quotientem

ved , producitur quantitas va*bde-•;*
UJDe
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fubtraéta ex quantitate dividenda relinquit i-;

va*àf-+ vu* cf.Hinc divido deinde—váåÀfper

vab. Et quoniam quantitas , quæ producitur,

multiplicando diviforem vaê- vac per alium

iftum quotientem *-• vaf, eft — va*âf-+-vaacf,

quæ fubduéta ex illo refiduo relinquit nihil;

concludo , quotientem totius divifionis effe va&

•-• vaf.

239. Similiter , fi dividenda proponatur

quantitas radicalis v18 — vi 2 •-•v 1 5 + vio

per radicalem aliam v3 — v2 5 divido primum

vi8 per v3 , & multiplicato divifore v3 — vz

per quotientem v6 , producitur quantitas v18

—vi 2 , quæ fubtracta ex quantitate propofita

relinquit •- vis + vio. Quare divido ulterius

•- vis per v3. Quumque, multiplicato divifo

re vg-v2 per alium iftum quotientem •-• v5,

oriatur quantitas •-•v15 -+- vio, quæ fubduéta

ex illo refiduo relinquit nihil: proinde quotiens

propofitæ divifionis erit v6— v^5.

24o. Generaliter autem perficitur divifio

radicalium compofitarum , faciendo , ut divifor

unicum terminum contineat. Id vero obtinebi

tur,fi methodo,paulo ante tradita,capiatur quan

titas contraria diviforis , & per eam multipli

cetur, tam divifor , quam quantitas dividenda.

FHac enim ratione divifor evadet rationalis; adeo

que unicum tantum terminum continebit. Ne

ceffe eft autem , per quantitatem contrariam di

viforis multiplicare , tum diviforem ipfum , cum

quantitatem dividendam , ut divifio propofita

maneat eadem , & quæfitus exinde quotiens erui

poffit.

a41. Proponatur itaque dividenda quantis

… - ta$
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tas V24+ v8 per quantitatem aliam v5 -+- v3>

Capiatur quantitas contraria diviforis , quæ per

regulam , fuperius * traditam , erit v5— V3. *art.ssi.

Multiplicetur per eam , tum quantitas dividen- ' '

dav 24 -+- v8 , cum divifor ipfe v 5 + v3 ; ea

rumque una fiet v 1 2o -+- v4o •-• v72 —v24,

altera 2 , five v4. Demique dividatur vi 2o 4

v4o—v72 - V24 per v4: id , quod fit , di

videndo fingulos terminos illius per v4 ; & erit

v3o + vio -* v 18— v6 quotiens propofitæ

' divifionis.

242. Proponatur fimiliter dividenda quan

titas radicalis vi 8— vi z~v1 5 * vio per

v3 - v2. Sumatur quantitas contraria divifo

ris , eaque juxta regulam, fuperius * traditam, *art.23 1.

erit v3 + v2 . Multiplicetur per quantitatem

iftam , tam divifor v3 -• v2 , quam quantitas

dividenda vi 8 •-• v 12 •—• v 1 5 +vio.Jamque

iftarum quantitatum prior fiet 1 , five vi , altc

ra evadet v54-v45-v24 -*- vao. Denique

dividatur v54— v45 -• v24 -+- v2o per v 15&

quotiens hujus divifionis , qui eft ipfa quantitas

dividenda , dabit eum , quem quærimus.

243. Verum quidem eft , quod paulo fupe

rius • ex eadem divifione , alia operandi ratio- *art.2,39,

ne , ortus eft quotiens v6 — vy . Sed notetur

hic velim, quod fi termini quantitatis radicalis

v54 •-• v45 - v24-+- v2o ad fimpliciores fuas

expreffiones revocentur, tum deinde contrahan

tur , prodibit ipfà quantitas v6-v5 . Per

redu&ionem enim ad terminos fimpliciores

quantitas illa fit 3v6— 3v5- 2v6+ 2v^$ •

Jam vero 3v6 •-• 2v6 idem fünt, ac v6 ; & -i

3vS + 2vS perinde valent, ac-vs.Q; Ca•

CIn
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dem quantitas contra&ta fiet demum v6- v5.

244. Proponatur tandem dividenda quan

titas radicalis va*bd-*va*cd—va*àfì-va*cf

per vab— vac. Diviforis quantitas contraria

*ari.*; 1. per regulam , fuperius * traditam , eft vab +

vac. Quare, fi per eam multiplicetur, tum quan

titas dividenda, cum ipfe divifor ; illa quidem

fiet va3b2d— va3&*f-va3c*d + va3c*f. ifte

, vero evadet ab— ac.Dividenda eft ergo va3b*d

— va3b*f- va3c*d+ va3c*f per ab — ac.

Sed,ad divifionem commode peragendam, redu

cantur termini illius ad fimpliciores fuas expref

fiones , ut loco ejus habeatur hæc alia abvad

abvaf- acvad+ acvaf,five etiam (ab-ac)vad.

•-• ( ab + ac ) vaf. Et redu&ione ifta clare li

quet , quotientem effe debere vad•-• vaf,

Par*»;£. omnino ut antea * .

C A P u T III.

Extraííio radicam ex bimomiir.

e45• I N præcedenti capite,in quo de cal.

culo radicalium compofitarum a.

gendum nobis propofuimus , dumtaxat additio

nem , fubtraétionem , multiplicationem, forma

tionem poteftatum , & divifionem iftarum quan

titatum explicuimus : nimirum, quia extrá&io

radicum ex iifdem radicalibus res nobis digna

vifa eft , de qua peculiare capite differeretur.

£am igitur feorfim explicandam aggredimur

hoc alio capite . Sed quoniam in refolutione

**sutumquefumtssaeuu;saliu&
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alius fere cafus occurrit, quam, ut radices ex

trahantur ex iis radicalibus compofitis , quæ

vulgo dicuntur binomia; idcirco de extra&ione

radicum ex binomiis dumtaxat hic fermonem

inftituemus.

1. AVatara binomioram , unde radices famt

extrabemdæ.

246. Uemadmodum radicales fimpli

ces dicuntur paffim monomia,

veluti quantitates unius nominis , feu termini;

ita radicales compofitæ appellari folent multino

mia , ut quæ plura nomina, feu terminos com

ple&tuntur. Ob multitudinem autem termino

rum , diftinguuntur eædem radicales compofitae

in binomia, trinomia , quadrinomia , &c. Quæ

enim duos habent terminos , dicuntur binomia;

quæ tres, trinomia ; quæ quatuor , quadrino

mia 5 atque ita deinceps.

247. – Diverfitas autem terminorum repeti

debet a diverfitate quantitatum , quæ in iis ter

minis, ad fimpliciores fuas expreffiones revoca

tis , fub radicali figno continentur. Nam, in ra

dicalibus compofitis, fi duæ, aut plures radicales

fimplices occurrant , quæ redu&ae ad fimplicio

res fuos terminos, eandem habeant fub radicali

figno quantitatem ; eæ non totidem terminos,

fed unum conftituere dicuntur. Qua ratione ra

dicalis compofita 3v3 +4v5 + 2v3 cenferi de

bet binomium , & non trinomium , quia fcilicet

partes duæ 3v3 + 2v3 reducuntur * ad unam •arum 4;.

$v3 •

248. Atque id, non modo in iis radicalibus

lo
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locum habet, in quibus fieri poteft hujufnodi

contra&io , hoc eft, in quibus coefficientes , vel

funt numerici, vel iifdem litteris defignati ; ve

rum etiam in iis , quarum coefficientes diverfis

litteris exprimuntur . Sic radicalis compofita

avab -+- cvac -+- cvab cenfenda eft etiam bino

mium , & non trinomium . Nam , etfi partes

duæ avab -+- cvab , eandem fub figno radicali

quantitatem habentes, inter fe mutuo contrahi

ncqueant ; adhuc tamen pro unico termino fu

mi debent, & fimplicius exprimi poffunt , vel

*ay$.161. in hunc modum (a -+- c ) vaâ , ut fuperius • jam

- innuimus , vel etiam in hunc alium dvab , fub

ftituendo folam litteram d loco ipfarum a -+- c.

249. Neque vero , ut radicales compofitæ

dicantur binomia , trinomia , aut quadrinomia,

neceffe eft , ut omnes ipfarum termini radicali

bus fignis afficiantur. Iifdem quippe nominibus

defignandæ funt etiam, fi in iis aliquis terminus.

fuerit commenfurabilis , ac rationalis. Interim»

ficuti omnes illæ partes radicales , quæ eandem

fub figno radicali continent quantitatem , pro

uno eodemque termino computantur ; fic etiam,

quotcumque extiterint partes rationales , velut

unus , idemque terminus omnes haberi debent.

ua ratione binomium erit , & non trinomium,

tam 2 + 5 + vio , quam a -• c -+- vab ; nam

prior quantitas redu&ta evadet 7 + vio , pofte

rior vero contrahi poterit in hunc modum (a -i

ε )-+- vab.

25o. Jam in hoc capite dumtaxat de extra

£tione radicum ex binomiis agendum nobis eft.

Sed binomia , ex quibus radices funt extrahen

dae • non ex cujufcumque generis radicalibus
- COI1
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conftabunt , fed ex iis tantummodo, quæ figno

quadratæ radicis afficiuntur. Et ratio eft ; tum

quia hujufmodi binomia potiffimum in refolu

tione problematum nobis occurrunt;cum etiam,

quia ex aliis binomiis non eft adeo facile radices

quafvis extrahere. Sed radices horum binomio

rum tales etiam optamus , ut nonnifi ejufdem

generis radicales comprehendant. Nam , etfi ra

dix , exempli gratia , quadrata binomii v32 -+-

v24 exhiberi poffit per v*18 + v42 ; arbitra

mur tamen, perinde rem effe, ac fi exprimeretur,

adhibito figno alio radicali, quod quantitatem

totam comprehendat.

25 r. Ex eo autem, quod radices extrahen

dæ debent efTe ejufdem naturæ cum binomiis,ex

quibus eas oportet;extrahere ; liquet , radicem

quadratam extrahi poffe ex iis dumtaxat bino

miis , quorum alter terminus eft radicalis, alter

commenfurabilis , ac rationalis. Sive enim pro

latere, feu radice capiatur binomium,cujus uter

que terminus fit radicalis; five binomium, cujus

unus terminus fit radicalis , & alter rationalis;

utique quadratum femper erit binomium , com

pofitum ex uno termino radicali, & altero ratio

nali. Quare omnino necefTe eft, ut ex folis hifce

binomiis extrahi poffit radix quadrata, qualem

optamus.

252. Quod ut clarius intelligatur, referat

primo vab+ vac radicem, feu latus. Itaque , fi

fiat quadratum ex vab + vac ; erit (ab+ ac )

+ 2avbc binomium , ad quod quadrata illa ra

dix refertur;verumtamem binomium iftud unum

fabet terminum radicalem, & alterum commen

furabiem, ac rationwlem. Referat fecundo a +

vd£
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Vac eandem radicem. Et, conftituto itidem qua>

drato ex a + vac , erit ( aa + ac ) + 2avac bi

nomium, cui quadrata illa radix correfpondet;

fed hoc alterum binomium fimiliter ex uno ter

mino radicali, & ex altero rationali componitur.'

253. Non perinde vero res eft , quum agi

tur de extra&ione radicis cubicæ.Hæc enim,etfi

ejufäem naturæ debeat effe cum binomio, unde

eam oportet extrahere 5 tainen elici poterit , tam

ex binomio , cujus unus terminus eft radicalis,&

alter rationalis, quam ex binomio, quod habet

utrumque terminum radicalem . Nam , fi fuma

tur pro radice , feu latere binomium , unum ha

bens terminum radicalem, & alterum rationalem;

talis etiam cubus orietur. Quod fi vero ut radix,

feu latus capiatur binomium, cujus uterque ter

minus fit radicalis 5 etiam cubus ejus utrumque

terminum radicalem habebit. Quare omnino ne

ceffe eft , ut ex utriufque generis binomiis ex

trahi poffit radix cubica, qualem optamus.

254. Et ut clarius id etiam intelligatur, re

ferat primo a + vac radicem, feu latus. Itaque,fi

fiat cubus ex a + vac;erit (a3 + 3a*c )+- ( 34*

+ ac ) vac binomium , ad quod cubica illa radix

refertur; patetque binomium iftud, ad inftar fuae

radicis, unum habere terminum rationalem, & al

terum radicalem . Referat fecundo vab -+- vac

eandem radicem . Et, conftituto itidem cubo

ex vab -+- vac , erit ( ab + 3ac ) vab -+- ( 3ab -+-

ac ) vac binomium , cui cubica illa radix corre

fpondet: unde, non fecus, ac fua radix, utrum

que terminum radicalem habebit.

255. De aliis porro radicibus,ad inftar qua

dratæ, & cubicæ , judicium ferri debet . Ubi
CIauITA



L I B E R P R I M u S. 1 1 3

enim radix refertur ad poteftatem ordipfs paris;

ca extrahi poterit ex iis tantummodo binómiis,

uorum unus terminus eft radicalis , alter com.

menfurabilis , ac rationalis . Ubi vero refertur

ad poteftatem ordinis imparis ; licebit, eam eli

cere etiam ex binonio , quod habet utrumque

terminum radicalem . Sed id intelligendum éft,

quum radix effe debet talis , qualem optamus,

hoc eft ejufdem naturæ cum binomio , unde

eam oportet extrahere.

II. Extraffio radicit quadratæ ex bimomiis.

256. Idimus fupra * , radicem qua

dratam , qualem optamus , elici

poffe tantum ex binomiis , quorum unus termi

nus eft rationalis,alter incommenfurabilis, ac ra

dicalis. Neque vero ex omnibus hujufmodi bi

nomiis eam eruere licet 5 fed duabus aliis condi

tionibus opus eft , ut ea extrahi queat. Eas au

tem ut analytice inveniamus , referat indefini

te vm + vm radicem quadratam alicujus bino

mii. Itaque , fi fiat quadratum ex vm+ vm,erit

( m + m ) -+- 2vmm ipfum binomiuni.

257. Jam in hoc Winomio , ficuti ( m -+- m )

eft terminus rationalis , & 2vmm terminus radi

calis; ita liquido patet,vmm effe mediam propor

tionalem inter m , & m . Quare terminus ratio

nalis m + m major erit termino radicali 2vmm;

quum in omni proportione maximus , & mini

mus fimul reliquis duobus terminis majores effe

debeant : & propterea , ut ex aliquo binomio

quadrata radix , qualeni optamus, extrahi poffit,

non modo debet cffe unus ejus terminus ratio

7'om.l. H. 110

*art.x5 1.
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nalis , & alter radicalis 5 verum etiam terminus

rationalis major fit oportet termino radicali.

258. Præterea, fi ex m* -+- 2mm + m *, qua

drato termini rationalis m -+- m , fubducatur

4mm , quadratum termini radicalis avmm ; refi

duum, r^* -• 2mm -+- m* reperitur effe pariter

quadratum. Quocirca , ut ex aliquo binomio

extrahi poffit quadrata radix, qualcm optamus,

haud quidem fatis eft, ut unus ejus terminus fìt

radicalis, & alter rationalis » itemque , ut ter

minus rationalis fit major termino radicali ; fed

requiritur quoque , ut differentia quadratorum,

quæ fiunt ex terminis illius binomii , fit etiam

quadratum.

259. His ergo conditionibus refertum effe

debet binomium , ut exinde elici poffit radix

quadrata , quæ tantum radicales quadratas com

prehendat . Ubi autem adfunt in binomio con

ditiones iftæ, extrahetur radix hac arte. Capia

tur differentia quadratorum , quæ fiunt ex ter

minis propofiti binomii 5 ejufque quadratagj;
feorfim addatur, & detrabatür teimino ÉÉÉÉÉÉ;

Sumatur porro femiffis , tum furnmae , cum refi

dui . Et erunt radices horum femiffium termini

quæfitæ radicis. *

26o. Proponatur,exempli gratia, extrahen

da quadrata radix ex binomio 8 + v6o.Jam in

ihoc binomio adfunt tres i[iae conditiones . Eft

enim 8 rationalis , & major v6o ; eftque etiam

quadratum 4 differentia quadratorum,quæ fiunt

ex 8 , & v6o . Capiatur crgo differentia ifta 4.

Et cjus quadrata radix 2, ficuti addita 8,dat 1o;

fic detracta ex 8 , relinquit 6. Unde , quia fe

mifiis fummæ eft 5 , & femiffis refidui eft 3 ; erit

v5
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ι^5 + v3 , hoc eft fumma ex radicibus horum

femiffium , radix quadrata propofiti binomii.

261. Oporteat fimiliter , extrahere quadra

tam radicem ex binomio 1 1 -+- v72 , quod etiam

tribus illis conditionibus gaudet.Quoniam qua

dratum ex 1 i eft 1 2 i , & quadratum ex v72 eft

72;erit 49 differentia quadratorum,quæ fiunt ex

terminis illius. Jam ejus quadrata radix 7 , fi

cuti addita termino rationali 1 1 , exhibet fum

mam 18; fic detra£ta ex eodem termino, dat pro

refiduo 4. Quare , quum femiffes illius fum

mæ , & iftius refidui fint 9 , & 2 , quorum

quadratæ radices funt 3 , & v2 ; erit 3 + v2

quæfita radix. -

262. Sed notandum hoc loco eft , quod ra

dices illarum femiffium conne&tendæ funt fimul

eodem omnino figno , quo partes binomii pro

pofiti funt conjun&tæ. Qua ratione quadrata ra

dix binomii 8 — v6o erit v5 —v3 . Et fimi

liter quadrata radix binomii 1 1 —v72 erit g

v2 . Perinde autem res eft, five fcribatur v;

•— v3 , five v3 —v5 pro radice quadrata bino

mii 8 — v6o ; quum eadem femper quantitas

producatur , five multiplicetur per fe ipfàm a —

δ , five b — a. Sed non perinde eft , Íive bino

mium propofitum fit 8 — v6o,five viciffim v6o

— 8 ; nam , ut fuo loco deinceps oftendemus,

quum binomium eft v6o — 8 , quadrata radix

contradi&tionem involvit.

"263. Cæterum allatæ regulæ ratio non eft

ita obfcura, ut hic intelligi non poffit. Si enim

referat indefinite vm + vm radicern quadratam

alicujus binomii , erit ( m -+- m ) -+- 2vmm bino

mium iftud. Et quemadmodum clare liquet ,

H 2 dif
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*4rt.: cx •

differentiam quadratorum ex terminis ejus , hoc

eft ma— 2mm -+- m* , effe etiam quadratum ; ita

quoque liquido patet , quod fi radix hujus dif

ferentiæ m— m primo addatur termino ratio

nali m -+- m , deinde ex eodem fubducatur , fum

ma quidem fit 2m , refiduum vero 2m. Sed , &

fumptis femiffibus ejus fummæ, & hujus refidui,

patet quoque , radices iflorum femifiium effe ter

minos affumptæ radicis.

264. Nec filentio hic præteribimus, quod

fi in radicibus extrahendis parum curemus, num

eæ contineant radicales quadratas , aut alterius

cujufque fpeciei , poffit eadem regula elici quan

doque quadrata radix etiam ex binomio , cujus

uterque terminus fit radicalis. Ut , fi velim ra

dicem quadratam extrahere ex binomio v 32 -+-

v24 , five etiam ex 4v2 -+- 2v6 ; fumo differen

tiam quadratorum ex terminis ejus , nempe 8;

ejufque quudratam radicem 2v2 primo addo ter

mino 4vz , deinde ex eodem fubtraho. Et quo

niam fumma quidem eft 6vx , refiduum vero

2v 2 5 erunt §v2 , & i vx , hoc eft v , 8, & v*2

femiffes cjus fummæ , & ejus refidui . Quumque

radices quadratæ horum femiffium fint * v4 1 8,

& v42 , erit v4 1 8 +v^42 radix quæfita .

265. Scd facile erit intelligere, quod,ut,ope

illius regulæ , extrahi poflit quadrata rad.x ex

binomio aliquo , cujus uterque terminus fit ra

dicalis , neceffe eft , binomium illud hujufmodi

effe , ut differcntia quadratorum ex terminis

ejus , haud quidcm fit quadratum , fed ut ejus

quadrata radix rationem habeat commenfurabi

lem cum aliquo ex tcrminis propofiti binomii:

quo fcilicct ei , tum addi , cum detrahi poffit.

Ita
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Ita ex binomio v32 + v24 extra&a eft quadra

ta radix , quia v8 , quæ eft radix prædi&tæ dif

ferentiæ, rationem habet commenfurabilem cum

v32 . Nam, fi ambæ radicales ad fuas fimplicio

res expreffiones reducantur , earum una fiet.

2v2 , altera 4v2.

111. Extra£?io radicis cubicæ ex bimomiis.

266. Adicem cubicam , qualem opta

mus , extrahi pofle, tam ex bi

nomio , cujus unus terminus eft rationalis , &

alter radicalis , quam ex binomio , quod utrum

que terminum hcbet radicalem ; jam quidem fu

perius • oftenfum fuit. Sed cujufcumque for- *art.a;a;

mæ fit binomium , unde radix cubica eft extra

henda , illud fane requiritur, quo radix extrahi

poffit , ut differentia quadratorum, quæ fiunt ex

terminis ejus , fit cubus perfe&tus.

267. Referat namque indefinite vm -+- vm,

radicem cubicam alicujus binomii. Itaque , fi

fiat cubus ex vm -+- vm , ipfum binomium erit

( m -+- 3 m ) vm -+- ( 3m -+- m ) vm . Jam quadra•

tum prioris termini ( m -+- 3m ) vm eft m3 -+-

6m*m + 9mma ; & quadratum alterius termini

( 3m + m ) vm eft 9m*m + 6mma -+- m 3 . Quare,

differentia inter utrumque quadratum erit m3 +

6m*m -+- 9mm*— 9m*m— 6mma — m2,fioc eft

am3 - 3m*m + 3mm* — m3 ; quam liquet effe

cubum perfe&tum , quum ejus radix cubica fit

77} • • f3 .

268. Nifi ergo binomium propofitum tale

fit, ut differentiâ quadratorum èx tcrminis ejus

fit cubus perfe£tus , elici exinde nequit radix

- - H 3 CU!•

�;
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*ay?'z$ 3.

cubica , qualem optamus. Ubi autem tale exti

terit binomium , & adhuc unus ejus terminus

fuerit rationalis , & alter radicalis , extrahetur

ex eo radix cubica in hunc modum . Capiatur

primo , tum radix cubica proxime major bino

mii propofiti , cum radix cubica vera differentiæ

quadratorum , quæ fiunt ex terminis ejufdem

binomii ; & pofterior per priorem dividatur.

269. Deinde, fi terminus rationalis major

*ierit termino radicali , addatur quotiens , qui

exinde oritur , curn eadem illa radice proxime

majore. Et fiquidem fummæ hujus capiatur fe

miffis fine fraétione , a cujus quadrato fubduca

tur radix cubica prædi&tæ quadratorum differen

tiæ ; erit femiffis iile pars rationalis, & radix

quadrata refidui, inde orti , pars radicalis quæfi

tæ radicis.

27o. Quod fi vero terminus rationalis mi

nor fuerit termino radicali , quotiens , qui ex ea

divifione producitur , fubducatur ex radice illa

proxime majore . Et fiquidem refidui hujus

capiatur adhuc femiffis finc fra&tione,cujus qua

drato addatur radix cubica prædi&tæ quadrato

rum differentiæ 5 erit rurfus femiffis ille pars ra

tionalis , & radix quadrata fummæ , inde ortæ,

pars radicalis optatæ radicis.

27 1. In utroque porro cafu duæ iftae partes

afficiendæ funt iifdem omnino fignis , quibus

termini propofiti binomii reperiuntur affe&i .

Jam enim monuimus fupra * , quod , quum bi

nomium unum habet terminum rationalem,& al

terum radicalem; etiam radix ejus conftare debet

ex duabus partibus,altera rationali,& altera radi

cali • Nunc autem fubjungimus, quod quo figno

- - affi
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afficitur in binomio terminus rationalis, eodem

afficienda eft quoque pars rationalis in quæfita

radice ; & fimiliter , quo figno eft affe&tus in bi

nomio terminus radicalis , illud idem in radice

parti radicali debet etiam adfcribi. -

272. Extrahenda fit igitur radix cubica cx

binoinio ioo+5 1v3.Quoniam 5 iv3 valet circi

ter 88, erit totius binomii valor fere 188; adeo

que ejus radix cubica proxime major erit 6.

Quumque differentia quadratorum ex terminis

propofiti binomii fit 2 1 97 , cujus radix cubica

eft 1 3 : divifo i 3 per 6 , fiet quotiens 1 3 : 6.

Jam terminus rationalis ioo major eft termino

radicali 5 iv3 . Quarc, juxta regulam * tradi

tam , quotiens ille 1 3 : 6 addendus eft cum ra

dice cubica proxime majore 65 eritque 4 fum

mæ femiffis fine fra&ione. Denique ex quadrato

hujus femiffis 16 fubducatur radix cubica 1 3;

quumque refiduum fit 3 » erit 4-+- v3 radix cu

bica quæfita.

273. Extrahenda fit etiam radix cubica ex

binomio 25 -+- 22v2 . Quoniam 22vx valet cir

citer 3 1,erit totius binomii valor fere 56:proin

deque ejus radix cubica proxime major erit 4.

Et quoniam differentia quadratorum ex terminis

propofiti bingorii efl 343 , cujus radix cubica

eft 7 ; dividatur 7 per 4 , & fiet quotiens 7:4.

Jam in hoc alio exemplo terminus 'rationalis : 5

minor eft termino radicali 22v2. Quare , juxta

regulam • traditam , quotiens ille fubducen

dus eft ex radice cubica proxime majore 4; erit

que i refidui femiffis fine fra&ione . Denique

quadrato hujus femiffis , quod eft ctiam 1 , ad

datur radix cubica 7 ; quumque fumma fit 8,

*4rf.2 69
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erit i + v8 radix cubica quæfita.

274. Sed notetur hic velim , quantitatem,

quæ per hanc regulam invenitur , non effe fem

per radicem cubicam propofiti binomii . Eft

quippe ejus radix cubica , quotiefcumque hæc

ex illo extrahi poteft. Sed fiquidem propofitum

binomium radicem non admittat, nec item in

venta quantitas radix ejus cubica erit . Id au

tem noo aliter cognofci poteft , quam rei peri

culo fa&to. Neque enim , in extrahenda radice

cubica ex aliquo binomio, certo definire licet,

num radix illa extrahi poffit , nec ne. Nam, etfi

quum differentia quadratorum ex terminis ejus

non eft cubus perfeétus, ea elici • nequeat;non

hinc tamen extrahi viciffim femper poterit ,

quum differentia illa cubus prodit perfeétus,

275. Quod autem dicimus , non poffe ex

trahi radicem cubicam , ubi differentia quadra

torum, quæ fiunt ex terminis propofiti bino

mii , non eft cubus perfe&tus ; id intelligen

dum eft , quotiefcumque quæfita radix non

alias radicales , quam quadratas , debet contine

re . Verum , fi de qualitate radicalium minime

folliciti effe velimus, extrahi quandoque pote

rit radix cubica, etiam ex binomio, in quo diffe

rentia quadratorum ex terminis ejus non eft cu

bus perfc&tus. Nam , fi ejus termini per iftiuf

modi differentiam multiplicentur , producetur

binomium aliud, in quo differentia quadrato

rum ex terminis ejus cubus erit perfe&tus. Un

de, fi ex novo ifto binomio radix cubica extrahi

poteft ; cadem, divifa per radicem cubicam prio

ris differentiæ, dabit radicem cubicam prioris bi

nomii.

276.
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276. Ita in binomio 22 -}- v486 differentia

quadratorum ex terminis ejus , utpote 2 , non

eft cubus perfe&tus . Unde fi velim, extrahere

radicem cubicam ex 22 -+- v486 ; multiplico ter

minos ejus per 2 ; & orietur novum binomium

44+ av486 , in quo differentia quadratorum

ex terminis ejus eft cubus perfe&us 8 . Quia

autem alterius hujus binomii 44 + 2v486 Tra

dix cubica eft 2 -+- v6 ; divido radicem iftam

2 + v6 per radicém cubicam prioris differentiæ,

nimirum per v32 ; & erit quotiens hujus divi

fionis v34-+-v6 54 , five etiam v6 16 -+- v654 ra

dix cubica prioris binomii 22 -+- v486.

277. Atque hac ratione extrahi etiam quan

doque poterit radix cubica ex binomio , cujus

termini fra&iones involvunt : nimirum auferen

do per multiplicationem fra&iones illas , & di

videndo radicem cubicam novi binomii per radi

cem cognominem ejus quantitatis , quæ vices

geffit multiplicatoris. Ut , fi extrahenda fit ra

dix cubica ex binomio ( 1 1 : 3 ) + v( 54: 4 )•

multiplico utrumque terminum per 6, & orie

tur novum binomium 22 -+- v486 , in quo nul

læ adfunt fra&iones. Unde, quia novi hujus bi

nomii radix • cubica eft v34-+-v654, divido eam

per v36; eritque v3 ( 2 : 3 ) -+- v6 ( 3 : 2 ) , five

etiam v6 ( 4: 9 ) + v6 ( 3 : 2 ) radix cubica

propofiti binomii.

278. Non diffimili ratione extrahenda eft

radix cubica ex binomio , cujus uterque termi

nus eft radicalis: nimirum; reddendo multiplica

tionis ope unum ex terminis ejus rationalem, &

dividendo radicem cubicam novi binomii per

*art. 276;

radicem cognominem ejus quantitatis, quæ vi- .

® ces
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ces geffit multiplicatoris. lta , fi extrahenda fit

radix cubica ex binomio 1 1v2 + v243 , cujus

uterque terminus eft radicalis ; multiplico per

v2 terminos ejus , & orietur novum binomium

22 -+- v486, in quo unus tantum terminus eft

radicalis. Unde , quia alterius hujus binomii ra- .^

•,,,., yg. dix cubica • eft v6 16 + v654 ; divido eam per

* - radicem cubicam ipfius v2 , hoc eft per v62 ; &

erit quotiens v68 + v627 , hoc eft vx +v3 ra

dix cubica propofiti binomii.

279. Cæterum , fi radix cubica extrahenda

non alias radicales , quam quadratas, debeat

continere ; facile erit inquirere , num ex bino

mio , cujus uterque terminus fit radicalis, radix

cubica extrahi queat ; eamque exhibere , ubi li

cet, illam elicere . Si enim termini propofiti bi

nomii ita fimplicius exprimi poffint , ut fumma

coefficientium fit quadrupla fummæ quantita

tum, fub fignis exiftentium ; & ut differentia

eorundem coefficientium fit dupla differentiæ,

quæ inter eafdem quantitates exiftit : radix cu

bica extrahi poterit , eademque habebitur , fi

ex terminis illis fui coefficientes deleantur.

28o. Ita binomiumvz 42 + v243 exprimi

fimplicius poteft in hunc modum 1 1v 2 + 9v3.

Unde,quia fumma coefficientium 1 1 + 9 eft qua

drupla quantitatum , fub fignis exiftentium,

2 + 3 ; & differentia eorundem coefficientium

1 1 — 9 eft dupla differentiæ earundem quanti

tatum 3 -• 2 ; erit v2 + v3 radix cubica bino

mii v242 + v243. Similiter binomium v578

•+- v6o5 paulo fimplicius exprimere licet hoc

pa&to 17v2 + 1 1v 5. Eft autem 17 + 1 1 ad 5+

, 2 , ut 4 ad 1 ; eftque etiam 17 - 1 1 ad 5- 2».

ut
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ut a ad 1 . Quare erit vx + vs radix cubica

binomii v 578 -+- v6o5.

28 1. Neque vero obfcura eft hujus regulæ

ratio. Nam cubus binomii vm -{- vm eft ( m -+-

3m ) vm -+- ( 3m -+- m ) vm . Profe&o autem , fi

cuti clare patet , alterius hujus binomii redicem

cubicam haberi , fi ex terminis ejus deleantur

coefficientes ; fic liquido etiam conftat , in eo

dem binomio fummam coefficientium 4m -+- 4*

effe quadruplam fummæ quantitatum , fub fi

gnis exiftentium m -+- m ; & differentiam eorum

dem coefficientium 2m —• 2m effe duplam diffe

rentiæ earundem quantitatum.

IV. Extra£}io aliarum radicum ex bimomiis.

282. Uantum ad radices altioris ordi

nis,extrahendas ex binomiis; fa

tis erit, oftendcrc, quo pa&to eruendæ funt illæ,

quæ ad poteftates ordinis imparis refetuntur.

Nam, quantum ad eas, quæ referuntur ad pote

ftates ordinis paris, haberi poffunt per extra

&tionem ; vel folius quadratæ radicis ; vel qua

dratæ fimul , & cubicæ ; vel demum quadratae»

& alterius ex iis , quæ ad poteftates ordinis im

paris altiores referuntur. -

283. Ut, fi extrahenda fit radix quarta ex

binomio 1 7 + 1 2v2 , elicio primum ex illo ra

dicem quadratam 3 + 2.-2 ; deinde alterius hu

jus binomii fumo adhuc radicem quadratam 1 *

vz 5 & erit 1 + vz radix quarta quæfita. Simili

ter , fi extrahenda fit radix fexta ex binomio

99 +7ov2, eruo prius exinde radicem quadra

tam 7 + 5v2; tum novi hujus binomiia? ra•

[•
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dicem cubicam 1 -+- v2; & erit 1 + v2 radix fe

xta propofiti binomii.

284. Verum quidem eft,eodem artificio ex

trahi quoque poffe quamplures radices, quæ ad

poteftates ordinis imparis referuntur ; veluti,

exempli gratia, eft radix nonæ poteftatis , quæ

per duplicem radicis cubicæ extra&tionem po

teft haberi. Sed haud quidem neceffe eft, radices .

iftas excipere; quia regula, a nobis afferenda, pro

extrahenda ex binomiis radice cujufque ordinis

imparis, non eft diffimilis ab illa, quam pro ex

tra&tione radicis cubicæ ex iifdem binomiis pau

lo fuperius attulimus.

*arrâss. 285. Et quidem , jam notavimus fupra * ,

- radicem quamvis ordinis imparis , quæ tantum

radicales quadratas contineat, ad inftar radicis

cubicæ, elici poffe, tam ex binomio, cujus unus

terminus eft rationalis , & alter radicalis, quam

ex binomio, quod utrumque terminum habet

radicalem . Sed cujufcumque formæ fit bino

mium , non aliter quæfita radix ex eo elicietur,

quam fi differentia quadratorum ex terminis ejus

fit poteftas perfe&ta ejufdem ordinis cum illa, de

qua agitur.

286. Referat namque indefinite vm -+- vae

radicem quintam alicujus binomii. Itaque , fi

fiat quinta poteftas ex vm-}- vw , erit (m*

1omm -+- 5ma ) vm -+- ( 5m* + romm + m* ) vm,

binomium ipfum . Jam quadratum prioris ter

minis ( m* -+- iomm + 5m* ) vm eft m* -+- 2om*m

+- 1 1 om3m* -+- 1 oom*m3 + 25mm* 5 & quadra

tum alterius termini ( 5ma + 1omm+ m* ) vm

eft 25m*m -+- 1oom3 ma + 1 1 om*m3 -+- 2omm* -+-

p*. Qugre differentia inter utrumque quadra
£um
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tum erit m5 — 5m4m -+- 1 om3 m* -~ 1om*m3 -+-

5mm4 —• m* 5 quam liquet effe quadrato-cu

5um perfectum, cum radix ejus quadrato-cubi

ca fit m— m.

287. Nifi ergo binomium propofitum , tale

fit , ut differentia quadratorum ex terminis ejus

fit poteftas perfeéta ejus ordinis , de quo agitur,

elici exinde nequit radix optata. Ubi autem ta

le extiterit binomium , & adhuc unus ejus ter

minus fuerit rationalis,& alter radicalis;extrahe

tur ex eo quæfita radix in hunc modun. Capia

tur primo , tum radix optata proxime major bi

nomii propofiti , cum radix non diffinilis vera

differentiæ quadratorum , quæ fiunt ex terminis

ejufdem binomii ; & harum radicum pofterior

per priorem dividatur.

288. Deinde , fi terminus rationalis-major

fuerit termino radicali , addatur quotiens • qui

exinde oritur , cum eadem illa radice proxime

majore . Et fiquidem fummæ hujus capiatur fe

miffis fine fraétione , a cujus quadrato fubduca

tur radix, de qua agitur, prædictæ quadratorum

differentiæ 5 erit femiffis ille pars rationalis , &

radix quadrata refidui , inde orti , pars radicalis

quæfitae radicis.

289. Quod fi vero terminus rationalis minor

fuerit termino radicali; tunc, qui ex ea divifione

producitur quotiens, fubducatur ex radice illa

proxime majore . Et fiquidem refidui hujus ca

piatur adhuc femiffis fine fra&ione , cujus qua.

drato addatur radix,de qua agitur,prædi&tæ qua

dratorum differentiæ; erit rurfus femiffis ille pars

rationalis , & radix quadrata fummæ, inde ortæ,

pars radicalis optatæ radicis.

29©•
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29o. In utroque porro cafu duæ iftæ partes

afficiendæ funt iifdem omnino fignis, quibus

termini propofiti binomii reperiuntur affe&i.Jam

* art.134. enim monuimus fupra * , quod ubi binomium

unum habet terminum rationalem , & alterum

radicalem ; etiam radix impar illius confta

re debet ex duabus partibus, altera rationa

li , & altera radicali . Nunc autem fubjungimus,

quod quo figno afficitur in binomio terminus

rationalis , eodem afficienda eft quoque pars ra

tionalis in quæfita radice 5 & fimiliter quo fi

gno eft affe&tus in binomio terminus radicalis,

illud idem in radice parti radicali debet etiam

adfcribi.

291. Extrahenda fit igitur radix quinta ex

binomio 41 + 29v2 . Quoniam 29v2 valet cir

citer 4 1 , erit totius binomii valor fere 82 ;

adeoque ejus radix quinta proxime major erit 3.

Quumque differentia quadratorum ex terminis

propofiti binomii fit unitas,erit eius radix quin

ta fimiliter unitas : & propterea , divifa unitate

per 3 , fiet quotiens 1 : 3 . Jam terminus ratio

nalis 41 minor eft termino radicali 27v2. Qua

*art.x89. re , juxta regulam * traditam , quotiens ille

1 : 3 fubducendus eft ex radice quinta proxime

majore 3 ; eritque i refidui femiffis fine fraétio

ne. Denique quadrato hujus femiffis, quod eft

etiam 1 , addatur radix quinta prædi&tæ qua

dratorum differentiæ, quæ fimiliter eft 1 ; quum

que fumma fit z , erit 1 + v2 radix quinta quæ

fita.

292. Extrahenda fit etiam radix feptima ex

binomio 568 + 328v3 . Quoniam 328v 3 valet

circiter 568, erit totius binomii valor fere 1 1 36;

proin
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proindeque ejus radix feptima proxime major

erit 3 . Et quoniam differentia quadratorum ex

terminis propofiti binomii eft 1 28, cujus radix

feptima eft 2; dividatur 2 per 3, & fiet quotiens

2 : 3. Unde porro , quia terminus rationalis

568 hic etiam minor eft termino radicali 328v35

juxta regulam * traditam quotiens ille 2 : 3

fubducatur ex radice feptima proxime majore 3,

& erit i refidui femiffis fine fraétione. Denique

quadrato hujus femifis , quod eft etiam i , ad

datur radix feptima prædiétæ quadratorum dif

ferentiæ , quæ erat 2 ; quumque fumma fit 3,

erit 1 + v3 radix feptima binomii propofiti.

293. Cæterum hic etiam notare oportet,

quantitatem , quæ per hanc regulam invenitur,

tunc demum effe radicem quæfitam , quum hæc

ex propofito binomio extrahi poteft; nam fiqui

dem propofitum binomium radicem non admit

tat, nec item inventa quantitas erit ' ejus radix

optata. Sed hic quoque non aliter id cognofce

re licet , quam rei periculo inftituto . Neque

enim , in extrahenda radice ordinis imparis ex

aliquo binomio, certo definiri poteft , num ra

dix illa extrahi queat , necne. Nani , etfi , quum

differentia quadratorum ex terminis ejus non eft

poteftas perfe&ta ejufdem ordinis cum illa , de

qua agitur , ea elici non poffit ; non hinc tamen

extrahi viciffim fempcr poterit, quum differen

tia illa prodit illius ordinis poteftas perfe&ta.

294. Sed quod dicimus, non poffe cxtrahi

radicem ex binomio , quum differentia quadra

torum ex terminis ejus non eft poteftas perfe£ta

illius ordinis , de quo agitur ; hoc ita etiam 9
portet intelligatur, ubi quæfita radix non alias

ra

*4ft.z 89•
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radicales ', quam quadratas , debet continere.

Nam , fi qualitatis radicalium nulla ratio velit

fiaberi, extrahi quandoque poterit optata radix,

etiam ex binomio, in quo differentia quadrato

rum ex terminis ejus non eft poteftas perfeéta iI

1ius ordinis . Multiplicentur etenim termini ip

fius per eam illius differentiæ poteftatem , quam

defignat exponens ordinis , primo minutus uni

tate una, & deinde dimidiatus ; & novum habe

bitur binomium , in quo differentia quadrato

rum ex terminis ejus poteftas erit perfe&ta illius

ordinis,de quo agitur. Unde, fi ex novo ifto bi

nomio quæfita radix extrahi poffit, eadem divifà

per radicem cognominem illius quantitatis, quæ

vices geffit multiplicatoris , prioris binomii ra

dicem exhibebit.

295. Atque hoc artificio extrahi etiam

quandoque poterit quæfita radix , tam ex bino

mio , cujus termini fra&tiones involvunt , quam

ex binomio , cujus uterque terminus eft radica

lis . Nimirum , fi multiplicationis ope in primo

cafu tollantur fra&tiones , in fecundo vero unus

ex terminis propofiti binomii reddatur rationa

lis . Nam in utroque cafu, fi novi binomii radix

illius ordinis, de quo agitur; dividatur per radi

cem cognominem ejus quantitatis , quæ geffit

vices multiplicatoris ; fiet quotiens hujus di

vifionis radix binomii propofiti. Sed hæc omnia

exemplis illuftrare fupervacaneum exiftimamus;

quum non diffimilia fint ab iis , quæ in extra

£tione radicis cubicæ fuperius adnotavimus.

296. Potius rationem allatæ regulæ juvabit

fic breviter innuere. Nimirum , fi a -+- vbc re

ferat radicem extrahendam , fitque terminus ra

tio
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tionalis a major termino radicali vbc ; fiet a3 —,

bc radix prædi&tæ quadratorum differentiæ:quæ,

divifa per a + vbc , dabit pro quotiente a —•

vbc . Sed , ficuti quotiens ifte , additus cum

a + vbc , dat fummam 2a , cujus femiffis eft pars

rationalis a;ita,fi ab hujus quadrato a* fubduca

tur a* — bc,remanebit bc, cujus quadrata radix

eft pars radicalis vbc.Quare,fi loco ipfius a +vb

fumatur radix proxime major ; ob fra&tionem,

quæ negligitur , adhuc eodem artificio quæfitae

radicis partes invenientur.

297. Quod fi autem in affumpta radice a -+-

vbc terminus rationalis a minor fit termino ra

dicali v^bc; fiet bc •-• a* radix prædi&tæ quadra

torum differentiæ : quæ quidem fi dividatur per

a -+- vbc, vel, quod idem eft, per vbc -+- a,habe

bitur quotiens vbc— a. Quemadmodum au

tem quotiens ifte fubtra&tus ex vóc -+- a , relin

quit 2a , cujus femiffis cft pars rationalis a ; ita,

fi hujus quadrato aa addatur bc— a* , orietur

fumma bc , cujus quadrata radix eft pars radica

lis vbc. Quare, fi loco ipfius a + vbc capiatur

radix proxime major ; ob fra&tionem , quæ ne

gligitur, adhuc eadem operandi ratione quæfitæ

radicis partes habebuntur.

V. Gemeffs , &• calculas radicalium ami

verfalium.

298. St & alia fpecies quantitatum ra

dicalium , quæ dicuntur univer

fales . Oriuntur eæ, quum ex aliquo binomio,

per regulas, ha&tenus traditas , quæfita radix ex

trahi nequit. Tunc enim defignabitur radix il
2'wm.I. Í la,
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la , adhibito figno alio radicali , quod ad utrum

que binomii terminum fe extendat. Hincque fa

&um , ut eadem illa radix radicalis univerfalis

ab Algebriftis diceretur. Ita ex 2 +- v6 quadra

ta radix elici nequit. Quare exprimetur ea per

radicalem iftam univerfalem v ( 2 -+- v6 ). Et,

ob eandem rationem , quum ex i + v2 extrahi

nequeat radix cubica , crit radicalis ifta univer

falis v3 ( 1 + v2 ) cubicæ ejus radicis expreffio.

299. Hujufmodi radicales , raro accidit , ut

ad calculum poni debeant. Interim , fi quando

que contingat id fieri , fciendum eft , calculum

ipfarum iifdem omnino regulis peragi poffe,qui

bus aliarum radicalium calculus peragitur . lta

que duplum , triplum , aut quadruplum radica

lis univerfalis v ( 2 -+- v6 ) non aliter defignabi

tur , quam per 2v ( 2 -+- v6 ) , 3v ( 2 -+- v6 )

4v ( 2 -+- v6 ). Et quantitates illæ,extra fignum

exiftentes,quæ hic etiam dicuntur coefficientes,

collocabuntur intra fignurn , fi eve&tæ ad pote

ftatem , ab exponente figni denominatam , mul

tipliccntur per omnes illas, quæ fub figno repe

riuntur. Qua ratione 2v ( 2 -+- v6 ) idem erit,

ac v ( 8 -+- 4v6 , five etiam v ( 8 -+- v96). Pa

riterque 2 v3 ( 1 + v2 ) perinde valebit , ac

v3 ( 8 -+- 8v2 ), five etiam v3 ( 8 -+- vi 28 ).

3oo. Præterea radicales univerfales reducun

tur ad fuos terminos fimpliciores,coliocando ex

tra fignum quicquid rationale fimul,& commune

extat in quantitatibus , fub figno exiftentibus.

Sed,ad id facilius dignofcendum,præftat prius,ad

•art.is 1. fimpliciores fuas expreffiones*revocare radicales,

1 S2. • quæ fub figno univerfali reperiuntur. Sit enim

au fimpliciores fuos terminos reducenda radica

- - - lis
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lis univerfalis v ( 8 + v96). Quoniam v96 pe

rinde valet , ac 4v6 ; erit v ( 8 -i- v96) idem, ac

v ( 8 +4v6). Unde , quia maximus communis

divifor numerorum 8 , & 4 , ex quo radix qua

drata*elici poteft , eft ipfe numerus 4: proinde,

collocata radice ejus extra fignum, fiet 2v ( 2 -+-

v6 ) quantitas propofita , ad fimpliciores fuos

terminos redu&ta.

3o 1. Ulterius in calculo harum radicalium

illud quoque requiritur , ut eæ , in quibus ope

rationes inftitui debent , fint ejufdem denomina

tionis inter fe. Unde , fi radicales offerantur di

verfæ denominationis , neceffe eft, eas ad eandem

denominationem prius revocare. Fit porro hæc

reduétio eadem omnino ratione , qua in radicali

bus fimplicibus abfolvitur . Unde duae iftæ ra

dicales univerfales v ( 2 -{- v6 ) , & v3 ( 2 -+-v3)

reduétæ ad eandem denominationem , fient •

v6 ( 44 + 18v6 ) , & v6 (7 + 4v3 . Sed , fi ad

eandem denominationem reducendæ effent hæ

aliæ duæ radicales v ( 2 -+- v6 ), & v6 ( 3 + v3 ,

habebuntur • loco ipfarum duæ iftae v6 (44-+-

18v6 ) , & v6 ( 3 + v3 ).

3o2. Jam , quantum ad additionem , & fub

tra&ionem radicalium univerfalium , reducendæ

prius funt illæ ad fimpliciores fuas expreffiones.

Nam, fi fubinde redu&tæ reperiantur habere ean

dem fub fignis radicalibus quantitatem ; fiet ad

ditio , vel fubtra&tio, addendo, vel fubtrahen

do coefficientes ipfàrum. Quod fi vero habeant

fub fignis quantitates diverfas ; tunc non aliter

addi poterunt fimul , vel a fe invicem fubtrahi,

quam figno + , vel — adhibito. Ita, fi radica

les univerfales , fimul addendæ , vel a fe mu

l 2 ¢uQ

*art.1S4.

°art.15$.
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tuo fubducendæ , fint v ( 5o + v375o ) , &

v ( 8 -+- v96 ) ; erit fumma quidem 7v ( 2 +

v6 ), refiduum vero 3v ( 2 + v6 ) ; quia redu

&ae ad fimpliciores fuos terminos fiunt 5v ( 2 -+-

v6 ),& 2v ( 2 -+- v6 ). Sed,fi addi debeant•(imul,

vel e fe invicem fubtrahi radicales univerfalesv(8

+ v96) , & v ( 4+ v32 ); fumma quidem erit

v ( g -+- v96)-+- v (4+ v32 ) , refiduum vero

v ( 8 + v96 ) - v ( 4*+- v32 ) ; quandoqui

dem, fi reducantur ad fimpliciores fuos termi

nos, una fiet 2v ( 2 -+- v6 ) , & altera evadet

2v ( i +v2 ).

3o3. Quantum vero ad multiplicationem, &

divifionem radicalium univerfalium , nulla opus

eft earum ad fimpliciores fuas expreffiones redu

êtione ; fed fatis erit, per fe mutuo multiplicare,

vel dividere, tum coefficientes ipfarum , fi quos

habent , cum quantitates , fub fignis earundem

exiftentes. Qua ratione id , quod producitur,

multiplicando 2v ( 3 + v3 ) per 5v ( 2 + v2 ),

erit 1 ov (6 + 2v3 + 3v2 -+- v6 ). Nam , ficu

ti ex multiplicatione coefficientium 2 , & 5,

producitur 1 o 5 fic ex multiplicatione quanti

tatum , fub fignis exiftentium, 3 +v 3 , & 2 -+-

v2 , oritur quantitas 6 + 2V3 + 3v2 -+- v6. Et,

ob eandem rationem , quotiens , qui gignitur,

dividendo 1 2v (8 + v5o) per 2v ( 3 + v2 ),erit

6v ( 2 -+- v2 ). Nam , ficuti ex divifione coeffi

cientium 1 2 , & 2 producitur 6 ; ita ex divifio

ne quantitatum,fub fignis exiftentium,8+ v5o,

& 3 + v2 , oritur quantitas 2 + v2.

3o4. Nulla etiam opus eft redu&ione ad

fimpliciores iuos terminos, quum radicales uni

vcrfa.es ad poteftatem aliquam funt elevandæ;

- - - quum
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quum fatis fit, ad poteftatem illam evehere, tam

coefficientes ipfarum , fi quos habent , quam

quantitates , exiftentes fub fignis earundem. Ita,

fi radicalis univerfalis 3v3 ( 2+v7 ) elevanda fit

ad quadratum , fiet quadratum iftud 9v3 ( 1 1 -+-

4v7 ). Nam , ficuti quadratum coefficientis 3.

eft 95 ita quadratum quantitatis 2 + v7 , fub fi

gno exiftentis , eft 1 1 + 4v7. Et fimiliter , fi

radicalis univerfalis 2v ( 2 -+- v6 ) elevanda fit

ad cubum,fiet cubus ifte 8v ( 44 -+- 1 8v6.Nam,

ficuti cubus coefficientis 2 eft 8; ita cubus quan

titatis , fub figno exiftentis, 2 + v6 eft 44+

I 8v6.

3o5. Denique,nec item requiritur redu&io

ulla ad fimpliciores fuos terminos, ubi ex radi

cali aliqua univerfàli radix quævis extrahi de

bet ; quum fatis fit , radicem illam elicere , tam

ex ejus coefficiente , fi quem habet , quam ex

quantitate , fub radicali figno exiftente . Qua

ratione quadrata radix radicalis univerfàlis

9v3 ( 1 1 + 4v7 ) eft 3v3 ( 2 + V7. Nam, ficuti

quadrata radix coefficientis 9 eft 3 3 fic quadrata

radix quantitatis 1 1 + 4v7,fub figno exiftentis,

eft 2 -+-v7.Pariterque radix cubica radicalis uni

verfalis 8v ( 44 -4- 18v6 ) erit 2v ( 2 + v6).

Nam , quemadmodum radix cubica coefficientis

8 eft 2 ; ita radix non diffimilis quantitatis , fub

figno exiftentis , 44 + 18v6 eft 2 + v6.

3o6. Quod fi radix optata elici nequeat, fi

. ve ex quantitate , fub figno exiftente , five ex

coefficiente radicalis univerfalis ; tunc, repofito

coefficiente intra fignum, fatis erit, multiplicare

exponentem figni radicalis per exponentem

quælitæ radicis. lta, fi quæratur quadrata radix
- 3 Tá•



m 3 4 ALGEBRÆ ELEMENTORllM

radicalis univerfalis av3 ( 2 -+- v6 ) • ea nec e x

coefficiente 2, nec ex quantitate, fub figno exi

ftente , 2 +v6 elici poterit. Quare , collocato

intra fignum coefficiente 2 , & multiplicato in

dice figni 3 per indicem quæfitæ radicis 2 , fiet

v6 ( 16+ 8v6) radix quæfita. Et fimiliter , fi

ex radicali univerfali 8v ( 1 + v2 ) extrahenda

fit radix cubica , ea ex coefficiente 8 elici qui

dem poterit , fed non item ex quantitate , fub

figno exiftente , 1 -+- v2 . Quare , extra&a illa

ex coefficiente , & multiplicato indice figni ra

dicalis 2 per indicem quæfitæ radicis 3 , fiet

2v6 ( i + v2 ) radix optata.

3o7. Cærerum nolo hic reticere , quod be

neficio radicalium univerfalium , eadem illa re

*art.259• gula, fuperius * tradita , extrahi poffit quadra

ta radix ex quocumque binomio.Oporteat enim,

quadratam radicem elicere ex binomio 8+-v3 2.

Quoniam differentia quadratorum ex terminis

ejus eft 32 , erit 4v2 quadrata radix hujus dif

ferentiæ. Unde fi ea , addatur primo termino

rationali 8 , & deinde ex eodem fubducatur ;

erit 4 + 2v2 fummæ femiffis , & 4— 2v2 fe

miffis refidui : proindeque quadrata radix pro

pofiti binomii erit v ( 4-+-2v2 )-+- v ( 4-2v2).

Interim fatendum hoc loco eft , quod exhiben

do quæfitam radicem in hunc modum , qui fit

valor ejus, multo difficilius intelligitur, quam fi

dicamus , eam extrahi non poffe, & exhibeamus

eandem per unicam radicalem univerfàlem hoc

paéto v (8+ v32 ).

CA
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*r C A P ü T , IV.

Natura qaamtitatam imagimariaram.

3o8. Ertinet ad hunc locum do&rina

de quantitatibus imaginariis , ut

quæ fuam ex extra&ione radicum originem

babentes , fimiliter velut quantitates radicales

debent haberi. Quantitates iftae imaginariæ funt

maximi ufus in Mathefi,ob eandem illana impof

. fibilitatem , per quam vulgo dicuntur imagina

riæ - Limites namque ejus , quod poffibile eft,

per ipfas nobis innotefcunt ; & quoufque id,

quod femel evadit impoffibile, fubinde perfe

verat, ab iifdem etiam edocemur. Itaque de hu

jufmodi quantitatibus paulo accuratius agen

dum nobis erit: quem in finem primo in earum

naturam , ac indolem fedulo inquiremus 3 tum,

qua ratione calculus earundem peragi debeat,

breviter oftendemus.

I. Gemeff, qaamtitatam imaginariaram.

3o9. R. Adices ex quantitatibus extrahi

V. non poffunt, non modo quum

quantitates non funt poteftates perfeétæ ejus

ordinis, de quo agitur ; verum etiam quum tali

figno afficiuntur,ut qua ratione produci queant,

intelligi non poffit. Sic ex quantitate ab elici

nequit quadrata radix ; quia ipfa quantitas ab

non eft quadratum perfe&um. Sed quadrata ra

dix quarititatis negãtivæ- a*, nec item poteft

I 4 ha
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• 4*f•3 6.

. -

Haberi; quia quantitas ifta , velut negativa , in

telligi non poteft, qua ratione producatur.

3 i o. Si enim quantitatem infpicias , omni

prorfus figno denudatam , diceres effe a quadra

tam radicem ipfius ; at ubi eam cofideras , velut

affe&tam figno —, pro ejus latere a nullum com

peries fignum , ut ex illius in fe ipfum multipli

catione negativa illa quantitas poffit oriri. Non

enim affici poterit figno -+- 5 quia , multiplican

do + a per + a producitur + a*. Sed nec etiam

licebit, latus illud afficere Ggno— 5 quandoqui

dem , fi multiplicetur -- a per •-• a , per regu

lam multiplicationis , fuperius * traditam •

adhuc producitur -+- a*.

3 1 1. Facienda eft itaque diftin&io inter

poteftates numeri paris , & poteftates numeri

imparis. Ifta: etenim effe poffunt, tum pofitivæ,

quam negativæ. Nam, ficuti oriuntur pofitivæ,

quum radices , ad quas referuntur , funt itidem

pofitivæ; fic per contrarium prodeunt negativæ,

quum ipfæ etiam radices negativæ affumuntur.

Sed illæ nonnifi pofitivæ effe poffunt ; quando

quidem , tam quantitatum pofitivarum , quam

quantitatum negativarum poteftates numeri

paris pofitivæ femper oriuntur.

3 1 2. Hac ratione cubus quantitatis pofiti

væ a eft quantitas itidcm pofitiva a3 , & cubus

quantitatis, negativæ— a eft quantitas fimiliter

negativa — a3. Nam, ficuti , multiplicando a

bis per fe ipfam , producitur a3 ; fic erit •-• J3

id » quod producitur , multiplicando •— a bis

per fe ipfam. Sed quadratum, tam quantitatis

pofitivæ a , quam quantitatis negativæ- a, eft

quantitas pofitiva a*. Nam, per regulam multi

pli
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plicationis , fuperius • traditam , producitur * art.36.

femper a* , five multiplicetur a per a , five -• a -

per -• a. I.

3 1 3. Atque hinc difcimus primo , radices

ex poteftatibus numeri imparis extrahi poffe,

quocumque figno fint affeétæ , hoc eft , tam fi

fint pofitivæ , quam fi fint negativæ ; fed non

item ex poteftatibus numeri paris, quum ex

iftis tunc demum radices extrahi queant , ubi

ipfæ poteftates funt pofitivæ . Difcimus fecun

do , radices, quæ referuntur ad poteftates nu

meri imparis , effe femper ejufdem naturæ cum

ipfis poteftatibus ; hoc eft pofitivas, vel negati

vas,prout poteftates ipfæ funt pofitivæ , vel

negativæ. Difcimus demum , poteftates pofiti

vas numeri paris duas radices habere , unam po

fitivam , & alteram negativam : adeo, ut ea, quæ

deeft poteftatibus negativis numeri paris , ac-,

crefcat iis , quæ funt pofitivæ.

3 1 4. Ut ergo ad id , quod'erat præcipuum;

redeamus, impoffibilitas , quæ in extrahendis

radicibus occurrit , ex duplici quidem capite

poteft oriri. Primo ex eo , quod quantitas pro- •

pofita non eft poteftas perfe&ta ejus ordinis , de

quo agitur. Et deinde ex eo, quod oblata quan

titas eft negativa , & quæfita radix refertur ad

poteftatem numeri paris . Utroque cafu defi

gnant A'gebriftæ radicem extrahendam , præfi

gendo quantitati fignum radicale , cujus index

radicem illam oftendat . Nam, ficuti radicem

quadratam , quæ elici nequit ex ab , exprimunt

per vab 5 ita quadratam radicem , quæ erui non

poteft ex- a* ratione negationis » defignant

perv^-*a3.
.-"

31 £
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3 1 5. Jam impoffibilitas , quæ in extrahen

dis radicibus oritur ex primo capite , occafio

nem præbuit Algebriftis, ut diftinguerent quan

titates in commenfurabiles, feu rationales , &

incommenfurabiles, feu radicales . Ex impof

fibilitate autem, quæ in eadem radicum extras

&ione oritur ex fecundo capite , nata eft alia

quantitatum diftin&tio, qua fit , ut quædam fint

reales , hoc eft vere, ac realiter exiftentes 5 quæ

dam vero imaginariæ , hoc eft, quæ tantum fin

guntur , ac imaginantur .

3 16. Id quum ita fit, perfpicuum eft, quan

titates imaginarias effe radices numeri imparis,

extrahendas ex quantitatibus negativis; eafdem

que tale nomen fortitaseffe,quia non funt quan

titates vere, ac realiter exiftentes, fed tantum fi

&titiæ, ac ideales.Jnm, fi vulgus confulas Algc

briftarum , vix aliud circa impoffibilitatem ha

rum radicum ab iis edoceberis, quam quia intel

ligi non poteft, quo figno affici debeant , ut

producant poteftates, ad quas referuntur.

3 17. Verum hæe ratio evincit quidem im

poffibilitatem hujufmodi radicum; fed unde nam

proprie ea oriatur, minime nobis oftendit. Co

nabimur ergo,aliam hic nos rationem afferre,quæ

fiarum radicum impoffibilitatem in propatulo

ponat. Quumque alia hæc ratio ex natura quan

titatumpofitivarum , ac negativarum , velut ex

fonte fuo proprio , fit deducenda ; hanc prius

oportet ut paulo clarius oftendamus.

11. AV4=
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11. AVatara qaamtitatam pufftivarum , &*

negativaram.

3 18. Iximus fuperius • , quantita- *art. 1*1.

tes pofitivas effe illas , quas fe

gnum+ præcedit ; quantitates vero negativas,

quæ figno — afficiuntur . Sed eodem in loco

explicuimus etiam , quo pa&to verum effe poffit

illud , quod vulgo dicunt Algebriftæ, quanti

tates pofitivas effe nihilo majores, quantitates

vero negativus effe nihilo minores : nimirum,

quia, zero feu nihil, quantitatibus additum, ea

rum valorem , nec auget, nec minuit ; adeoque

dicendum eft nihilo majus, quod potis eft, alicu

jus quantitatis valorem augere ; & viciffim nihi

Io minus, quod per contrarium quantitatis ali

cujus valorem minuere valet.

3 i 9. Hinc vero confequitur,quantitates di

cendas effe negativas , non quidem in fe ipfis

confideratas , fed relate ad eas , de quibus ne

gant valorem fuum . Verum hoc facile quidem

intelligitur, quum negativæ quantitates adhæ

rent aliis pofitivis, quæ ipfis funt majores ; fed

non æque facile concipi poteft,, quum eædem

quantitates negativæ,vel folæ ponuntur , vel

adhærent quantitatibus aliis pofitivis, quæ ipfis

funt minores . Quid enim fignificet expreffio

ifta 7 — 5 , nemó non videt. Per eam nanique

valor numeri 5 negatur de valore numeri 75

adeoque tantum indicatur valor numeri 2. Sed,

quid fibi velit— 2 , aut 5 — 7 , non ita liqui•

do conftat . Nam in priore cáfu negatio nume

ri 2 ad nullam quantitatem refertur 3 in fg
Q.

1$*•
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FIG. I.

do vero cafu numerus , qui negatur, 7 major eft

illo , de quo negatur , 5.

32o. Itaque illud hic oportet oftendamus,

qua ratione fieri poffit, ut quantitates negati

væ , vel folæ reperiantur , vel adhæreant quan

titatibus aliis pofitivis, quæ ipfis fint minores.ld

explicant Algebriftæ primo , mediantibus debi

tis , & creditis . Quemadmodum enim credita

funt bona pofitiva , quia peculium augent ; ita

debita confiderari poffunt,veluti bona negativa,

quia peculium minuunt . Unde, ficuti , quum

quis centum habet crediti , & quadraginta de

biti, dicimus, peculium ejus effe 1 oo •-• 4o ; ita

viciffim , quum habet quadraginta crediti , &

centum debiti , dici poteft , quod peculium ejus

fit 4o *-• ioo . Et fimiliter , ficuti , quum quis

habet centum crediti , & nihil debiti , dicimus

peculium effe ioo; ita viciffim, quum habet cen

tum debiti , & nihil crediti , dici poteft , quod

peculium ejus valeat •-• ioo.

32 1. Hoc idem explicant quoque motu lo

cali , in quo progreffus dici poteft motus pofiti

vus , quia augct iter confe&tum , & minuit con

ficiendum; regreffus motus negativus, quia per

contrarium minuit iter confe&tum , augetque

conficiendum . Si enim aliquem promoveri fup

ponamus ab A verfus B pedibus quinque , tum

que retrocedere a B ad C pedibus tribus ; dice

mus,eum promotiorem reperiri in C,quam in A,

pedibus 5 — 3. Sed fi retrocedat a B ad D pe

dibus feptem , dicendus eft promotior in D,

quam in A,pedibus 5— 7. Et eadem ratione, fi

aliquis iter confe&turus ab A verfus B , procef

ferit ab A ad C pedibus duobus ; dicemus , re

- - - - fpe
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fpe&u itineris conficiendi, eum promotiorem

effe in C , quam in A , pedibus 2. Sed fi viciffim

retrocefferit ab A ad D pedibus duobus ; tunc

dicendus eft ille promotior in D, quam in A,pe

dibus •-• 2. -

322. Utroque hoc exemplo abunde liquet,

quantitates , quæ dicuntur negativæ , effe pe

rinde reales , quam quæ vocantur pofitivæ ; fed

omne difcrimen inter eas in eo pofitum effe,

quod quantitates negativæ interpretandæ funt

fenfu contrario ei , quo pofitivas quantitates in

terpretamur. Nam , ficuti , quum dicimus, pe

culium alicujus effe 6o, intelligimus, eum tan

tundem in bonis habere , ut fexaginta perfolve

re poffit ; ita viciffim , quum dicimus , alicujus

peculium valere- 6o , fenfus eft , quod ei dc

funt fexaginta , ut dici poffit in neutro ftatu

confiftere. Et fimiliter, ficuti, quum dicimus,ali

quem dati itineris pedum decem confeciffe pedes

4, fenfus eft , eum tali in loco verfari , ut illius

itineris nonnifi fex pedes conficere debeat ; ita

per contrarium , quum dicimus, dati itineris pe*

dum decem confe&tos effe ab aliquo pedes -- 4,

illud ita intelligendum eft , ut conficere debcat

pedes quatuordecim , quo ad præfixam pcrvc

niat metam.

323. In Geometria ergo , ubi quantitates

per longitudines linearum defignantur , fi rc&ta,

verfus plagam aliquam du&a,habeatur,velut po

fitiva; erit negativa , quæ ducitur vcrfus plagam

oppofitam. Ut , fi ex eodem pun&to A ducatur

verfus dextram re&ta AB, & verfus finiftram re

&ta AC, ponaturq; prior AB pofitiva, altera AC

pro negativa habcnda erit . Atque hac rationc,

rC

FIG. z.
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re&tas negativas minuere valorem pofitivarum,

perfpicuum quidem eft . Nam, ficuti re&tæ po

fitivæ DA addendo re&tam fimiliter pofitivam

AB, conficitur DB, major quidem , quam DA;

ita , fi eidem re&tæ pofitivæ DA addatur re&a

negativa AC, conficietur DC minor quidem,

quam DA. Sed liquet etiam, quod , ficuti re&a

pofitiva DA, per appofitionem negativæ AC , o

mnino in nihilum redigitur, quum AC eft æqua

lis ipfi DA ; ita eadem re&ta pofitiva DA , per

appofitionem negativæ AC , evadit negativa •

quum AC eft major quidem , quam DA.

324. Eadem ratione in Arithmetica , ubi

quantitates per numeros exprimuntur, fi nume

ri , qui a zero progrediuntur , habcantur, tam

quam pofitivi 5 erunt negativi , qui viciffim a ze

ro regrediuntur. Et quoniam ifte numerorum a

zero regreffus omnino opponitur progreffui ; li

quet, numeros negativos, additos pofitivis , mi

nuere debere valorem eorum ; adeoque expref

fionem iftam 7 •—• 5 tantundem fignificare, quam

2 . Sed , ob eandem rationem, perfpicuum eft

quoque , numeros pofitivos, per additionem ne

gativorum, poffe omnino in nihilum redigi , fi

fcilicet numeri negativi æquales fuerint pofiti

vis ; & poffe item in negativos abire , fi nempe

negativi, qui adduntur , majores fuerint pofiti

vis , quibus adjiciuntur . Ita 4— 4 perinde va

det, ac zero,feu nihil; & 4—6 idem eft,ac •-• 2.

325. Sed, qua demum ratione numeri nega

tivi poffint effe perinde reales , ac pofitivi ; fcio

equidem, non ita facile concipi poffe. Numero

rum quippe ea communiter ftatuitur natura •

ut, per continuam unitatis additionem, omnes a
£z€•
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vero progrediantur. Unde fi&titii videntur effe

numeri illi , qui viciffim a zero regrediuntur.

Et fane fic ftatui debet , fi numeri confiderentur

in abftra&o , hoc eft, quatenus exiftunt in idcis

noftræ mentis . Sed non idem judicium feren

dum eft , ubi numeri confiderantur in concreto,

rebufque phyficis , ac realibus defignandis ap

plicantur . Tunc enim , præter numeros pofiti

vos, diftinguendi funt etiam numeri negativi; ut

fcilicet per eos defignari poffit ftatus rerum con

trarius ei , quem defignant numeri pofitivi.

326. Ita , fi quæftio fit de elevatione folis

fupra horizontem 5 ad numeros pertinebit, eleva

tionis ejus gradus definire . Sed quoniam eleva

tioni opponitur depreffio, fi numeri pofitivi de

fignant gradus elevationis, defignabunt vicif

fim numeri negativi gradus depreffionis. Unde»

quemadmodum, quum dicimus, folem elevatum

effe fupra horizontem gradibus i o , fenfus eft,

quod fol fupra horizontem affurgit ad altitudi

nem graduum decem ; ita fi dicatur fol elevatus

fupra horizontem gradibus—io,non aliud id fi

gnificabit , quam quod fol gradibus decem infra

fiorizontem depreffus reperiatur.

Ill. Exi/fentia mumerorum megativorum plenius

vindicata .

327. Iximus paulo fuperius • , diftin

&tionem numerorum in negati

vos , & pofitivos locum habere , ubi numeri

confiderantur in concreto, & non in abftra&to;

hoc eft , quum eos ufurpamus , ad defignandas

res phyficas , & realiter exiftentes. Sed id , tan

tUlnm

*art.a**•
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tum abeft, ut exiftentiam numerorum negativo

rum in Arithmetica adftruere videatur,quin po

tius ab ea illos excludit, ac penitus arcet. Nu

meri enim in Arithmetica confiderantur in ab

ftra&to , & non in concreto . Unde , fi numero

rum negativorum ortus ipfis rebus , quas defi

gnant, ferri debet acceptusj nulli plane erunt in

Arithmetica numeri negativi.

328. Huic ergo errori præcavendo , præftat

numerorum naturam , ac indolem paulo accura

tius hoc loco expendere.Nimirum numeri,prout

fubfiftunt in ideis noftræ mentis , nihil fignifi

cant certi, atque diftin&ti. Id autem vel ex eo li

quere poteft , quod quamlibet quantitatem quo

cumque numero indifferenter appellare licebit.

Ulnam enim , exempli gratia , fi velut indivifam

confideremus , nihil vetat, vocare unitatem ; fed

fi eam, velut compofitam ex duabus, tribus , aut

quatuor partibus infpiciamus, poterimus æquo

jure, eandem appellare binarium, ternarium , aut

quaternarium : idque , tam fi partes illæ fint æ

quales , quam fi magnitudine a fe invicem diffe

rant . Nam non minus dicimus duos montes,

quum ii funt æquales , quam quum alter eft al

tero major.

§ 29. Ex eo autem,quod numeri in ideis no

ftræ mentis , nihil fignificant certi , ac abfoluti,

nec ex unitatibus æqualibus conftant ; confe

quitur , eofdem tali pa&to confideratos, nec item

inter fe rationem ullam determinatam habere .

Itaque inter binarium , & ternarium, prout fub

fiftunt in mente noftra, nulla erit certa, ac deter

minata ratio . Aliter enim omnis quantitas ad

omncm aliam quantitatem poterit quamcumque

Ta
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rationem habere; quia, ut jam diétum eft *, quæ- •„,,., , s.

libet quantitas poteft quocumque numero defi

gnari. Et pari jure , nec binarius additus terna

rio facit quinarium , nec fenarius fubdu&tus ex

denario relinquit quaternarium. -

33o. Id quum ita fit , liquet, numeros ,

prout fubfiftunt in ideis noftræ mentis , non ef

fe obje&um Arithmeticæ . Nam in ea confide

rantur numeri, velut capaces incrementi , ac de

crementi , & ceu determinatam inter fe mutuo

rationem habentes; cujufmodi plane * non funt •., ,.;.;.

numeri , qui animo noftro obverfantur . Unde

fateamur oportet , numeros , quos confiderat

Arithmetica, fuas fortiri proprietates a rerum,

quas defignant, indole, atque natura : adeo, ut fi'

iftæ fint cognomines,ac homogeneæ, in tantum,

ut una alterius adje&tione, aut detra&ione au

geri poffit, aut minui , fimulque collatæ ratio

nem habeant inter fe 5 ipfi etiam numeri iis gau

deant attributis.

33 1. Hinc obiter notari hoc loco poteft,

quantum a vero defle&tant , qui cenfent , lineam

bipedalem, additam alteri lineæ bipedali , idcir

co facere lineam quadrupedalem , quia in ideis

noftræ mentis bis duo funt quatuor . Si enim

ita res effet , linea bipedalis , addita lineæ b pal

mari , pari jure conficere deberet.lineam quadru

pedalem , quadripalmárem , vel utcunque qua

ternario numero denominatam : quod nemo di

xerit fanæ mentis . Si ergo id poftremum ablu

dit a vero, quia numeri in ifto cafu non defi

gnant res homogeneas ; bis duo facient quatuor,

non ex abftraéta numerorum cognitione , fed ex

conditione rerum , quibus applicantur•

7'om.1. K . 332•
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332. Ex quibus omnibus jam illud abunde

confequitur , non poffe numeros ad calculum po

ni, ac inter fe mutuo conferri , nifi ex ideis no

ftræ mentis ad defignandas res vere , ac realiter

exiftentes traducantur. Unde numerorum nega

tivorum exiftentia omnino in Arithmetica debet

admitti. Nam rerum exiftentium nullus dari po

teft ftatus', cui alter oppofitus, ac plane contra

rius non correfpondeat. Quare admittendi funt

numeri negativi , ut per cos defignari poffit fta

tus rerum contrarius ei , fub quo per. numeros

pofitivos primo fub contemplationem cadunt.

333. Quod autem paffim dici folet,numeros

in Arithmetica confiderari in abftra&to , & non

in concreto; illud ita intelligi debet , quod de iis

fubinde agunt Arithmetici , ut omnes omni

no res , quæ funt cognomines , ac homogeneæ,

fimul exhibeant . Atque hoc vel ex eo liquere

poteft , quod univerfalis illa, & abftraéta Mathe

maticorum Arithmetica multum differt ab Arith

metica vulgi , Hæc enim contemplatur nume

ros , prout primo infunt in ideis noftræ mentis,

nec ideo eft follicita de qualitate unitatum , ex

quibus numeri cenfentur compofiti. Sed Arith

metica Mathematicorum, a rebus ad animum rur

fus numeros revocans , non aliter, quam æqua

les, unitates in iis agnofcit.

334. Nimirum Mathematici , quum de nu

meris generatim edifferunt , avocant rurfus eos

a rebus ad mentem, fed relinquunt in iis attribu

ta illa , quæ ipforum ad res homogeneas appli

catione femel fortita fuerunt. Itaque unitatem,

cx cujus repetita additione numeros oriri con

cipiunt , ponunt femper eandem , ac immuta

£am;
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tam:quo fit,ut numeri ipfi fimul addi, fubtrahiq;

a fe invicem poffint ; & inter fe, collati, certami,

determinatamque habeant rationem. Sed, ficuti

hæc omnia manent numeris, ubi rurfus a rebus

ad animum redeunt ; ita & ipfa numerorum di

ftin&io in pofitivos , & negativos quoque ma

neat neceffe eft,

335. Cæterum ex eo, quod fejungi nequeat

a numeris ratio pofitivi , ac negativi , iflud mo

do colligi poteft, quod in multiplicatione nu

merorum ille,qui vices gerit multiplicatoris,non

folum oftendere debet , quoties numerus multi

plicandus fumi debeat, verum etiam, in quo fta

tu fit reponendus relate ad eum , in quo jam re

peritur : adeo, ut vera multiplicationis idea hæc

erit , ut numerus multiplicandus toties colloca

ri debeat in ftatu , a multiplicatore defignato,

quot unitates continet ipfe multiplicator. Unde,

fi tam multiplicandus , quam multiplicator fue

rit negativus,collocandus ille erit in ftatu,qui fit

negativus negativi , hoc eft in ftatu pofitivo : &

proinde id, quod oritur ex multiplicatione duo

rum numerorum negativorum , erit pofitivum,

& non negativum.

336. Similiter in divifione numerorum ille,qui

vices gerit diviforis, non folum oftendere debet,

quota pars numeri dividendi capi debeat, verum

etiam in quo ftatu pars illa fit collocanda relatc

ad eum , in quojam reperitur : adeo, ut vera no

tio divifionis hæc erit , ut nuineri dividendi ea

pars collocari debeat in ftatu, defignato a divifo

re, quam divifor ipfe denominat fuis , quas con

tinet,unitatibus. Unde, fi tam dividendus,quam

divifor fuerit negativus , collocanda erit pars
- K 2 illa
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- illa in ftatu, qui fit negativus negativi , hoc ef?

in ftatu pofitivo : & propterea id , quod oritur

ex divifione duorum numerorum negativorum,

erit pofitivum, & non negativum.

IV. ®uid proprie fit radicam extraííio , quodve

criterium proportionis.

337• E Xplicata natura quantitatum po

fitivarum, ac negativarum; haud

difficile modo erit, oftendere impofIibilitatem

earum quantitatum , quæ vulgo dicuntur imagi- .

nariæ. Et quoniam hujufmodi quantitates fuam

originem • trahunt ab extraétione radicum ordi

nis paris ex quantitatibus negativis ; juvat prius

adnotare , quod problemata de radicibus extra

hendis fint eadem omnino cum iis, in quibus in

ter duas datas quantitates unam , aut plures me

dias proportionales oportet invenire. Nam, pro

fe&to reperitur una media proportionalis , quum

extrahenda eft radix quadrata ; reperiuntur duæ

mediæ proportionales,quum quæftio eft de radi

ce cubica ; tres mediæ , quum agitur de radice

quadrato-quadrata ; atque ita deinceps.

338. ' Neque vero difficile id erit oftendere.

Sit enim primo extrahenda quadrata radix ex

numero i o . Dico , perinde effe, ac fi quæratur

media proportionalis inter unitatem , & ipfum

numerum 1 o . Ponatur fiquidcm , quod x fit

media ifla proportionalis ; & eo res redit , ut o

ftendamus , quantitatem x , du&tam in fe ipfam,

producere numerum 1 o. Id vero liquet abunde,

Nam , quum 1 fit ad x, ut x ad 1 o; erit quoque,

ut i ad xx , ita u ad uo ; adeoquc , quia in omni

pro

*4rf.3 1 6.
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proportione produétum mediorum eft æquale

produ&to extremorum , erit xx , hoc eft quadra

tum ipfius x æquale dato numero i o.

339. Sit fecundo elicienda radix cubica ex

eodem numero 1 o. Dico , perinde effe , ac fi

quæratur prima ex duabus mediis proportiona

libus inter unitatem,& ipfum numerum 1 o. Po

natur fiquidem , quod x fit prima earum me.

diarum proportionalium;jamque eo res redit,ut

oftendamus , cubum quantitatis x æqualem effe

numero I o.ld vero oftendemus in hunc modum.

Quoniam ex hypothefi quantitas x eft prima ex

duabus mediis proportionalibus inter unitatem,

& numerum 1o;erit,ut i ad x3, ita 1 ad io. Un

de,quia in omni proportione produétum ex me

diis æquale effe debet produ&to ex extremis;erit

*3 , hoc eft cubus ipfius x æqualis dato nume

1TO I O.

34o. Sit tertio eruenda radix quadrato-qua

drata ex eodem adhuc numero 1 o. Dico, perin

de effe , ac fi quæratur prima ex tribus mediis

proportionalibus inter unitatem, & ipfum nu

nierum 1 o . Ponatur fiquidem , quod x fit pri

ma earum mediarum proportionalium ; jamque

eo res redit, ut oftendamus , quadrato-quadra

tum quantitatis x æquale effe numero io . Id

vero oftendemus hac ratione. Quoniam ex hy

pothefi quantitas x eft prima ex tribus mediis

proportionalibus inter unitatem , & numerum

uo ; erit , ut 1 ad x4 , ita 1 ad ro . Eft autem

in omni proportione produ&um ex mediis æqua

le produ&o ex extremis . Itaque erit x4 , hoc

eft quadrato-quadratum ipfius x æquale dato

QUIITICIO 1 Q.

Κ g 341•
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341. Non diffimiliter oftendetur , invenien

dam effe primam ex quatuor mcdiis proportio

nalibus inter unitatem , & datum numerum in

extra&ione radicis quintæ ; primani ex quinque

mcdiis in extraétione radicis fextæ ; primam ex

fex mediis in extra&ione radicis feptimæ ; atque

ita deinceps.Quæ omnia exinde dependent,quod,

ficuti trium quantitatum proportionalium pri

ma ad tertiam duplicatam habet rationem primæ

ad fècundam ; ita, fi quotcumque fuerint quan

titates continue proportionales, prima ad ulti

mam rationem habebit toties multiplicatam pri

mæ ad fecundam , quot funt ipfæ quantitates,

una dempta.

342. Jam , quum problemata de radicibus

extrahendis non differant ab iis,in quibus unam,

aut plures medias proportionales inter duas da

tas quantitates oportet*invenire; non alia melio

re ratione oftendi poterit impoffibilitas earum

quantitatum , quæ dicuntur imaginariae , quam

oftendendo inter quantitatem pofitivam , &

quantitatem negativam poffe quidem reperiri

numerum parem mediarum proportionalium,hoc

eft duas , quatuor, fex ; fed non item numerum

imparem , puta unam , tres, quinque . Nam o

art. 3 1 6. riuntur*quantitates imaginariæ, quum ex quan

titatibus negativis extrahendæ funt radices nu

*art.337• meri paris ; hoc * eft , quum inter quantitatem

pofitivam , & quantitatem negativam impar

numerus mediarum proportionalium debet in

veniri.

343. Ad hoc autem oftendenduni , neceffe

eft, certum in primis criterium ftatuere, quo me

diante nullo negotio cognofci poffit , num qua

tuor '
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tuor quantitates fint proportionales , nec ne.

Neque enim ea , quæ paffim afferuntur , poffunt

huic rei oftendendæ ufui nobis effe ; quum

omnia fupponant , quantitates , quæ comparan

tur inter fe mutuo , effe unius, ejufdemque fta

tus ; hoc eft , vel omnes pofitivas , vel omnes

negativas . Operæ pretium eft ergo, aliud fan

cire criterium, quod etiam ad quantitates diver

fi ftatus fe extendat ; nec vereor dicere , quod

hujus defe&tu do&rina ifta femper difficultati

bus, iifque graviffimis , fuerit obnoxia.

344. Et quidem vera notio proportionis

hæc eft , ut tunc quidem dicendæ fint propor

tionales quatuor quantitates , quotiefcumque

antecedentes refpe&u fuorum confequentium

eadem lege progrediuntur. Hinc autem effici

tur, ut non aliud ftatui poßit generale criterium

proportionalitatis, quam ut dicamus , propor

tionales effe quatuor quantitates , quotiefcum

que , quicquid efficitur ab uno antecedentium,

ut confequentem fuum adæquet , id omne fieri

debet âb alio antecedente , ut confequenti fuo

aequalis quoque oriatur. $. fane criterium

nulla eget ulteriore demonftratione , quum ex

ipfà proportionis idea fponte fua confequatur.

345. Hujus itaque criterii ope , difcimus

primo , quatuor quantitates 2 , 6 , *-* 4 , •-• 1 2.

proportionales effe ; quia, ficuti antecedens 2

fumi debet ter in ftatu fuo , quo confequentem

6 , ad quem refertur, adæquet ; ita antecedens

alter -• 4 fumendus eft etiam ter in fuo ftatu,

quo poffit fuum fimiliter confequentem •—• 1 2

adæquare . Difcimus fecundo , proportionales

effe etiam , tam quantitates 2 , -*6, 4 • - i 2»

4. quam
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quam quantitates- 2, 6,— 4, 1 a 5 quis in

utraque analogia , ficuti antecedens unus fumi

debet ter in ftatu contrario , ut confequentem

fuum adæquet , ita antecedens alter ter quoque

fumendus eft in ftatu contrario,quo fuum etiam

confequentem adæquet. Atque , ob eandem ra

tionem,difcimus demum proportionales effe, tam

quantitates 2 , — 6, -•4 , 1 2 , quam quanti

tates -- 2 , 6, 4,— 1 2 ; quandoquidem in u

traque proportione ambo antecedentes fumi de

bent ter in ftatu contrario, quo fuos poffint

confequentes adæquare.

346. Difcimus, inquam , uno verbo illius

criterii ope , quod fi quatuor quantitates pro

portionales fuerint , qua quantitates ; earum

proportio non perturbatur , fi duæ quævis ca

plantur unius ftatus,& aliæ duæ ftatus oppofiti.

Sed,ejufdem criterii ope,difcimus,proportionem

quatuor quantitatum perturbari , fi ex iis tres

quidem capiantur unius ftatus , & reliqua ftatus

contrarii . Neque enim fubfififtit hæc analogia,

ut 2 ad 6 , ita 4 ad— 1 2 ; nec item hæc alia , ut

-2 ad— 6 , ita — 4 ad 1 2. Nam in utraque

antecedens unus fumi debet ter in ftatu fuo,quo

fuum conf. quentem adæquet ; quum tamen an

tecedens alter fumendus fit ter in ftatu contra

rio , quo fuum fimiliter confequentem poffit

adæquare.

V. Impoffibilitas qaamtitatam imaginariarum ex

proprio fomte dedaffa .

art.346. 347. Oftquam nobis innotuerit*, propor

tionem non fubfißere inter qua

tuOr
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tuor quantitates , quarum tres fint unius fta

tus , & reliqua ftatus oppofiti; haud difficulter

oftendemus veritatem ejus , de quo paulo ante

* locuti fumus , & unde impoffibilitas pendet

quantitatum, quæ dicuntur imaginariæ : nimi

rum, quod inter quantitatem pofitivam,& quan

titatem negativam poffit quidem par numerus

mediarum proportionalium inveniri ; fed non

item numerus iinpar.

348. Nam , quotiefcumque inter quantita

tem pofitivam , & quantitatem negativam duæ

mediæ proportionales proponuntur inveniendæ;

poterit illarum una effe negativa , & altera po

fitiva: ac propterea inter quantitates diverfi fta

tus proportio confiftere . Verumtamen , quum

inter quantitatem pofitivam, & quantitatem ne

gativam una tantum media proportionalis pro

ponitur invenienda, ea impoffibilis erit ; quan

doquidem , five capiatur pofitiva , five negati

va, femper ex quatuor terminis analogiæ tres

erunt unius ftatus , & quarta ftatus contrarii;

nec proinde inter eos ulla poterit effe proportio.

349. Ut fi velim, exempli caufa, inter quan

titatem pofitivam 2 , & quantitatem negativam

— 16 invenire duas medias proportionales, ea

rum una erit— 4, altera 8. Nam , ficuti prima,

ut conficiat fecundam, fumi debet bis in ftatu

contrario ; ita , ut fecunda conficiat tertiam , &

tertia conficiat quartam , fumendæ funt pariter

bis in ftatu oppofito ei, in quojam reperiuntur.

Sed • fi inter quantitatem pofitivam 2 , & quan

titatem negativam— 8 quæratur una tantum

media proportionalis ; ea exhiberi non poteft.

Nam in quocumque ftatu capiatur , non poterit

*art.343:
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adæquare tertiam per id ipfum , per quod ei pri

ma quantitas redditur æqualis.

35o. Eadem omnino ratione oftendemus pa

riter,inter quantitatem pofitivam,& quantitatem

negativam poffe quidem quatuor , fex, aut o&to

medias proportionales inveniri ; fed non item

tres,quinque,aut feptem. Atq;hac ratione jam ex

proprio fuo fonte impoffibilitas earum quantita

tum, quæ dicuntur imaginariæ, dedu&ta mihi vi

.art.3 1 6. detur. Nam,ficuti oriuntur * hujufmodi quanti

tates , quum extrahendæ funt radices ordinis

paris ex quantitatibus negativis ; ita pro ex

*art.337. traétione harum radicum*impar numerus media

rum proportionalium inter unitatem , & propo

fitam qnantitatem debet reperiri.

35 1. Interim nolo hic reticere, impoffibili

tatem quantitatum imaginariarum in eo tantum

confiftere , quod quantitates illæ , nec poffunt:

effe pofitivæ , nec negativæ. Sed non hinc eas

omnino fi&titias dixerim; quia dari poteft tertius

quidam ftatus, qui fit medius inter pofitivum, &

negativum , & in quo quantitates illæ fint repo

nendæ. Et fpeciatim in Geometria non vereor

afferere,quod, ficuti quantitates pofitivæ, & ne

gativæ explicantur per lineas , tendentes ad pla

gas oppofitas ; fic & quantitates, quæ dicuntur

imaginariæ, explicari poffunt per lineas, quæ ad

plagas intermedias tendant. ,

352. Id vel exinde liquere poteft,quod hu

jufmodi quantitates, quæ dicuntur imaginariæ,

fuas habent proprietates , non fecus ac eæ , quas

reales appellamus . Poffunt fiquidem inter fe

mutuo comparari , earumque rationes determi

nari , perinde ac fi effent quantitates veræ,

ôC
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ac reales ., Et quamquam imaginariæ cumreali

bus conferri non poffiut,id tamen abfolutam ea

rum impoffibilitatem minime arguere debet;quia

pofitivæ cum negativis non aliter etiam confe

runtur , quam faciendo , ut analogiæ duo qui

dem termini fint pofitivi , & alii duo plane ne

gativi : quod pariter. in imaginariis locum ha

bere poteß.

353. Hinc obiter notetur hic velim , quod,

quum proportio inter quantitates diverfi ftatus

inftituitur,femper duo termini debent effe unius

ftatus , & alii duo ftatus alterius ; nec fubfiftet

unquam proportio inter eas quantitates , qua

rum tres funt unius ftatus , & quarta ftatus di

verfi . Itaque, ficuti , quum oinnes quantitates ,

inter quas proportio inftituitur, funt reales, ea

rum duæ debent effe pofitivæ, & duæ negativæ;

ita, quum proportio inftituenda eft inter quan

titates , partim reales, & partim imaginarias »

debent ex Ms duæ effe reales, & aliæ duæ ima

ginariæ.

354. Diftin&tio autem quantitatum in po

fitivas , & negativas obtinet etiam , quum ip

fæ quantitates funt imaginariæ ; quandoquidem

imaginaria quantitas , quæ oritur , extrahendo

ex- 2 quadratam radicem , effe poteft , tam

+ v -• 2 , quam —v— 2 . Sed non hinc

putandum eft , quod ubi proportio inftitui

tur inter duas quantitates reales, duafque alias

imaginarias , & ex realibus una fumitur pofi

tiva , & altera negativa ; fimiliter ex imaginariis

una debet effe pofitiva , & altera negativa. Nam

generaliter in hujufmodi proportionibus , quæ

inftituuntur inter quantitate§ reales , & imagi
Ina



1*6 ALGEBRAE ELEMENTORUIM

nariis , tres termini debent effe unius figni, &

quartus figni contrarii.

355. Cæterum , unde fiat , ut radix numeri

paris quantitatis pofitivæ , poffit effe , tum po

fitiva , cum negativa; facile ex di&is colligi po

teft. Ubi enim , exempli gratia , extrahenda eft

quadrata radix ex numero 9 , non aliud fieri

debet , quam invenire mediam proportionalem

inter unitatem , & ipfum numerum 9. Profe&to

autem media ifta proportionalis effe poteft, tam

+ 3, quam— 3. Nam in utroque cafu quidquid

efficit prima , ut fecundam adæquet, illud idem

pariter fieri debet a fecunda,ut adæquet tertiam.

Quare quadrata radix numeri 9 fimiliter effe

poterit , tam + 3 , quam-3, hoc eft, tam po«

fitiva , quam negativa.

356. Sunt qui putant , proportionem nulli

mode inftitui poffe, inter quantitates diverfi fta

tus; nec verùm efTe, quod 2 fit ad -^4, ut -* 5

ad io . Nam , inquiunt , oftenfum*eft ab Eu

clide in Elementis , quod fi quatuor magnitudi

nes proportionales fuerint , prima , & fecunda

fint , vel una majores , vel una minores, vel una

æquales relate ad tertiam , & quartam : quod ta

men in allata analogia nequaquam obtinet : eft

enim 2 major, quam - 55 & tamen-4 eft mi

nor, quam 1 o. Sed refpondetur , confiderari ab

Euclide in ea propofitione cxceffum , defe&tum,

vel æqualitatem , quæ oritur ex propria cujuf

que termini quantitate : & profe&to verum eft

dicere, quod ficuti ratione quantitatis— 4 mi

nor eft, quam 1 o ; fic pariter a minor fit , quam

•-* 5.

VI,
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, VI, §gantitatam imaginariarum im ordines

- di/iributio.

357• U T natura quantitatum imagina

riarum diftin&ior evadat, illud

reliquum eft, ut differentiam, quæ inter eas exi

ftit, oftendamus. Et quidem, quum dicantur ge

neraliter* quantitates imaginariæ radices numeri

paris , ex quantitatibus nagativis extrahen

dæ 5 tale nomen meretur , non modo v— a,

verum etiam v* •-• a , v6 — a , v8— a, atque

ita deinceps . Interim non omnes hujufmodi

quantitates imaginariæ funt ejufdem indolis;fed

diftinguendæ funt eæ in varios ordines, fecun

dum eos fignorum radicalium indices , qui per

nullum numerum imparem dividi poffunt : adeo,

ut dicendæ fint primi ordinis , ubi index figni

aradicalis eft 2 ; fecundi ordinis , quum idem in

dex eft 4 ; tertii ordinis , quum ille index eft 83

quarti ordinis , quum habent 16 pro indice fui

figni radicalis; atque ita in infinitum.

358. Quo ratio hujus divifionis re&tius in

teiligatur , notandum eft primo, quod ubi in

dex figni radicalis per aliquem numerum impa

rem dividi poteft , quantitas imaginaria fit fem

per ejufdem naturæ cum illa , quæ habet pro in

*art.3 16.

dice fui figni quotientem ejus divifionis . Ita, .

quia par numerus 6 , divifus per numerum im

parem 3 , dat parem 2 in quotiente ; quantitas

imaginaria , quæ habet pro fui figni indice nu

merum 6 , erit ejufdem indolis cum illa , cujus

fignum notatur numero 2 . Atque ita quoque,

quia par numerus 12, divifus per numerum im

pa•
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*art. 3 1 3.

parem 3 , dat parem 4 in quotiente ; quantitas

imaginaria , cujus fignum notatur numero 12,

ejufdem naturæ cenfenda eft cum ea , cujus fi

gnum notatur numero 4.

359. Neque vero difficile id erit oftendere.

Nam v6 •— a tantundem valet, ac radix quadra

ta ipfius v3 — a . Sed v3 •-• a nihil continet

imaginarii , quum idem fit * , ac— v3a. Ita

que,fi - v3a ponatur æqualis- b;erit v6—•s

idem omnino,ac v •-• b.Eadem ratione vi * -4

perinde valet , ac radix quarta ipfius v3 -• a,

five— v3a.Quare,ponendo rurfus,quod •—v3a

fit æqualis •-• b ; erit vi * •-• a idem prorfus, ac

v* —• b . Atque ita quoque v*°—a tantun

dem fignificat, ac radix quarta ipfius v* •—ia,

five etiam •- vya . Unde , fi ponamus , quod

•— vya fit æqualis •-• b ; erit v*e —a idem

plane, ac v4 •-• b.

36o. Iftiufmodi autem redu&io minime fie

ri poteft in iis quantitatibus imaginariis , qua

rum figna notantur numeris, qui per nullum

numerum imparem dividi poffunt . Non enim

inficior , v4 •—• a tantundem valere , ac radix

quadrata ipfius v — a. Sed v •-• a • quum fit

quantitas imaginaria , fupponi nequit æqualis

—b. Unde procul eft , ut v4- a reduci pof

fit ad v •—• b . Atque ita pariter, non in dubium

verto , quin v*— a perinde valeat , ac radix

quadrata ipfius v* — a. Verum v4--a eft quan

titas imaginaria ; nec ideo fupponi poteft æqua

lis- b . Quare v$ -• a revocari nequit ad

v^ •-• b. -

361. Patet ergo , diverfos ordines quanti

tatum imaginariarum conftituendos effe fecun

duma
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dum eos fignorum radicalium indices , qui per

nullum numerum imparem dividi poffunt. Ut

autem eorum ordinum differentiæ cognitæ fiant,

notetur primo velim , indices fuorum fignorum

conftituere progreffionem geometricam , quæ

incipiens a nunero binario , continuo in ratione

dupla augetur. Hinc enim liquido conftat, quod

ficuti quantitas imaginaria primi ordinis eft

quadrata radix quantitatis negativæ , ita quan

titas imaginaria cujufcumque alterius ordinis fit

radix quadrata alterius quantitatis imaginariæ,

quæ ad ordinem præcedentem refertur.

362. Jam , quum agitur de extrahenda ra

dice quadrata ex aliqua quantitate , vidimus fu

perius * , non aliud fieri debere, quam reperi

re mediam proportionalem inter unitatem , &

ipfàm quantitatem. Unde licebit etiam afferere,

quod ficuti quantitas imaginaria primi ordinis

eft media proportionalis inter unitatem , &

quantitatem negativam ; ita quantitas imagina

ria alterius cujufcumque ordinis fit media pro

portionalis inter unitatem, & quantitatem aliam

imaginariam, quæ pertinet ad ordinem præce

dentem. Ex quibus jam fatis, opinor, fit perfpe

&ta , ac explorata differentia , quæ inter varios

ordines quantitatum imaginariarum exiftit,

C A P u T V.

Calculas quamtitatum imagimariaram:

363. Tfi quantitates , quæ dicuntur

imaginariæ , faltem in ftatu rea

*art.3384,

lium
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lium pofitivo , ac negativo vere , ac realiter non

exiftant ; in refolutione tamen problematum fæ..

pe fæpius eæ nobis occurrunt , nec raro contin

git,ut eæ etiam ad calculum poni debeant.Quo

eirca , ne aliquid omittamus , quod ad quantita

tum calculum pertinere videtur ; illud nunc o

ftendemus , qua ratione quantitatum imagina

riarum calculus perfici poffit.

364. Jam quantitates imaginariæ , quæ fre

quentius occurrunt, eæ funt , quæ ad primum

ordinem referuntur. Unde , ne longiores fimus,

quam Elementorum ratio patitur , de iftarum

tantum calculo agemus. Sed in eo tradendo non

multum morabimur . Nam , quum hujufmodi

quantitates , perinde ac omnes aliæ imaginariæ,

exprimantur ad inftar radicalium ; perficietur

calculus ipfarum' iifdem fere regulis , quibus

radicalium quantitatum calculus abfolvitur.

365. Itaque quantitates imaginariæ , ad

inftar quantitatum radicalium , fuos poffunt

fiabere coefficientes ; qui tamen reponuntur in

tra fignum, fi eve&ti ad quadratum, multiplicen

tur per quantitates , fub figno exiftentes. Qua

ratione 3v— 2 idem erit,ac v— 18; & zv-5

idem, ac v— 2o . Sed viciffim , fi in quan

titate , fub figno exiftente, reperiatur divifor

aliquis, unde extrahi poffit radix quadrata; per

extra&ionem hujus radicis , poterit divifor ille

extra fignum collocari . Ita v^- 18 tantundem

valet, ac 3v- 2 5 & v— 2o perinde fignificat,

ac 2v •-• 5.

366. Jam , collocando extra fignum maxi

mum diviforem quantitatis, fub figno exiften

tis, ex quo extrahi poteft quadrata radix , re

-
du
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ducetur quantitas imaginaria ad fimpliciorem

fuam expreffionem. Ita maximus divifor quan

titatis— 72 , ex quo extrahi poteft quadrata

radix , eft 36. Quare, collocando extra fignum

iftiufmodi diviforem,fiet 6v— 2 fimpliciór ex

preffio quantitatis imaginariæ v — 72. Atque

ita quoque quantitas imaginaria v- 3oo , iibi

ad fimpliciores fuos terminos reducitur , evadet

1 ov — 3.

1. Additio , & fubtra£fio quantitatam ima

gimariarum.

367. Uantitates imaginariæ adduntur

in unum , conjungendo fimul

coefficientes ipfàrum , quotiefcumque redu&tæ

methodo, jam • tradita , ad fimpliciores fuas

expreffiones , candem fub figno radicali quanti

tatem habere reperiuntur. Sic fumma ex duabus

quantitatibus imaginariis v — 8, & v^-- 18 eft

v•—5o.Nam,redu&tæ ad fimpliciores fuos termi

nos, fiunt 2v •—• 2 , & 3v- 2 ; adeoque fimul

conjunétæ fummam exhibent 5v— 2, quæ tan

tundem valet * , ac v — 5o. Et fimiliter, quia •„,.,«,. •

quantitates imaginariæ v- 9 , & v -• 16, ubi

ad fimpliciores fuas expreffiones reducuntur ,

fiunt 3v •-• i , & 4v— 1 ; erit fumma ipfarum

7v — 1 , fivc etiam v •— 49.

368. Quod fi quantitates imaginariæ, redu

&tæ methodo,jam • tradita, ad fimpliciores fuos •,,., g 4.

terminos , non reperiantur habere fub figno can

dem quantitatem; tunc fiet additio, conjungen

do eas figno -+-. Qua ratione fumma ex quanti

tatibus imaginariis v — 1 z , & v - 18 erit

2Tom.l. L. v^-

*art.3 6«.
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v -• 1 2 + v- 18. Nam, fi reducantur ad fim

pliciores fuas expreffiones , evadunt 2v— 3, &

3v — x ; atque adeo fub figno radicali non ean

dem , fed diverfas continent quantitates.

369. Similiter quantitates imaginariæ fub

, trahuntur a fe mutuo , fubducendo coefficien

tem unius ex coefficiente alterius , quotiefcum

• art.366. que redu&tæ methodo * tradita ad fimpliciores

fuos terminos , eandem fub figno radicali quan

titatem habere reperiuntur. Sic refiduum, quod

oritur , fubtrahendo v- 8 ex v— 5o, eft

v- 18. Nam , eæ quantitates inlaginariæ , re

du&tæ ad expreffiones fuas fimpliciores , fiunt

2va-• 2 , & yv-• 2 5 adeoque prior ex fecun

da fubduéta dabit pro refiduo 3v— 2 , quod

*art.363. tantundem valet *, ac v•-• 18. Et fimiliter,quia

quantitates imaginariæ v -49 , & v^- 9, ubi

ad fimpliciores fuos terminos reducuntur , fiunt

7v- 1 , & 3v -* i ; fubducendo fecundam

ex prima , orietur refiduum 4v-• i , five etiam

v •-• 1 6.

37o. Quod fi quantitates imaginariæ, redu

*art. 366. &æ methodo • tradita ad fimpliciores fuos ter

minos non reperiantur habere fub figno eandem

quantitatem 5 tunc fiet fubtra&io , conjungen

do eas figno- . Qua ratione id , quod relin

quitur , fubducendo v •-• 2o ex v— 5o, erit

v^— 5o—v— 2o. Nam, fi reducantur quan

titates illæ imaginariæ ad fimpliciores fuas ex

preffiones evadunt 2v •—• 5 , & Sv- 2 5 atque

adeo fub figno radicali non eandem , fed diver

fàs continent quantitates.

37 1. Abfque ulla redu&ione poffunt etiam

quantitates imaginariæ fimul addi, vel a fe mu

tUO
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tuo fubtrahi , dividendo per fe invicem quaiiti.

tates, fub fignis radicalibus exiftentes. Nam , fi

contiugat ex hac divifione talem oriri quotien

tem , ut extrahi exinde poffit radix quadrata ;

fatis erit,eruere radicem iftam,eandemque unita.

te au&tam , vel diminutam adfcribere , velut

coefficientem, quantitati imaginariæ minori.

372. Proponantur , exempli gratia , fimul

addendæ quantitates duæ imaginariæ v-75,

& v •-• 3.Jam quantitates , fub fignis ex ften

tes , funt— 75 , & — 3. Quare , divifà majore

•- 75 per minorem— 3 , fiet quotiens 2 s. Et

quoniam ex, quotiente ifto 25 , velut quadrato

perfe&o, erui poteft quadrata radix , quæ eft 5;

augeatur hæc radix unitate , ita ut fiat 6. Et

fumma propofitarum quantitatum erit 6v- 3,

five etiam v •-• i Q8.

373. Oporteat etiam , ex quantitate imagi

naria v— 98 fubducere quantitatem aliam ima

ginariam v •-• 2 . Quoniam quantitates, fub fi

gnis exiftentes , funt - 98, & •-• 2 5 divida

tur major— 98 per minorem •-• * . Quumque

pro quotiente habeatur numerus 4o , qui eft

quadratum perfe&um ; eliciatur exinde quadra

ta radix 7 . Et quia radix ifta , unitate diminu

ta, eft 6 ; erit 6V— a , five etiam v •-• 7* refi

duum propofitæ fubtra&ionis. .

374. Cæterum, fi additio , & fubtra&io fie

r: debeant inter quantitatem imaginariam , &

quantitatem realem , five commenfurabilem , fi

ve radicalem; omnino neceffe eft,fignis +, & *-6

eas indicare. Qua ratione erit s + v—2 fum

ma duarum quantitatum s , & v -• • ; & vi o

+ v~ 5 id , quod oritur, addendov- 5 cum

-
IL 2 v/1Q
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vi o. Pariterque erit 1 5 —v— i 2 id , quod

remanet, fubducendo v- 12 ex i 55& v- 3o

—v7 id, quod fupereft , fubtrahendo realem

y^7 ex imaginaria v •-• 3o.

11. Multiplicatio , & divi/io quamtitatum

imaginariaram.

375• Uantitates imaginariæ multipli

cari poffunt per fe mutuo , abf

que ulla ipfàrum ad fimpliciores fuos terminos

redu&ione ; quum fatis fit, multiplicare per fe

invicem, tam coefficientes, fi quos habent, quam

quantitates , fub fignis radicalibus exiftentes .

Qua ratione produétum , quod oritur , multi

piicando 2v— 3 per sv -• 2 erit i ov6. Pari

terque id , quod producitur , multiplicando

3v -^ 5 per 6v — 1 o , erit 18v 5o. Atque ita

quoque erit 12v42 id, quod gignitur, multipli

cando 3v—7 per 4v- 6.

376. Ex quo patet, produétum ex duabus

quibufvis quantitatibus imaginariis effe quan

titatem aliam realem , & non quidem imagina

riam. lnterim realis quantitas , quæ produci

tur , fumenda eft femper negativa : adeo , ut fi

multiplicari debeat v - 2 per v- 18 , quem

admodum produ&tum eft v36 ; ita pro radice

quadrata numeri 36 fumere oportet •—• 6 , & ,

non + 6. Quod vel exinde liquere poteft, quod

perinde eft , multiplicare v— 2 per v~ 2 , ac

quadratum efficere ex v — 2: & profe&o, ficuti

v•-• 2 eft quadrata radix quantitatis negativæ

— > 3 ita quadratum ex v- 2 debet effe ipfâ

quantitas ncgatiya =* 2. *-

377•
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377. Ex eo autem , quod produétum ex

v- 2 per v- 18 fit -• 6, & non + 6, liquet

veritas ejus , quod fuperius * innuimus : nimi

rum , quod quum in aliqua proportione duo

termini funt reales , & duo alii funt imaginarii,

debent tres effe unius figni , & reliquus figni

contrarii . Nam quum in omni multiplicatione,

unitas fit ad multiplicatorem , ut quantitas mul

tiplicanda ad produ&tum ; erit quidem , ut 1 ad

*. v— 2 , ita v- 18 ad -46. Et perfpicuum eft,

in hac proportione tres priores terminos effe af

fe&tos figno -+-, poftremum vero affici figno-•.

378. Sed ex eo, quod produ&tum ex v— 2

per v — 18 fit — 6, fequitur viciffim debere

effe + 6 id , quod producitur , multiplicando,

vcl v •—• 2 per- v— i 8 , vel — v- z per

v.— 18. Nam ratione fignorum, quibus quanti

tates,ad invicem multiplicandæ,afficiuntur, pro

du&tum effe debet— v36. Unde femper ac pro

quadrata radice numeri 36 fumere oportet -6;

erit —v36 ipfa quantitas -• 6,in ftatu negativo

pofita : proindeque erit+ 6. Quunique ratione

multiplicationis effe debeat , ut 1 ad v -• 2, ita

—v- 18 ad 6 ; vel etiam , ut 1 ad — v- 2•

ita v — 1 8 ad 6 : liquet rurfus, in utraque ana

logia tres terminos affici figno + , & reliquum

figno •—• affe&tum reperiri .

279. lJt ergo produ&um ex duabus quan

titatibus imaginariis eft femper quantitas realis;

ita realis hæc quantitas erit negativa , quum

quantitates imaginariæ iifdem fignis afficiuntur•

8: viciffim pofitiva , quum contrariis fignis funt

afft&tæ. Interim , fi multiplicanda fit quantitas

imaginaria per quantitatem aliam realem , pro

I-, 3 ' dus

*4rt.354.
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*4rt.3 §4.

du&um erit femper quantitas alia imaginaria :

quæ tamen afficienda erit figno +, aut -*, pro

ut ipfæ quantitates, quæ multiplicantur ad in

viccm,contrariis,aut iifdem fignisafficiuntur. lta

id , quod producitur , multiplicando v— 3 per

v5, et it- v^— 1 5. Et fimiliter id , quod ori

tur,multiplicando v- 3 per -• 2,erit 2v- 3

five v •- i 2.

38o. Quod autem ex multiplicatione quan

titatis realis per aliam imaginariam , produ&um

oriri debeat affeétum figno -+- , aut •-•, prout

ipfae quantitates , quæ multiplicantur inter fe,

contrariis , aut iifdem fignis afficiuntur ; id

exinde dependet, quod ubi in aliqua proportio

ne duo termini funt reales , & alii duo imagina

rii, debent effe • tres unius figni, & reliquus

figni contrarii. Nam , ex natura multiplicatio

nis, quotiefcumque multiplicare oportet v5 per

v •-• 3 , debet effe , ut i ad v;, ita v -• 3 ad

produétum . Quare omnino neceffe eft , ut pro

dum ejus multiplicationis figno —, affeétum

or1atur.

381. Divifio quoque quantitatum imagina

riaruni peragi poterit , abfque ulla ipfarum ad

fimpliciores fuas expreffiones redu&ione; quum

fatis fit , per fe mutuo dividere , tam coefficien

tes , fi quos habent , quam quantitates, fub fi

gnis exiftentes. Qua ratione quotiens , qui ori

tur, dividendo 6v.— 1 2 per xv— 2 erit 3v6.

Pariterque quotiens , qui producitur, dividéndo

2cv- 5 per 4v — 3 erit 5v ( 5 : 3 ) . Atque

ita quoque , fi dividere oporteat 7v- io per

v- z , five , v — x , quotiens fiet 7v5.

382. Ex quo patet, quotientem, qui ori

tur,
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tur ex divifione duarum quantitatum imagina

riarum , effe quantitatem aliam realem , & non

quidem imaginariam . Verum hic quoque no

tandum eft, quod realis illa quantitas , quæ ha

betur pro quotiente, fumenda eft femper nega

tiva:adeo,ut fi dividi debeat v- 18 per v •— 2,

quemadmodum quotiens eftv9 5 ita pro radice

quadrata numeri 9 , fumere oportet•-• 3 , &

non+ 3 : quo fit , ut ratione divifionis 1 fit ad

— 3 , ut eft v •-• 2 ad v— 18.

383. Ex eo autem , quod fit •-• 3 quotiens,

qui gignitur , dividendo v •-• 18 per v— 2;

fequitur debere effe + 3 quotientem,qui oritur,

dividendo , five v •-• 18 per •-•v •-•2 , five -•

v— 18 per v— x.Unde generaliter,ficuti quo

tiens, qui oritur ex divifione duarum quantita

tum imaginariarum eft femper quantitas realis $

ita realis hæc quantitas erit negativa , quum

quantitates imaginariæ, ad dividendum propofi

tæ, iifdem fignis afficiuntur ; & viciffim pofitiva,

quum contrariis fignis funt affe&tae.

384. Cæterum, fi dividenda fit , vel quan

titas imaginaria per quantitatem aliam realem,

vel quantitas realis per quantitatem aliam ima

ginariam; quotiens erit quantitas imaginaria, af

fe&ta figno +, aut- , prout quantitates , ad

dividendum propofitæ, contrariis, aut iifdem fi

gnis afficiuntur. Ita quotiens , qui oritur , divi

dendo v— 1 2 per vx, erit -v •- 6.Atque ita

quoque,fi dividere oporteat 4 per-v— 2,hoc

eft vu6 per … v—2 , quotiens fict + v-8.

IL 4 111.
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111. Formatio poteflatam , &• extraftio radicum

ex quumtitatibus imaginariis .

385. U T quantitates inaginariæ ad da

- tam quamcumque poteftatem

eleventur , neque etiam neceffe eft , ad fimpli

ciores fuos terminos eas revocare ;' quum fuffi

ciat, ad poteftatem illam attollere , tam coeffi

cientes , fi quos habent, quam quantitates , fub

fignis exiftentes. Qua ratione quantitatis ima

ginariæ :v -* 3 , qüadratum erit. 4v9 , cubus,

8v— 2* , quadrato- quadratum 16v8 i , qua

drato-cubus 32v-• 243 , atque ita deinceps.

Pariterque alterius hujus quantitatis imaginariæ.

3v— 2 fecunda poteftas erit 9v4 , tertia pote

ftas 27v •-• 8 , quarta poteftas 8 1v16, quinta

poteftas 243v — 32 , atque ita de aliis.

386. Unde patet , quantitatum imaginaria

rum, de quibus hic agimus,poteftates omnes or

dinis imparis effe quantitates alias fimiliter ima

ginarias ; omnes vero poteftates ordinis paris ef

fe quantitates veras, ac reales . Sed reales quan

titates , quas nobis fuppetunt poteftates pares

quantitatum imaginariarum , nec item omnes

funt ejufdem fpeciei. Oriuntur fiquidem nega

tivæ , quum femiffcs exponentium ipfarum po

teftatum funt numeri impares;& per contrarium

prodeunt pofitivæ, quum iidem femiffes funt

numeri pares. -

387. Neque vero difficile id erit oftendere.

Quum enim v- 3 fit quadrata radix quanti

tatis negativæ— 35utique debet effe — 3 qua

dratum ex v - 3. Jam vero omnes aliæ pote

fta
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ftates ordinis paris ejufdem quantitatis imagi

nariæ v •-• 2 , relate ad ejus quadratum-4s

merentur • nomen fecundæ , tertiæ , quartæ,

&c. Quare , quum hujufmodi poteftates ipfius

•— 3 fint 9 , •—• 27 , 8 1 , &c.; tales etiam erunt

omnes aliæ potcftates ordinis paris quantitatis

imaginariæ v — 3; & propterea erunt negativæ,

ubi femiffes fuorum exporientium funt numeri

impares ; & viciffim pofitivæ, ubi iidem expo

nentium femiffes funt numeri pares.'

388. Quantum ad extra&tionem radicum,

ex quantitatibus imaginariis, nec item ulla opus

eft eurum ad fimpliciores fuas expreffiones redu

&tione ; quin præftat, ad eam commode peragen

dam , ipfos , fi quos habent , coefficientes rcgu

la , fiíis * tradita, fub radicali figno repo

nere. Extrahetur ergo quæcumque radix ex.

quantitate aliqua inaginaria ; vel eam eliciendo

ex quantitate, fub figno exiftente; vel, fi id fic

ri nequit , multiplicando indicem figni radicalis

per indicem quæfitæ radicis.

389. Ita radix cubica quantitatis imaginariæ

v— 8 erit v— 2 ; fed radix quadrata ejufdem

imaginariæ quantitatis erit v4 — 8 . Similiter

radix quinta quantitatis imaginariæ v- 243

erit v— 3 3 fed radix quarta ejufdem quan

titatis imaginariæ erit v8 •-• 243. Unde patet,

cujufcumque imaginariæ quantitatis radices o

mnes effe fimiliter quantitates imaginarias , nec

ex illa extrahi poffe radicem ullam, quæ quanti

tatem realem , five pofitivam , five negativam

nobis exhibeat.

39o. Sed notandum hoc loco eft, quod, etfi

radices omnes cnjuslibct quantitatis in-sj
Int

* art.79>

*4rt.365,
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fint aliæ quantitates fimiliter imaginariæ 5 atta

men extat inter eas hujufmodi difcrimen , quod

eae , quarum indices funt numeri impares, funt

imaginariæ primi ordinis , perinde ac eft ipfa

quantitas , unde eædem extrahuntur 5 illæ vero,

quarum indices funt numeri pares , funt quanti

tates imaginariæ ordinum fuperiorum.

391. Nec obfcura eft hujus rei ratio. Nam,fi

quglibet radix extrahatur,multiplicando indicem

figni radicalis per indicem quæfitae radicis ; affi

cietur quæfita radix tali figno radicali, ut index

ejus erit ipfe radicis index duplicatus. Unde per

•,„,.3sq. ea, quæ fuperius * dicta funt de imaginariarum

in ordines diftin&tione , omnino neceffe eft, ut

fint imaginariæ primi ordinis radices illæ .qua

rum indiccs funt numeri impares ; & viciffim or

dinum fuperiorum, quarum indices funt nunie

ri pares.

392. Atque hac occafione obiter notetur

fic velim , regulas calculi imaginariarum primi

ordinis non omnino habere locum in imaginariis

ordinum fuperiorum . Jam enim vidimus paulo

•art.;s&. ante * , quod, ubi quantitas imaginaria eft pri

mi ordinis, fint fimiliter imaginariæ,omnes pote

ftates , quarum indices funt numeri impares ; &

viciffim reales, fingulæ poteftates, quarum indi

ces funt numeri pares . Sed non perinde res eft,

quum agitur de imaginariis ordinum fuperio

■UIT .

393. Nam, fi exempli gratia, quantitas ima

ginaria fit fecundi ordinis ; erunt pariter imagi

nariæ , non modo omnes poteftates , quarum in

dices funt numeri impares, verum etiam eæ po

teftates, quarum indices dimidiati funt numeri
- III)•
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impares . Quantitatis quippe negativæ… 2 ra

dix quarta tantundem valet , ac radix quadrata

ipfius v •-• 2. Unde omnino neceffe eft, ut qua

«lratum ipfius v4 •-• 2 fit v — • 2,

394. Sed femper ac quadratum , feu fecun

da poteftas ipfius v4 -• 2 eft v—• 2 , neceffe eft

pariter, ut fit v- 8 fexta ejus poteftas,v-32

poteftas decima , atque ita de aliis. Nam iftiuf

modi poteftates , quarum exponentes dimidiati

funt numeri impares, relate ad quadratum , eæ

dem cum iis cenfendæ • funt, quæ ipfos nume

ros impares pro fuis exponentibus habent.

395. Quum ergo quantitas imaginaria eft

fecundi ordinis,eæ tantum ipfius poteftates funt

quantitates reales, quarum exponentes dimidia

-ti funt numeri pares. Atque iftae nec etiam ejuf

dem indolis omnes deprehenduntur. Nam erunt

negativæ,quum quadrantes eorundem exponen

tium funt nunieri impares ; erunt vero pofitivæ,

quum iidem quadrantes funt numeri pares.

396. Nulli enim dubium effe poteft , quin

quarta poteftas quantitatis imaginariæ v* -• 2

fit •-• 2. Unde prono alveo fluit , debere effe 4

o&tavam ejus poteftatem , -• 8 poteftatem duo

decimam , 16 poteftatem decimamfextam , atque

ita deiceps : Nam hujufmodi poteftates , relate

ad quartam,merentur • nomen fecundæ, tertiæ,

quartæ, &c. ; adeoque habentur , fumendo ip

fius- 2 quadratum , cubum , quadrato-qua

dratum , &c. -

• 4rf.79•

* art.79.
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1V. Gemeffs , &* calculus imaginariaram

compo/itarum.

397• ID Iftin&tio quantitatum in fimpli

ces , & compofitas habet etiam

locum in quantitatibus imaginariis.Si enim con

tingat , ut imaginariæ quantitates adhæreant

aliis , five realibus , five imaginariis, ope figno

rum -+-, & •- ; tunc eæ dicentur compofitæ.

Unde perfpicuum eft , quantitates imaginarias

compofitas oriri fimiliter ex fimplicium additio

ne , & fubtra&tione.

398. Qua autem ratione fieri debeat calcu

lus imaginariarum compofitarum , haud. difficile

erit ex di&tis eruere. Sint enim primo addendæ

duæ imaginariæ compofitæ 3 -•v— 5o , &

$ + v— 18. Jam funmma ipfàrum effe debee

3 - v •-• 5o+ 5+v-18.Verum,quia 3 + 5

idem eft , ac 8 ; & *-•v - 5o+ v- 18 pe

rinde valet , ac — v •-• 8 5 erit eadem fumma

paulo fimplicius 8 •-• v- 8. Atque ita quo

que fi v 1 2 + v- 32 addi debeat cum v27 —

v- 5o , fumma erit v75— v— 2.

399. Oporteat fecundo, fubducere imagi

nariam compofitam 5 + v— 18 ex 8 --v-8,

quæ eft quantitas alia imaginaria fimiliter com

pofita. Jam refiduum , quod inde oritur , effe

debet 8 •-• v^— 8 — 5—v— 18. Eft autem.

8- 5 idem , ac 3 ; eftque etiam —v- 8

-v— 18 idem , ac- v— 5o. Quare idem

refiduum erit paulo fimplicius 3 — v— 5o.At

que ita quoque id, quod remanet, fubducendo

v1 2 +v- 32 ex v75 - v— 2 , erit v27-•

v- 5o. 4oo•

.
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4oo. Multiplicandæ fint tertio per fe invi

cem imaginariæ duæ compofitæ 3 + v •- 1 2, &

4 •-• v •—• 2 . Fiant quatuor multiplicationes:

nimirum primo multiplicetur 3 per 4, deinde

+ v— 1 2 per 4, poftea 3 per - v -• 3 , &

denique + v— 12 per— v •-• 3 •Jamque, ad

ditis in unum produ&tis omnibus , quæ ex qua

tuor hifce multiplicationibus oriuntur , fiet

1 2 -• 4v •—• 1 2 + 3v — 3 + 6 , five etiam 18

-• 5v -• 3 produ&tum quæfitum.

4oi. Dividenda fit quarto imaginaria com

pofita 18— 3 v -* 2 per 1 +v— 2 , quæ eft

alia quantitas imaginaria fimiliter compofita.Ca

piatur ipfius i + v •—• 2 quantitas contraria

1 -• v•— 2 ; S: per eam multiplicetur , tam 18

- 3v— 2 , quam 1 +v- 2. Dividatur por

ro primum produ&tum 12 -+- 2 iv — 2 per fe

cundum produétum 3;& fiet 4— 7v •—• 2 quo

tiens propofitæ divifionis.

4o2. Elevanda fit quinto ad quadratum

quantitas imaginaria compofita 5 —•v •—• 3 .

Fiat primo quadratum ex 5 ; tum capiatur du

plum ejus , quod producitur , multiplicando 5

per -•v •—• 3 5 denique fiat quadratum ex

— v •-• 3 . Et , additis fimul omnibus hifce

quantitatibus,erit 25 + 1o v— 3— 3, hoc eft

22 + 1cv— 3 quadratum quæfitufh.

4o3. Denique extrahenda fit quadrata ra

dix ex quantitate imaginaria compofita 22 +

1 ov^-3. Quoniam quadratum ex 22 eft 484,&

quadratum ex 1cv — 3 e£ -* 3oo ; erit diffe

rentia horum quadratorum 784, cujus quadrata

radix eft 28. Addatur ergo 28 cum 22 , & erit

25 fumtnæ femiffis. Subtrahatur deinde 28 ex

22 ,



I 74 ALGEBRÆ ELEMENTORUiM

Tart.379•

38o •

a2 , & erit •—• 3 femiffis refidui . Quumque radi

ces quadratæ horum femiffium fint 5, & v -. 3ί

erit 5— v-* 3 radix optata.

464. Neque verò mirum cenferi debet,quod

radices eorum femiffium figno •-• conne&untur.

Jam enim vidimus fupra * • quod ubi quantitas

tealis per alteram imaginariam multiplicatur,

produétum affici debet figno +, aut — , prout

ipfae quantitates, ad invicem multiplicandæ,con

trariis, aut iifdem fignis afficiuntur . Unde, quia

id, quod producitur ex multiplicatione radicum

eorum femiffium , oriri debet affeétum figno + ;

omnino neceffe eft , ut conne£tantur figno •-•

ipfæ eorum femiffium radices.

4o5. Cæterum, fi ex aliqua quantitate ima

ginaria compofita radix extrahi nequit ; tunc

poterit ea defignari , adhibito figno alio radicali,

quod ad quantitatem totam fe extendat. Atque

fiac ratione patet , dari , non modo imaginarias

compofitas , verum etiam imaginarias univerfa

les . Sed de iftarum calculo nihil hoc loco fub

ne&ternus ; tum quia tantum non impoffibile eft,

ut ad calculum poni debeant ; tum etiam , quia

ex iis , quæ ha&tenus diéta funt , facile erit, in

telligere,quo paéto fieri debeat calculus ipfarum.

V. Impoffibilitas relativa qaamtitatam imagima

riarum plenius vindicuta.

406. X calculo mox tradito quanti

tatum•imaginariarum , quæ ad

primum ordinem referuntur, perfpicuum eft, eas

non aliter quantitatibus realibus opponi , quam

reales negativæ realibus pofitivis adverfantur.
- - - - - Mam

|
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Nam primo , quemadmodum , multiplicando,

aut dividendo quantitatem pofitivam per quan

titatem negativam , producitur quantitas alia

fimiliter negativa ; ita, multiplicando , aut divi

dendo quantitatem realem per quantitatem ima

ginariam , producitur quantitas alia fimiliter

imaginaria . Et fecundo , ficuti produ&um , vel

quotiens , qui oritur ex duabus quantitatibus

negativis, per fe mutuo multiplicatis , vel di

vifis, eft quantitas pofitiva ; ita id, quod produ

citur ex multiplicatione , aut divifione duarum

quantitatum imaginariarum , eft quantitas, non

quidem imaginaria , fed realis.

4o7. Verum quidem eft , poftremum iftud

non ab omnibus omnino Algebriftis admitti ;

quum non defint, qui in fuis Algebræ Elementis

doceant , quantitates duas imaginarias , per fe

mutuo multiplicatas , vel divifas quantitatem

aliam imaginariam producere. Sed eos in maxi

mo errore verfari, oftendi poteft ; tum quia ex

ipfa genefi quantitatum imaginariarum notum

cft, produ&tum , quod oritur , multiplicando •

v- 3 per v- 3,efTe quantitatem realcm— 3;

tum etiam, quia in confeffo eft apud omnes,

idem cffe ex produ&o , vel quutiente duorum

quadratorum quadratam radicem elicere , quam

jpfas eorum quadratorum radices per fe mutuo

multiplicare , vel dividere.

4o8. Jam , quum quantitates imaginariæ,

faltem quæ primi ordinis funt, perinde reali

bus opponantur, ac reales negativæ realibus po

fitivis 5 illud exinde vero fimillimum fit , quan

$itates , quæ dicuntur imaginariæ, non effe ab

folute impoffibiles, fed tantüm,quia in flatu rea
lium
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lium pofitivarum , vel negativarum concipi non

poffunt. Oppofitio namque , quæ eft inter po

fitivas , & negativas, nihil obftat, quominus ne

gativæ fint perinde reales , ac pofitivæ . Itaque

eadem ratione , tametfi quantitates , quæ dicun

tur imaginariæ , opponantur iis , quæ vulgo di

cuntur reales : non hinc tamen colligi poteft,

eas abfolute impoffibiles effe ; fed tantum inferre

licet , quod ficuti quantitates negativæ funt

impoffibiles in ftatu pofitivarum , ita quantita

tes imaginariæ impoffibilitatem involvant in

utroque eorum ftatuum , in quibus reales quan

titates confiderantur.

4o9. Atque hinc vero fimillimum etiam red

ditur id,quod jam fuperius * innuimus: nimirum,

quod in Geometria , ficuti quantitates pofitivæ

defignantur per lineas , tendentes ad plagam

unam , & negativæ per lineas , tendentes ad plas

gam oppofitam ; ita quantitates imaginariæ, fal

tem quæ primi ordinis funt , defignari debent

per lineas , quæ ad plagas intermedias dirigun

tur. Nam linea , quæ plagas iftas oftendit, fecat

ad re&tos angulos lineam , oftendentem plagas

duas priores : ex quo fit , ut unae aliis opponan

tur ex diametro. Quocirca lineæ , tendentes ad

plagas illas intermedias,defignare debent quanti

tates contrarias iis , quas defignant lineæ , ten

dentes ad plagas principales : proindeque, quum

iftae lineæ defignent quantitates , quæ vulgo di

cuntur reales ; eæ non alias poterunt defignare,

quam ipfàs illas, quæ ad primum ordinem imagi

nariarum referuntur.

41 o. Huc accedit & altera ratio, quæ forfan

demonftrationis vices geret apud eos , quigo
c
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be norint, quam bene Algebra cum Geometria

confentiat: nimirum, quod, ficuti quantitatum,

quæ vulgo dicuntur reales, aliæ funt pofitivæ,

aliæ negativae 5 ita quantitates , quæ vocantur

imaginariæ , effe poffunt , non modo pofitivæ,

verum etiam negativæ. Sic radix quadrata quan

titatis negativæ-2,ut fuperius • etiam diétum *art. 3 § 4.

eft , defignari poteft , tam per + v •—• 2 , quam

per— v- 2 5 quia, juxta regulas fignorum,

utriufque quadratum eft •-• 2. ltaque, quia pla

gæ illæ intermediæ opponuntur etiam inter fe;

exhiberi fane poterunt per lineas , tendentes ad

unam illarum , quantitates imaginuriæ pofitivæ;

& per lineas, tcndentes ad plagam alteram, quan

titates imaginariæ negativæ.

41 1. Quæ quidem fi ita vera fint , quemad

modum maximam verifimilitudinis fpeciem præ

feferre'videntur, illud ex iis colligi jure opiimo

poteft , inter quantitates , qua quantitates, nul

lam contrarietatem reperiri 5 quum omnes fint

nihilo majores , omnes æque reales , ac veræ: fed

omnem oppofitionem oriri ex eo , quod quædam

concipi debeant in ftatu uno , & aliæ in ftatu

contrario; indeque ortas effe eas quantitatum di

ftinétiones, quod aliæ funt pofitivæ, feu nihilo

majores, aliæ negativæ,feu nihilo minores;quod

que etiam quædam funt reales , feu vere , ac rea

liter exiftentes , quædam imaginariæ , hoc eft,

quæ tantum finguntur , ac imaginantur.

4i 2. Hunc autem diverfum ftatum nihil ob

ftare , quominus pofitivæ cum negativis , reales

cum imaginariis comparentur ; non eft, quod

in dubium poffit revocari. Nam,etfi quantitatcs,

quæ comparantur inter fe , Euclide ipfo docen

7öm.1, M. te
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fe, debeant effe unius , ejufdemque generis ; ta

Jes tamen cenfendæ funt , non quidem ratione

ftatus, in quo confiderantur , fed ratione ejus,

per quod quantitatis nomen merentur : adeo , ut

nec linea cum fuperficie , nec fuperficies cum

corpore poffit comparari , quia fcilicet diverfà

ratione quantitates appellantur. Unde , quum

quantitates negativæ , propter folam negatio

nem , non fint diverfi generis a pofitivis; fallun

tur ii , qui falli eos arbitrantur , penes quos 1

eft ad •-• 1 , ut — i ad i.

41 3. Interim , etfi fola diverfitas ftatus non

efficiat , ut quantitates dici debeant diverfi ge

neris 5 non hinc tamen ncgamus, diverfum illum

ftatum etiam attendendum cffe , quo quatuor

quantitates dici poffint proportionales . Vera

etenim proportionis idea , ut fuperius * vidi

mus , hæc eft, ut tunc quidcm dicendæ fint pro

portionales quatuor quantitates , quotiefcum

que , quidquid cfficitur a prima , ut fecundam

adæquet , illud idem ficri debet a tertia , ut adæ

quet q iartam'. Uiade quatuor quantitates , non

folum tales effe debent , ut prima perinde con

tineat fecundam, ac tertia continet quartam; ve

tum etiam , ut ftatus primæ ad ftatum (ecundæ

perinde fe habeat , ac ftatus tertiæ ad ftatum

quartæ ¢

SE
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1)e Calculo Serierum Imfimitarum.

41 4• Uabus præcedentibus fe&ioni.

bus , ea de calculo litterali, feu

fpeciofo a nobis tradita funt , quæ vulgo Alge

briftæ in fuis Algebræ Elementis de eo tradere

confueverunt. Sed,præter illa, pertinent ad eun

dem calculum quamplura alia , quibus longe ul

tra in hac fcientia progredi licet. Unde , ne ali

quid circa calculum omittamus , quod ad majo

rem Algebræ perfe&ionem deinceps conferrc

queat ; non gravabimur , paulo uberiorem red

dere priorem hunc librum noftrorum Algebræ

Elementorum .

4 1 5. Quæ autem circa calculum ulterius a

nobis in hoc libro tradenda funt, ut fub initium

• pariter innuimus , ad duo fumma capita re

ducuntur : nimirum ad feries infinitas, & ad gc

neralem potcftatum theoriam . Quare duabus

præcedentibus fe&tionibus duas alias fubneéte

mus ; ac in ifta quidem agemus de calculo ferie

rum infinitarum; tum fe&tione fequenti theoriam

potcftatum ad fuam univerfalitatem revocare co

nabimur. -

416. Jam do&trina ferierum infinitarum in

intelligi rite non poteft , nifi cognita prius di.

ftinétione quantitatum in indefinite magnas , &

parvas ; & intelle&tis item variis ordinibus , qui

cx utriufque generis quantitatibus fieri debent

Unde, priufquam ferierum infinitarum calculum

M 2 ag

* arf. : .
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aggråtamur , oftendemus breviter , unde nam

oíiátur diftin&tio quantitatum in indefinite ma-.

gnas, & parvas ; quave item fiat ratione , ut tam
illæ , quam iftæ in varios ordines dividi debeant.

C A P ll T I.

Diffimäio qaantitatum in imdefinite ma

gmas , & parvas.

417. T re&ius intelligatur , tam di

ftin&tio quantitatum in indefini

te magnas , & parvas , quam earundem in certos

ordincs diftributio ; rem , oportet , paulo altius

repetamus, & quæ fit vera notio quantitatis,

paucis prius explicemus. Etfi enim quantitas fit

totius Mathefeos obje&tum , & id omne , de quo

edifferunt Mathematici , ad quantitatem perti

neat ; affe; ere tamen non vereor , nihil tam ab

ditum effe,etiam apud vulgus Mathematicorum,

quam id , quod nomine quantitatis intelligi

debet .

I. AVotio quamtitatis , & per quid difcreto

differat a comtumua.

418. Ulgo quantum appellatur id o

mne , quod ex partibus præexi

ftcntibus conftat . Et , juxta hanc quantitatis

notionem, duæ ejus fpecies paffim diftinguun

tur , continua, & difcreta. Vocatur enim quan

titas continua , cujus partes funt fimul copula

tæ. Vocatur vero quantitas difcreta, cujus par

t€S
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.
tes viciffim funt a fe mutuo fejun&tæ. Unde dif.

ferentia inter quantitatem continuam, & quan

titatem difcretam a partium unione , & fepara

tione communiter deducitur.

419. Sed,hoc tantum inter utramque quan

titatis fpeciem difcrimine pofito, non fàtis in.

telligi poteft , cur continua fit femper, & omni

fariam divifibilis ; viciffim vero difcreta determi

natas quafdam divifiones dumtaxat admittat.lta

que , qui fupra vulgus fapiunt , differentiam in

ter continuum,& difcretum, non modo ex unio

ne , ac feparatione partium ; verum etiam ex

earum numero , feu multitudine repetendam ef*

fe arbitrantur.

42o. Sic igitur ftatuunt, ut habenda fit ve

lut quantitas continua , cujus partes non modo

fimul cohærent , verum etiam numero infinitæ

deprehenduntur 3 & per contrarium , ut cenfen

da fit quantitas difcreta , quæ partes habet , &

numero finitas, & a fe mutuo fejun&tas. Sed hu

jufmodi fyftema nec etiain omni vacat difficul

tate. Sic enim oporteret, duas alias quantitatis

fpecies admittere ; unam , cujus partes cohærent

inter fe , & funt numero finitæ ; alteram , quæ

ex partibus conftat, & numero infinitis , & a fé

mutuo fejun&tis.

42 1 . Ne igitur aliæ duæ iftae quantitatis

fpecies efTent admittendæ, illud oporteret often

dere , quod cohæfio partium, quam continui

natura requirit , omnino exigit , ut partes illae

fint numero infinitæ ; & vieiffim , ut partium di

ftra&io , quam difcreti notio involvit , fub

fiftere nequeat , nifi eædem partes finitæ numero

ftatuantur. Verum, quum id nec ab ullo adhuc

M 3 fit
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fit oftenfum , nec ab aliquo unquam oftendetur;

cmnino neceffe eft , ut longe aliter de quantita

te fentiamus.

422. Et quidem , fi nihil folliciti de quanti

tate difcreta, in continuam ftatim inquirimus;

facile erit,naturam iftius perfe&te affequi. Quum

enim in quantitate continua nullas partes , rea

liter a fe mutuo diftin&tas, intueamur; nihil cer

te ad credendum nos inducet , adeffe in ea ali

quem numerum partium , ex quibus eadem coa

lefcit. Quare poterit illa confiderari , non qui

dem ut complexus , feu aggregatum partium

præexiftentium ; fed tantummodo velut totum,

natura fua divifibile.

423. Licebit ergo,vocare quantitatem con

tinuam , non quæ ex partibus componitur , fed

quæ natura fua divifibilis eft , & per divifionem

6t partium capax. Nec ideo putandum eft , ali

quas dari continuae quantitatis purtes pracexi

ftentes ; fed eæ in ipfa. fubnafcuntur , ubi ex

peritur eam divifionem , quam natura fua fufci

pere poteft . Plane vero , quum in partes fciffa

eft , & confideratur velut compofita ex partibus

illis ; tunc fortitur naturam aliam , & difcreta

quantitas eft appellanda.

424. Hinc quantitas continua præcedit di

fcretam ; & poffime fe gerunt, qui nulla conti

nui habita ratione , ftatim ad difcretum animum

volvunt . Extat autem inter continuum , & di

'fcretum iftud difcrimen , quod continuum eft

unum natura fua , fitque multiplex per divifio

nem , cujus eft capax ; viciffim vero difcrctum

natura quidem cft multiplex,fitque unum, colli

gendo fimul difcerptas illas partes, ex quibus

compofitum cenfetur. 425•
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425. Verum,ut differentia,quæ inter utram- .

que quantitatis fpeciem intercedit , plenius in

notefcat, præftat, divifionis ejus, cujus continua

quantitas eft capax , paulo intimius naturam, ac

indolem perfcrutari . Nimirum duabus ea con.

ditionibus eft prædita. Primo enim peragi po•

teft femper, nec ullibi limitem agnofcit.Déin

de vero , non determinata aliqua ratione , fed

omnifariam fieri poteft.

426. Jam quantitas difcreta , quum ex par

tibus fit compofita, in partes quoque dividi po

teft . Verum , quum non in alias partes fit di

vifibilis, quam in eas, ex quibusjam componi

tur ; utique ejus divifio non gaudet iis proprie

tatibus, quibus continuæ quantitatis divifibili

tas pollet. Neque enim quantitatem difcretam

continuo dividere licet ; nec ejus divifio fubinde

fieri poteft , ut quæcumque optata pars ex ea

dctrahi queat.

427. Ita,fi habeatur quantitas aliqua difcre

ta , ex decem tantum partibus compofita ; ejus

divifio eoufque progreditur, donec decem illæ

partes rurfus fuerint a fe mutuo fejun&tæ. Et ex

eadem difcreta quantitate poterit quidem dimi

dia , quinta , aut decima pars detrahi ; fed ter

tiam , quartam, fextam , aut aliam quamvis par

tem nequaquam ex ea fubducere licebit ; quum

&hujufmodi divifiones compofitioni ejus omnino

adverfentur.

428. Neque dicas,ex quolibet numero pof

fe per fra&iones quamlibet partem detrahi .

Nam refpondetur , tunc numerum naturam af

fumere quantitatis continuæ ; indeque fieri , ut

omnifariam partitionem ejus inftituere liceat.

4. Quod
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'Quod quidem mirum effe non debet. Nam ô ut

art.3 1 8. diximus fuperius • , quilibet numerus poteft

quamcumque quantitatem nobis defignare;adeo

que , repræfentando nobis eam quantitatem , fit

capax omnium divifionum , quas quantitas illa

fufcipere poteft.

429. Quod quum ita fit , en quoque difcri

men aliud , quod inter quantitatem continuam,

& quantitatem difcretam intercedit : nimirum,

quod illa dividi poteft in infinitum , & quam

cumque optatam partem ex ea detrahere licet;

viciffim vero ifta dumtaxat refolvi poteft in eas

partes , ex quibus jam componitur, nec aliam

partem ex ea fubducere fas eft , quam quæ com

pofitioni ejus non adverfatur.

11. Geme/fs qaamtitatis , ejufque augemde,

vel mimuemdae ratio.

43o. Uæ ha&enus de quantitate dif

putavimus , huc fere redeunt 5

quod quæ primo fub contemplationem cadere

debet , eft quantitas continua ; quod hujus nul

læ dantur partes præexiftentes , fed confideran

da eft velut quid, natura fua divifibife ; quod

ejus divifibilitas nullibi limitem agnofcit, nec

determinata aliqua ratione , fed omnifariam fieri

poteft 5 quodque demum eadem quantitas conti

nua evadit d fcreta , atque adeo alterius indolis,

ubi patitur eam divifionem, cujus capax eft na

tura fua .

431. Ut autem ulterius viam nobis aperia

mus ad id,quod erat prgcipuum,inquirendum eft

modo in genefim ipfius quantitatis, & in id an

Inlw-
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nitendum, ut quo pa&to oriatur quantitas, qua

ve item ratione augeatur , aut minuatur , intel- .

ligi poffit . Et quidem , quantum ad genefim

difcretæ quantitatis , nullam ea patitur difficul

tatem. Oritur enim ex a&tuali divifione quanti

tatis continuæ 5 adeoque augetur per appofitio

nem aliarum partium , & minuitur per fubdu

&ionem earum , ex quibus jam conftat.

432. Sed non perinde res eft de quantitate

continua. Hæc, etfi in partes fit divifibilis ; ex

partibus tamen præexiftentibus non componi

tur. Unde multum abeft , ut oriatur per appo

fitionem partium ; & procul cft etiam , ut ejus

incrementum,aut decrementum partium additio

ni , aut detra&tioni ferri poffit acceptum. Unde

ergo repetenda fit genefis quantitatis continuæ,

& qua ratione fufcipiat eadem fuum incremen

aum , aut decrementum ; neceffe eft , hic paucis

aperire.

433. Sane,pro explicanda genefi quantitatis

continuæ,variæ hypothefes a Mathematicis funt

excogitatæ ; fed nulla aptior , magifque ejus

naturæ confona meo judicio deprehenditur »

quam quæ a motu rem repetit : nimirum in eo»

de quo agitur, quantitatis genere concipiendum

eft primo fignum aliquod prorfus indivifibile;

tum per continuum hujus figni fluxum,feu mo

tum quæfitam quantitatem oriri , putandum eft.

434. Ad hunc modum Veteres Geometræ

tradiderunt genefim quantitatum , quæ in Geo

metria confiderantur.Jam enim notum eft , tria

effe harum quantitatum genera ; lineam , quæ

unicam tantum dimenfionem habet ; fuperfi

ciem , cui duæ infunt dimenfiones 3 & folidum

T T T TT " quod
\
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quod tribus dimenfionibus conftat . Profe&o

autem lineam per motum pun&ti , fuperficiem

per motum lineæ , & folidum per motum fuper

ficiei oriri docuerunt.

435. Nec dubium effe poteft , quin pro ge

nefi cujufque harum quantitatum fignum affum

pferint prorfus indivifibile. Ut enim punétum,

velut omnis expers dimenfionis, eft quid indi

vifibile, tam relate ad lineam, quam ex ipfa ejus

natura ; ita linea , velut expers latitudinis , ha

beri debet , velut quid indivifibile , relate ad fu.

perficiem ; pariterque fuperficies , quum careat

profunditate , ut quid indivifibile, relate ad foli

dum , debet exiftimari.

436. Non diffimiliter iidem Veteres Geo

metræ tradiderunt genefim figurarum fpecia

lium. Oriri namq;docuerunt,parallelogrammum

ex latione unius re&tæ fuper re&tam aliam immo

bilem ; circulum ex rotatione radii circa unum

ejus extremum fixum, & immobile; fphæram ex

revolutione femicirculi circa fuam diametrum fi

xam , & quiefcentem ; cylindrum ex uniformi

latione re&tæ per circumferentias immobiles

duorum circulorum æqualium , & fibi invicem

aequidiftantium ; atque ita de aliis.

437. Hac autem ratione, non modo quanti

tates geometricæ, fed & quævis aliæ poffunt ori

ri . Tempus enim , exempli gratia , velut fluxus

figni illius indivifibilis , quod inftans dicitur,

poteft haberi . Verum circa tempus illud pecu

liari quadam ratione obtinet , quod non aliter

oriri concipiendum eft,quam per fluxum inftan

tis æquabilem, ac uniformen, hoc eft, qui neque

acceleretur, neque retardetur . Nam profe£to

tem>
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tempus labitur æquabiliter, nec ejus labendi ra>

tio unquam intenditur, aut remittitur.

438. Loquimur vero de tempore abfolus

to , & non relativo ; hoc eft de duratione, &

perfeverantia rerum ex iftentium, & non de mo

tu folis, quo vulgo tempus metimur . Neque

enim nos latet , motum folis non effe æquabilem,

ac uniformem , & inæquales effe dies naturales,

qui vulgo tamquam æquales habentur. Sed ne

que etiam nos fugit , motum illum non effe ac

curatam temporis menfuram, & corrigere Aftro

nomos eam inæqualitatem , ut verum tempus

poffint habere.

439. Et fáne æquum erat , ut tempus la

beretur conftanter , ac uniformiter. Tempore

enim metimur alios aliorum fignorum fluxus,

feu motus ; putamufque hos celeriores, aut tar

diores, prout quantitates, æqualibus tempo

ribus genitæ , funt majores, vel minores. Un

de omnino neceffe erat, ut tempus flueret æqua

tiliter , ac uniformiter . Nam aliter, nec de

æqualitate partium ejus certi quidpiam ftatui ,

nec ipfi aliorum fignorum motus inter fe mutuo

comparari potuißent.

44o. Ut ergo ad propofitum redeamus, non

aliter oriri cenfenda eft quantitas continua ,

quam per fluxum figni alicujus indivifibilis, ad

eam producendam apti. Id vero fignum , non

velut pars genitæ quantitatis debet haberi , fed

fimpliciter tamquam terminus ejus : eadem fer

me ratione , ac pun&um habetur , velut termi

nus lineæ : lihea , velut terminus fuperficiei 3 &

fuperficies, velut terminus corporis.

441. Hinc generatur quantitas continua ,

pon
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non repetita ejus figni appofitione , fed excur:

fu illius per locum, ut ita dicam , quo quanti

tas continetur.Jam enim omnia locantur 5 in

tempore quidem, quoad ordinem fucceffionis; in

fpatio vero , quoad ordinem fitus . Sed , tum

tempus , & fpatium, cum omnes alias quantita

tes, fua quoque loca habere, putandum eft : quæ

faltem in modo concipiendi ab ipfis quantitati

16us differunt.

442. Cæterum, ficuti oritur quantitas con

tinua per fluxum figni alicujus indivifibilis , ad

eam producendam apti;ita eadem augetur,fuum

que fubit augmentum , ubi idem fignum fluere

pergit. Minuitur vero , & decrementum patitur

quantitas continua,quotiefcumque fignum illud,

fluxu contrario , redit ad principium , unde

fluere cœperat. Atque hac ratione perfpicuum

eft , quantitatem eo ufque minui poffe , ut eva

dat , vel plane nulla , vel etiani negativa.

443. Quod fi contingat, ut quantitas ali

qua maneat eadem , &. invariata , interea ac aliæ

augentur , ac minuuntur ; tum deftitiffe fluere

fignum fuum , oportet cogitemus. Unde obiter

notetur,'hic velim, quod ficuti relate ad tempus

fluxus inftantis , nec nullus evadere poteft, nec

item variari ; ita , relate ad aliam quamvis quan

titatem, fluxus figni fui effe poteft, & nullus, &

conftans , & variabilis : nimirum nullus, quum

quantitas eadem , ac immutata manet ; conftans,

quum augetur , vel minuitur in eadem ratione

cum ipfo tempore ; ac denique variabilis, quum

ejus incrementum , aut decrementum fit in alia

quavis ratione. TT .

III.
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A III. ®agntitatam imdefinite parvarum ortus;
(t! ό* matura.

444• O Stenfa genefi quantitatum , &

explicata ratione, qua augentur,

ac minuuntur ; videamus modo , unde fiat , ut

eædem diftingui debeant in indefinite magnas,

& parvas. Et quidem , quum oriatur quantitas

quævis,per fluxum figni ejus indivifibilis , quod

aptum eft ad eam producendam ; facile erit in

telligere , quod in genefi cujufque quantitatis

confiderari debet velocitas , qua fignum illud

fluit indefinenter.

445. Jam ifta velocitas quantitatibus inde-'

finite parvis locum præbet.Ea enim eft,ut quan

titas, dato quovis tempore genita , quum eadem

femper manet, nec unquam mutatur ; eft vero

in prima augmenti jam nafcentis ratione, quum

variabilis eft , & continuo patitur mutationem.

Nam , ut ut mutationi velocitas illa fit obno

xia 5 haberi tamen poteft velut conftans , ae

uniformis , ubi augmentum illud incipit oriri.

446. Hinc , ficuti ad augmentajam jam na

fcentia oportet confugere, quoticfcumque fi

gnorum , quibus quantitates generantur , varia

biles velocitates debent definiri ; ita augnienta

illa velut quantitates indefinite parvæ debegt

haberi. Et quoniam indefinita ifta parvitas in

telligenda eft , relatc ad quantitates , quæ fub

eunt eadem illa augmenta ; hinc eft , ut viciffim

quantitates iftae , relate ad ea, velut indefinite

magnæ debeant exiftimari.

447. Concipiamus ergo , fluere fignum alia

quod,
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FIG. §.

quod , & fluxu fuo , tum quantitatem generare,

cum eandem perpetuo augere . Jam augmentu

nafcens , relate ad quantitatem jam genitam

quantitas indefinite parva nominatur. Per con

trarium vero quantitas jam genita, relate ad na

fcens illud augmentum , quantitas indefinite

magna vocitatur. Adhibentur vero vocabula

ifta ; quia , quum illiufmodi augmentum in pri

ma fui origine confideretur,idem refpeétu quan

titatis, cui accedit , eft indefinitæ plane par

vitatis , & in computu ejus omnino negligi po

teft.

448. Etfi autem nafcentia ifta quantitatum

augmenta fint indefinitæ parvitatis, relate ad

quantitates , quibus accedunt , neque adeo eas

fenfibiliter adaugeant ; poffunt tamen inter fe

mutuo comparari , & per quantitates finitas eo

rum rationes exhiberi. Quod ut uno , aut alte

ro exemplo hic oftendamus, notabimus primo,

arcumjam jam nafcentem cujuslibet curvæ poffe

velut exiguam re&am confiderari, coinciden

tem cum re&a illa, quæ curvam in eo loco con

tingit. -
-

449. Efto enim re&ta quævis AB , eique alia

ad datum angulum applicetur AC. Exeat pun

&tum aliquod ex loco A , quod interea ac mo

vetur velocitate ut ut variabili fuper AC , fera

tuw re&ta ifta AC motu parallelo , & fi placet æ

quabili fuper AB.Jam pun&tum illud , fubiens

quoque motum re&tæ AC , defcribet in plano

reëtarum AB , AC lineam curvam AMX . Sit

ergo Mm arcus aliquis nafcens curvæ hujus. Di

co , arcum iftum Mm confiderari poffe velut

exiguam re&tam , coincidentem cum re&ta MT,

quæ curvam tangit in M. 45©•
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45o. Ducantur namque ad pun&ta M , & m

re£tæ NM , mm , ipfi AC parallelæ.Jamque, ubi

nafcitur arcus Mm , erit Nm augmentum ipfius

AN . Et , fi ducatur MO, ipfi AB parallela ,

erit quoq; Om augmentum ipfius NM. Ifta por

ro augmenta immutatis fere velocitatibus pro

ducuntur. Quare , duéta inter ipfas Nm, mm re

&ta alia tr , eidem AC parallela ; erit * ut Nm

ad Nt , ita Om ad sr. Sed Nm eft ad Nt , ut MO

ad Ms. Quare erit ex æquali , ut MO ad M*,

, ita Om ad sr : & propterea pun&tum r locabitur

in eadem re&ta cum punétis M , & m.

45 1. Simili ratione oftendetur , quodvis

aliud pun&tum ejufdem arcus Mm in eadem re

&a locari . Quare ipfe arcus Mm velut exigua

reéta debet haberi. Quod vero reéta ifta coinci

dat cum tangente MT ; id ex notione tangentis

profuit. Confiderando etenim lineas,velut ortas

ex motu pun&orum , non aliud erit difcrimi

nis inter tangentem, & fecantem, quam quod in

loco occurfus pun&unm defcribens reétam , &

punétum defcribens curvam feruntur eadem di

reétione , quum reéta eft tangens ; & dire&tioni

bus diverfis, quum reéta eft fecans. Unde omni

no neceffe , ut tangens MT intercipiat longitu

dine fua arcum Mm 3 quippe qui velut jam na

fcens immutata, tum velocitate, cum dire£tione

defcribitur. · ·

452. Hoc prænotato, maximum in do&rina

curvasum ufum habente, jam primum rei, de

qua agitur , exemplum fuppeditat nobis idem

fchema, quod præ manibus habemus ; quum fa

cile fit oftendere, augmenta nafcentia reétarum

AN, NM , & arcus AM effe inter fe , ut latera

tIlan

Ο

^.

*4rt.445'.
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trianguli TNM , Ponatur enim , quod arcus

Mm fit nafcens augmentum ipfius AM.Jamque,

*,,t.45o. iifdem ut fupra * manentibus , erunt MO, Om

nafcentia augmenta ipfarum AN, NM . Sed

triangulum MOm in forma fua nafcente eft ac.

quiangulum triangulo TNM 5 quum arcus Mm

*art.448. fit exigua re&ta * coincidens cum tangente

MT. Quare, tria illa nafcentia augmenta Mm,

MO , Om proportionalia erunt tribus reétis fi

nitis MT, NT, NM.

453. Deinde , ut aliud ejufdem rei exem

FIG. 4. plum afferamus , revolvatur re&ta CM circa po

lum C, & hac ejus revolutione fecet interea re

&tam aliam pofitione datam AB. Demittatur fu

per AB perpendicularis CD. Et nafcentia aug

menta ipfarum AM , CM erunt , ut re&tæ CM,

DM. Efto enim Mm nafcens augmentum ipfius

AM . Jamque , fi jun&ta Cm , defcribatur cen

tro C , intervalloque CM arcus MO, erit Om

nafcens augmentum alterius CM. Quia autem

'ar* 448. arcus MOÄb ejus tangente • non diffèrt , trian

gulum MOm in forma fua nafcente erit æquian

gulum triangulo CDm . Unde erit , ut Mm ad

- Om , ita Cm ad Dm. Sed Cm , Dm non dif

**447. ferunt • fenfibiliter ab ipfis CM, DM. Quare

erit quoque , ut Mm ad Om, ita CM ad DM.

454. Denique ultimum rei , de qua agitur,

exemplum fubfiftet nobis fpecies . a præcedente

non diffimilis . Nimirum re&ta CM revolutio

f;g. ;. ne fua circa polum C fecet non unam , fed re&tas

T duas pofitione datas AB, AE. Et nafcentia aug

nienta ipfarum AM , AN erunt in ratione com

pofita ex AM ad AN , & ex CM ad CN . Si

enim Mm fit nafcens augmentum ipfius AM ;

jun

©
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jun&ta Cm, fiet Nm augmentum nafcens alterius

AN. Et quoniam , duéta MO , ipfi AE paral

lala; fiunt æquiangula,tam duo triangula MOm,

Anm , quam triangula duo CMo , CNm ; erit,

ut Mm ad MO, ita Am ad Am , five ita AM ad

AN ; & ut MO ad Nm , ita CM ad CN . Sed

Mm efi ad Nm in ratione compofita ex Mm ad

MO, & ex MO ad Nm . Quare Mm ad Nm ha

bebit quoque rationem compofitam ex AM ad

AN , & ex CM ad CN.

455. Nec reticebimus hoc loco , quod ea

dem determinatio pariter obtinet , fi re&a re

volvens CM, loco reétarum, fecet in pun&is M,

& N duas quafvis curvas pofitione datas , & in

locis interfeétionum M , & N tangant curvas

FIG. 6,

i{tas re&tæ duæ AB, AE, fibi invicem occurren- .'

tes in A. Nam augmentum nafcens curvæ, quam

tangit reéta AB , ad augmentum nafcens cur

væ , quam tangit re&ta AE, adhuc erit in ratio

ne compofita ex AM ad AN , & ex CM ad CN;

quum nafcentia augmenta earum curvarum *

coincidant cum re&tis AB, AE. Sed idem etiam

eveniet , fi re&ta CM , non quidem revolvatur

*4rt. 448.

circa polum immobilem C , fed curvam ali- .

quam pofitione datam perpetuo tangat alicubi

* in C.

IV. ®aambitatam imdefinite parvarum ia

ordines diffiméfio.

456. Idimus •, diftin&ioni quantita

tum in indefinite magnas , &

parvas præbere locum velocitates fignorum,qui

bus quantitates ipfæ generantur. Nam , ficuti

7'om.I. N V€

*art.445
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adeo proportione correfpondere ei , quod acce

dit incremento primo velocitatis. Unde , quum

•art.446. illud fit*indefinitæ parvitatis relate ad ipfum,cui

accedit, velocitatis incrementum ; erit ea diffe

rentiarum differentia pariter indefinite parva re

late ad differentiam priorem : & propterea, ficut

*art.459, hæc eft • indefinities indefinite parva refpe&tu

genitæ quantitatis , fpeétatque adeo ad fecun

dum genus quantitatum indefinite parvarum ;

ita illa relate ad eandem quantitatem erit par

vitatis adeo indefinitæ , ut ad tertium genus

quantitatum indefinite parvarum debeat referri.

463. Oriuntur ergo quantitates indefinite

parvæ tertii generis in hypothefi , quod auge

tur indefinenter , tam velocitas primitiva figni,

per cujus fluxum quantitas generatur , quam

incrementum quodque nafcens ejus velocitatis.

lUnde fedulo notandum hoc loco eft, quod fi

augeatur dumtaxat velocitas primitiva figni, &

incrementa ejus nafcentia nianeant femper ea

dem ; nullæ erunt quantitates indefinite parvæ

tertii generis. Eodem autem argumento often

demus , oriri quantitates indefinite parvas quar

ti generis in hypothefi , quod augetur , & velo

citas primitiva figni , & ejus incrementum na

fcens , & id, quod huic rurfus accedit. Atque

fiac ratione perfpicuum eft , in infinitum pro

gredi licere.

464. Cæterum eadem quantitatum indefini

te parvarum genera fubnafcuntur, fi ponamus

velocitateni figni, fluxu fuo quantitatem pro

ducentis , non quidem augeri , fed minui. Nam,

*ar*.445. ficuti ex primitiva illa velocitate oriuntur •

quantitates indefinite parvæ primi generis ; ita

de
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decremento , quod eadem velocitas primo loco

patitur , ferenda eft accepta genefis quantita

tum indefinite parvarum , quæ fecundi funt ge

neris 5 ex ea , quam ratione prioris decrementi

rurfus fubit , diminutione fuam trahunt origi

nem quantitates indefinite parvæ tertii generis;

atque ita dcinceps. Quorum quidem demonftra

tiones funt prorfus eædem ; & fuperfluum puto,

eas denuo repetere.

465. Juvat interim , in fummnm contrahe

re , nec non paulo intimius rationem hic per

pendere , qua hujufmodi quantitates indefinite

parvæ oriri concipiuntur . Nimirum jam quan

titas generari , & augeri intelligitur per flu

xum figni , ad eam producendam apti . Sed

ifte fluxus , ut tempore perficitur , fic etiam ve

locitate quadam debet abfolvi. Rurfus autem,

& tempus,& vclocitas per fluxus fuorum figno

rum generantur . Verum fluxus temporis eft *

femper conftans, ac uniformis ; non ita vero flu

xus velocitatis, ut qui , & nullus, & conftans,.

& variabilis effe • poteft.

466. Incrementa ergo nafcentia temporis

confiderari debent velut æqualia. In lapfu au

tem eorum temporis incrementorum,fi velocitas

figni , quantitatem producentis , nullum patia

tur fluxum ; erunt genitæ quantitatis nafcentia

augmenta perpetuo pariter æqualia ; adeoque in

gencfi ejus tantum quantitates indefinite par

vas primi generis confiderare licebit. Quod fi

vero velocitas illa fluxum fubeat conftantem,

ac uniformem ; inæqualia quidem erunt nafcen

tia augmenta quantitatis genitæ, fed eorum dif

ferentiæ primæ fient æquales: quo fit, ut in ejus

*art.437>

*art.443.

3 quan
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quantitatis produ&tione ufq; ad quantitates im

definite parvas fecundi generis progredi fas fit.

467. Supereft tertius cafus, nimirum,quum

velocitas figni , quantitatem producentis, fluxu

gaudet variabili . Et quum id contingit , inæ

qualitas etiam ad differentiarum differentias,imo

pro lege variationis longe ultra fe extendet :

proindeque in genefi hujus quantitatis alia quo

que genera quantitatum indefinite parvarumi

locum habebunt . Hæc autem quum ita fint ,

abunde, opinor, liquet, varia quantitatum inde

finite parvarum genera, non jam ex fluxu tem

poris, qui eft femper conftans, & uniformis; fed

ex fluxu velocitatis, qui effe poteft , & nullus,

& conftans , & variabilis , repeti debere .

468. Sed notandum hoc loco eft,quod quum

plures quantitates fimul producuntur , fieri po

teft, ut non eodem modo fluant velocitates , qui

bus eæ generantur. Neque enim quicquam ob

ftat , ut pro una fluxus velocitatis fit nullus ;

pro aliis vero, vel conftans fit , vel etiam va

riabilis. Unde , quum id contingit , relate ad

priorem quantitatem tantum quantitates inde

finite parvæ primi generis locum habebunt;relate

vero ad alias, eas quoque , quæ fecundi funt ge

neris, & forte ctiam aliorum confiderare oporte

bit. Si quæ vero fit quantitas, quæ inter eas ea

dem femper manet, ac immutata ; refpc&tu illius

fluxus velocitatis , non jam ut nullus, fed velut

imaginarius debet haberi.

469. Nec filentio hic præteribimus,quod ubi

plures quantitates fimul generantur , præftat

pro una ex iis fluxum velocitatis, velut nullum,

affumere ; ut fcilicet per augmenta ejus nafcen

tia;
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tia , quæ produnt * æqualia , defignari poffint *,„,.4«g.

æqualia illa incrementa , quæ fubit tempus la

pfu fuo conftanti, ac uniformi. Jam enim , ad

determinanda nafcentia augmenta, quæ fingulis

quantitatibus indefinenter accedunt , opus eft

æqualibus iis temporis incrementis., Unde, ut

eorum accurata menfura habeatur, non abs re

erit,confiderare aliquam quantitatem, velut cre

fcentem in eadem omnino ratione cum ipfo tem

pore.

V. 7'beoriæ præcedemtis præclara quædam

confe£taria .

47o. E X iis, quæ ha&enus di&ta funt

de variis generibus quantitatum

indefinite parvarum , plura modo præclara con

fe&taria colligi poffunt , fuos deinceps ufus ha

bitura. Priufquam vero ea deducamus , notetur

hic velim , quod ficuti quantitates jam genitæ

vulgo dicuntur finitæ ; ita augmenta illa inde

finite parva , quæ eis indefinenter accedunt, tum

quantitates infinitefimales, cum etiam infinite

fimæ paffim appellantur . Unde , quum volupe

fit in pofterum , tali nomine ea vocitare ; operæ

pretium eft, ad infinitefimas transferre diftin

&tionem illam quantitatum indefinite parvarum,

~quam paulo ante oftenfam exhibuimus.

47 i. Dicemus ergo infinitefimam primi ge

neris, primum nafcens augmentum alicujus fini

tæ quantitatis 5 dicemus infinitefimam fecundi

generis, differentiam inter augmentum primum,

& augmentum fecundum; dicemus infinitefimam

tertii generis,differentiam, quæ inter duas illiuf

N 4 mO
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*4rt.447•

modi proximas differentias intercedit ; atque ita

deinceps . Quumque notiones fint omnino eæ

dem 3 erit infinitefima primi generis indefinite

parva relate ad quantitatem finitam ; infinitefi

fima fecundi generis indefinitæ adhuc parvitatis

relate ad infinitefimam generis primi ; infinitefi

ma tertii generis fimiliter indefinite parva refpe

&lui nfinitefimæ generis fecundi;atq;ita de aliis.

472. Jam ex tradita ifta quantitatum infini

tef.marum idea illud primo colligi poteft , quod,

ficuti quantitates finitæ augentur quidem per

additionem aliarum quantitatum finitarum , fed

non item per additionem infinitefimarum , quæ

relate ad eas * negligi poflunt ; fic & ipfæ quan

tites infinitefimæ tunc quideni additione alia

rum infinitefimarum augentur, quotiefcumque

funt ejufdem generis ; fed non item , quum in

finitefimæ , quæ iis adduntur , fuerint generis

inferioris . Qua rationé duplum , aut triplum

alicujus infinitefimæ non eft fere idem cum

ipfa infinitefima ; fed infinitefima alicujus gene

ris , au&ta infinitefima geueris inferioris , nihil

obftat , quominus pro ipfa infinitefima capiatur•

473. Colligi poteß fecundo , eam quantita

tem, ad quan infinitefima alicujus generis ha

bet eandem rationcm , quam quantitas finita ad

quantitatem finitam , effe infinitefimam aliam

ejufdem generis ; eam vero , ad quam ita fe ha

bet infinitefima alicujus generis, ut eft quantitas

finita ad infinitefimam generis primi , effe infini

tefimam generis proxime inferioris ; & eam de

mum, ad quam infinitefima alicujus generis eft

viciffim, ut infinitefima generis primi ad quanti

tatem finitam, effe infinitefimam generis proxime

-
fu
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fuperioris. Unde , quia unitas , per quam multi

plicatio , & divifio ad proportionem revocantur,

eft quantitas finita ; omnino neceffe eft, ut mul

tiplicando , vel dividendo infinitefimam alicujus

generis per quamlibet quantitatem finitam , pro:

ducatur infinitefima alia ejufdem generis; multi

plicando vero eam , vel dividendo per infinite

fimam generis primi , oriatur infinitefima alia

generis, vel proxime inferioris , vel proxime fu

perioris.

474. Colligi poteft demum , eam quantita

tem, ad quam infinitefima alicujus generis habet

eandem rationem , quam quantitas finita ad infi

nitefimam alterius cujufvis generis, effe infinite

fimam aliam generis, tot gradibus relate ad illam

deprcffioris, quot ifta diftat a quantitate fini

ta ; eam vero , ad quam infinitefima alicujus ge

neris eft viciffim , ut infinitefima alterius cujuf

vis generis ad quantitatem finitam , effe in

finitefimam aliam generis , tot gradibus re

fpe&tu illius altioris , quot a quantitate fini

ta hæc altera diftat . Unde confequens fit , ut

fi alicujus generis infinitefima multiplicetur ,

vel dividatur per aliam cujufvis alterius gene

ris infinitefimam , oriatur infinitefima tertia ge

neris , tot gradibus relate ad priorem depreffio

ris , vel altioris , quot fecunda diftat a quanti

tate finita.

475. Atque hinc liquet ulterius , infinitefi

mæ , quæ oriuntur ex multiplicatione , vel divi

fi one aliarum infinitefimarum , non melius co

gnofci poffe , ad quod genus fint revocandæ,

quam adhibitis ipfis infinitefimarum exponenti

bus ; quandoquidem fumma exponentium mul
- tie
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tiplicandi , & multiplicatoris dabit exponentem

produ&i; exponens yero diyiforis,fubduétus ab

exponente dividendi , relinquet exponentem

quotientis. Ita infinitefima primi generis , mul

tiplicata per infinitefimam fecundi generis , pro

ducet infinitefimam generis tertii , quia i + 2

eft 3 ; & infinitefima fecundi generis, multipli

cata per infinitefimam generis tertii , dabit pro

produéto infinitefimam generis quinti, quia 2+3

eft 5. Atque ita quoque id , quod producitur,

dividendo infinitefimiam generis quarti per infi

nitefimam generis tertii , erit infinitefima primi

generis , qüia 4- 3 eft 1 ; & id, quod gigni

tur, dividendo infinitefimam noni generis per

infinitefimam generis quarti,erit infinitefima ge

neris quinti , quia 9 — 4 eft 5. -

476. Jam exponens quantitatis finitæ in or.

dine ad exponentes infinitefimarum eft zero,feu

nihil. Unde, fi infinitefima alicujus generis di

vidatur per infinitefimam generis ejufdem, quo

tiens erit quantitas finita; quandoquidem , faéta

exponentium fubdu&tione , nihil remanet. Sed,

fi porro dividatur infinitefimia generis fecundi

per infinitefimam generis tertii ,tunc orietur in

quotiente infinitefima,cujus exponens erit — i ;

quia fcilicet 2 — 3 eft idem , ac •-• 1 • Et fimili

ter , fi infinitefima generis tertii dividatur per

infinitefimäm generis quinti , producetur infi

nitefima , cujus exponens erit — 2 5 quia nem

pe 3 -- 5 perinde valet , ac -• 2. Unde difci

mus , præter infinitefimas , quarum exponentes

funt pofitivi , dari infinitefimas alias y quarum

exponentes funt negativi.

477. Sed quæ fit natura harum infinitefi

i

-
Ima
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:

marum, quarum exponentes funt negativi; haud

arduum erit definire. Nimirum , quum negati

vum opponatur femper pofitivo, profe&to, ficuti

infinite(iimæ, exponentes pofitivos habentes,de

fignant quantitates indefinite parvas , relate ad

quantitates finitas ; ita infinitefimæ , quæ ha

bent exponentes negativos , defignare debent

quantitates indefinite magnas , relate ad eafdem

finitas quantitates , Nec mirum . Nam , ficuti,

defcendendo a quantitate finita , varia infinite

fimarum genera diftingui poffunt ; ita viciffim,

afcendendo ab eadem fiuita quantitate , varia

genera infinitorum poterunt confiderari . Qua

ratione quantitas , quæ fit ad quantitatem fini

tam , ut eft quantitas finita ad infinitefimam pri

mi generis, dicenda eft quantitas infinita generis

primi . Et fimiliter quantitas , quæ ita fe habeat

ad quantitatem finitam, ut eft quantitas finita

ad infinitefimam fecundi generis , quantitas in

fiita generis fecundi poterit appellari. -

478. Itaque, dividendo infinitefimam gene

ris fccundi per infinitefimam generis tertii , pro

ducetur quantitas infinita generis primi 3 pari

terque, dividendo infinitefimam tertii generis

per infinitefimam generis quinti , quotiens erit

quantitas infinita generis fecundi. Sed & ipfae

quantitates infinitæ poterunt eadem ratione,tam

inter fe , quam cum ipfis infinitefimis multipli

cari , ac dividi . Sic quantitas infinita generis

primi, multiplicata per infinitefimam generis fe

cundi, producet infinitefimam generis primi;di

vifa vero per eandem infinitefimam , dabit pro

quotiente quantitatem infinitam generis tertii.

Atque ita quoque infinitefima primi £*
mUI
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multiplicata per quantitatem infinitam generis

tertii, producet quantitatem infinitam generis

fecundi; divifa vero per eandem quantitatem in

finitam, dabit pro quotiente infinitefimam gene

ris quarti. -

479. Atque hinc fequens theorema fua

fponte profluit , quod fi quantitas infinita cu

jufcumque generis multiplicetur per infinitefi

mam generis non diffimilis , produ&tum fit fem

per quantitas finita 5 quandoquidem , additis fi

mul exponentibus , fumma fit zero , feu nihil.

Unde viciffim duo alia theoremata colligere lice

bit . Primum eft , quod fi quantitas aliqua fi

nita dividatur per infinitefimam cujufcumqué

generis , quótiens debet effe quantitas infinita

generis non diffimilis . Alterum eft , quod fi

quantitas aliqua finita dividatur e contra pcr

quantitatem infinitam cujufcumque generis ,

quotiens oriri debet infinitefima generis non di

verfi .

48o. Cæterum , fi in conftituendis generi

bus infinitefimarum eo ufque cogitatione pro•

gredi fas fit , ut tandem ad zero abfolutum de

veniatur ; omnino neceffe eft, ut viciffim in or

dinandis generibus infinitorum eo ufque afcen.

dere liceat , ut tandem deveniatur ad infinitum

abfolutum . Unde non verebimur de infinito

abfoluto , & de zero abfoluto hæc tria theore

mata ftatuere . Primo, quod infinitum abfolu

tum , du&tum in zero abfolutum , producit

quantitatem finitam. Secundo, quod quantitas

finita, divifà per zero abfolutum , exhibet in

quotiente infinitum abfolutum . Et denique ,

quod quantitas finita, divifa viciffim per infini
-

* tum
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tum abfolutum, producit e contra zero abfo

lutum ,

C A P ll T II.

Gemefi: , & matura fèrieram ipfimimi

/gram//,

48 i. S Eries infinitæ locum habent in

calculo rationaliumcompofitarum;

eæque oriuntur , vel a divifione , vel ab extra

£tione radicum.Jam enim vidimus fupra, utram

que haruni operationum non poffe femper ad

exitum perduci . Quumque id contingit quo

tientes quidem per fraétiones, radices autem per

radicales quantitates, diximus debere defignari.

Verum fi libuerit-, eas operationes in infinitum

extendere , iifdem plane regulis , quæ pro ipfis

traditæ funt ; tunc vitabuntur fraétiones , &

radicales quantitates , fed orientur quantitates

aliæ , quæ, quum ex infinitis numero terminis

conftent , ferierum infinitarum nomine vocj

tantur.

482. Hinc ufus ferierum infinitarum in cal

culo rationalium compofitarum eft , ut per eas

vitentur , tum fraétiones, cum radicales quan

titates . Id autem intelligi debet ; & de iis fra

&ionibus , quarum denominatores ex duabus,

aut pluribus partibus conftant ; & de iis quan

titatibus radicalibus , quæ compofitam aliquam

quantitatem fub radicali figno compleétuntur.

Nam cæteroquin fraétiones,quæ fimplices quan

titates pro fuis denominatoribus habent,*in ip

- fis
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*arf.4*3,

$art.4a3 ,

*art.4x5.

fis etiam feriebus infinitis occurrunt ; & quan

doque ab iifdem feriebus , nec etiam eas radica

les , quæ fub figno radicali fimplicem continent

quantitatem , excludere licebit.

1, Series mamerorwm maturalium ad examem,

rev0cat4,

483. Heoriæ de feriebus infinitis duo

prima facie negotium non leve

faceffunt . Primum eft , quod illiufmodi fe

ries , quum ex terminis a fe mutuo fejun&is

conftent , difcretæ quantitatis * obtinent ra

tionem : plane vero non apparet , fieri poffe ,

ut difcreta quantitas ex infinitis numero termi

nis coalefcat ; quum notio numeri limitationem

involvere videátur . Alterum eft , quod nec

etiam intelligi poteft , quo pa$to infiniti nume

ro termini finitæ quantitatis valorem poffint

exhibere ; nam femper ac ponuntur numero

infiniti , videtur , quod infinita, pariter effe de

bet quantitas , quæ ex iis componitur.

484. Hæc duo igitur obftacula funt a no

bis removenda , priufquam infinitarum ferierum

genefim oftendamus. Et quantum ad primum,

haud quidem negamus , feries infinitas difcretæ

quantitatis rationem obtinere. Sed , quod di

fcreta quantitas ex infinitis numero partibus

conponi nequeat; id fane omnino negamus.Pla

ne enim vidimus fupra * , difcretam quantitatem

oriri, quotiefcumque ipfa quantitas continus

fubit eam divifionem , cujus natura fua eft ca

pax . Quum ergo divifibilitas quantitatis con

tinuæ abeat * in infinitum , nec ullibi terminum

- agno
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agnofcat; confequens eft,ut etiam difcreta quan

titas poffit ex infinitis numero partibus com

pon* •

485. Neque dicas , continuæ quantitatis

divifionem abire quidem in infinitum ; fed non

ideo licere ad ejus portionem infinitefimam tan

dem devenire . Id enim ultro concedimus ; nec

item negamus, fericrum infinitarum , de quibus

fic a nobis agendum eft , non poffe terminos

omnes peragrari. Hinc vero non fequitur, quod

nequit quantitas difcreta ex infinitis numero

partibus componi , Dividatur namque per con

tinuum , fi placet, bifeétionem quantitas aliqua

continua in partes , decrefccntes in ratione du

pla . Jamque , fi eodem tempore , quo ejus di

vifio peragitur , componatur ex partibus adeptis

quantitas altera difcreta ; abunde liquet, non

poffe illius divifionem in infinitum abire , quin

iftius compofitio in infinituni pariter progre

diatur , - -

486. Et fane feriem numerorum naturalium,

in qua fuas fedes habent omnes difcretæ quanti

tates , vel ex eo probari poteft in infinitum abi

re, quod ipfà divifio quantitatis continuæ in

infinitum pariter abit . Jam enim numeri natu

rales oriri concipiuntur per continuam unita

tis additionem . ltaque , quia nova divifione nu

merus divifionum præcedentium unitate femper

augetur;licebit,per repetitam divifionem quanti

tatis continuæ omnes gradatim numeros conci

pere . Unde , ficuti ea divifio nullibi terminum

agnofcit, fed in infinitum poteft promoveri 5

fic & numerorum nullus erit terminus, feu finis,

fed ii quoque in infinitum pregredientur.

^

487.
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487. Etfi autem feries numerorum natüra

lium nullibi fiftatur , fed in infinitum abeat 5

non tamen cen(endi funt ejufdem indolis numeri

omnes , quos ea comple&titur. Licebit ergo , in

duo fumma genera eos partiri . Unum namque

genus erit eorum , in quibus quoufque repetita

fit unitas,mente affequi poffumus. Et hujufmo

di numeros effabiles, feu exprimibiles appellabi

mus ; quia , ficuti ab unitate ad eos ufque pro

gredi licet , fic exprimi , enunciarique pariter

poffunt. Alterum genus erit illorum , qui quo

ties unitatem continent , nequit definiri . Et

quum talcs numeri nec item exprimi , enuncia

riquc poffint; ineffabiles , feu inexprimibiles eos

dicemus.
-

488. Eft vero inter utriufque generis nu

meros illud difcrimen , quod qui prioris funt

generis , ordine fumpti , progreffionem compo

nunt dumtaxat arithmeticam ; qui vero perti

net ad fecundum genus , ubi ordine capiuntur,

progreffionem conftituunt, tum arithmeticam,

cum geometricam. Plane enim , quod utriuß

que generis numerorum progreffio fit arithme

tica ; id cx eo liquet , quod ex unitate fæpius

repetita omnes oriuntur. Quod autem ii , qui

fecundi funt generis, conftituant progreffionem

geometricam , fuaderi id poteft hac ratione.

489. Nimirum , jam convenit apud Geome

tras , æquales fieri tandem eas quantitates , qua

rum differentia minor femper , ac minor evadit.

Capiantur ergo in ferie numerorum naturalium

duo numeri , fe ftatim excipientes ; tum in ordi

ne ad eos quæratur tertius geometrice propor

tionalis , Sane hunc majorem effe eo , qui duos

il
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iIIos immediate fubfequitur, haud quidem ne

gamus ; fed differentia inter utrumque eo minor

deprehendetur , quo magis duo illi affumpti nu

meri ab unitate , feu principio feriei removen

tur. Quare neceffe eft , ut tandem ei æqualis .

Oriatur.

49o. Sic tertius geometrice proportionalis

poft 1 ,& z eft 4,qui differt a 3 per unitatem.Sed

tertius , qui geometricam proportionem con

ftituit poft 2 , & 3, eft 9 : 2 , qui differt a 4 per

femiffem unitatis. Et, qui geómetrica propor

tione excipit duos 3 , & 4 , eft 16: 3 , qui dif

fert a 5 per unitatis trientem. Fit itaque diffe- .

rentia continuo minor , ac minor. Unde deve

niendum eft tandem ad numeros tales , ut, qui

poft ipfos eft tertius geometrice proportionalis •

adæquet illum , qui iii ipfa ferie numerorum na

turalium immediate eos fubfequitur.

49 1. Quod autem hujufmodi funt numeri

illi, quos ineffabiles, feu inexprimibiles appel

lavimus , nec item in dubium poteft revocari.

Quantitates enim, quarum differentia fit femper

minor , ac minor , tunc demum evadunt æqua

les , quum differentia illa oritur minor quavis

differentia affignabili . Plane vero numeri inex

primibiles per id ipfum,quod exprimi nequcunt,

majores fint oportet quocumque numero , qui

poffit affignari . Unde omnino neceffe eft , ut

relate ad eos differentia iila, de qua agitur , fiat

minor quacumque differentia affignabili.

492. Licebit ergo , demonftrationem ejus,

de quo eft quæftio , hunc in modum concipere.

Sit m numerus aliquis inexprimibilis , adeoque

major quocumque numero affignabili . Dico,

2Tom.l. O ter
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tertium geometrice proportionalem poft m , & '

m -+- 1 , effe m -+- 2 . Si enim ille , per regulam

paffim notam,inveniatur,prodibit m + 2 + 1 : m.

Sed 1 : m eft fraétio minor quacumque fra&ione

.affignabili . Quare talis etiam erit differentia

inter m -+- 2 , & m + 2 + 1 : m : proindeque nu

merus, qui poft duos m , & m + i geometricam

proportionem conftituit , erit m + 2.

493. Atque hinc modo definiri quodam

modo poteft limes inter utrumque genus nu

merorum , tametfi ex uno in aliud genus, nec

liceat tranfire , nec tranfitus intelligi poffit.

Nimirum , numeros exprimibiles ad eum ufque

progredi cogitandum eft , donec unitas, per ip

fum divifa , exhibet fra&ionem , tantum non

cvanefcentem, relate ad eundem numerum. Per

contrarium vero putandum eft,incipere numeros

inexprimibiles ab eo numero , per quem fi uni

tas dividatur, oritur fraétio, relate ad eum pror

fus evanefcens.

494. Unde etiam adumbrare quodammodo

licebit numerum illum, qui pro infinito debet

fiaberi , & ad quem ufque progreditur feries nu

merorum naturalium. Jam enim numerus infi

nitus talis fit oportet , ut per unitatis additio

nem non amplius augeatur. Quare fiet ei locus,

quum relate ad eum ipfa unitas prorfus cvane

fcet : & propterea omnino nece{fe eft , ut nu

merus infinitus fit ad euin , qui limes extat in

ter utrumque genus numerorum, ut eft idem hic

numerus ad unitatem.

495. Non inficior , computum iftum nihil

certi, ac determinati nobis exhibere. Sed memi

niffe oportet, quod agitur de numeris , qui na
tu
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tura fua nullam determinationem patiuntur.Fa

teor quoque , theoriam iftam non omni prorfus

difficultate vacare . Verum id limitationi noftræ

mentis potius ferri debet acceptum ; nec proin

de in me fufcipere vellem folutionem eorum

omnium , quæ contra objici poffunt . Ut autem

pateat , theoriam iftam a vero non abludere ; o

ftendemus hic breviter , qua ratione ex iis nu

meris, quos vocamus ineffabiles , feu inexpri

mibiles , radicales numeri oriantur.

11. AVumerorum radicalium , tam item fra£tio.

nam matura , ac gemefft explicata.

496. N ferie numerorum naturalium ,

qualem paulo ante defcripfimus ,

omnes quantitatum rationes continentur . Jam

enim in ea duo extant • numerorum genera;

unum eorum , qui exprimi , enunciarique pof

funt ; illorum alterum , quos nulla ratione ex

primere , ac enunciare fas eft. Quare, ficuti per

numeros prioris generis exhibentur rationes

quantitatum commenfurabilium ; ita per nume

ros alterius generis quantitatum incommenfu

rabilium rationes viciffim poterunt exhiberi.

497 Ut. melius id intelligatur , præftat

prius,inquirere in differcntiam,quæ inter utriuf

que generis quantitates intercedit. Sane vulgo

habentur , ut quantitates commenfurabiles, quæ

communem quandam menfuram admittunt ; ha

bentur vero, ut quantitates incommenfurabiles,

quarum nulla extat menfura communis. Sed hu

jufmodi definitiones non fatis accuratæ viden

tur ; quandoquidem omnes quantitates com

-

* art.487.

2 InU.
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munem aliquam menfurarn admittunt.

498. Sint namque duæ quævis quantitates

a , & b , una quidem major , & altera minor.

Dico,duas iftas quantitates admittere menfuram

aliquam communem. Subducatur enim , quouf

que fieri poteft, & minor ex majore, & refiduum

primum ex minore , & refiduum fecundum ex

refiduo primo , & refiduum tertium ex refiduo

fecundo , atque ita deinceps. Sane, evenire tan

dem oportebit, vel ut nihil prorfus fuperfit, vel

ut id , quod remanet , fit indefinitæ parvitatis, *

relate ad utramque quantitatem.Unde refiduum,

quod illud præcedit , erit utriufque quantitatis

menfura communis.

499. Id quum ita fit , videtur , de utriuf

que generis quantitatibus fic potius ftatui de

bere , ut quantitates dicantur commenfurabiles,

quum definiri poteft, quoties earum menfura

communis eafdem metitur;dicantur vero incom

menfurabiles , quum viciffim determinari id ne

quit. Unde liquido patet , rationes quantita

tum commenfurabilium quærendas effe in nu

meris prioris generis ; per contrarium vero ra

tiones quantitatum incommenfurábilium in nu

meris , qui fecundi funt generis , fuas fedes ha

bere. -. - -

5oo. Et quidem , fi quantitatum rationes in

propriis fuis fedibus quærerentur, nulli forent

numeri fra&i , nulli item numeri radicalcs. Po

namus enim , quod duarum quantitatum a , & b

menfura communis metitur quinquies majorem

4, & ter minorem b.Jamque , fi rationem earum

quantitatum quæramus in fede fua propria; fiet,

ut 4 ad δ, ita 5 ad 3. Sed quandoque pro prio

- re
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;

.

re termino rationis affumimus ipfam unitatem;

& tunc omnino neceffe eft , ut alter terminus fis*

numerus fra&tus, nimirum 3 : 5.

5oi. Eadem ratione, fi ponamus, duarum

quantitatum a , & b menfuram communem adeo

pluries eas metiri , ut numeri vicium fint pror

fus inaffignabiles } quærenda effet ratio eárum

quantitatum in iis numeris, quos vocavimus

ineffabiles, feu inexprimibiles . Verum , quia

limitatione noftræ mentis ad eos ufque numeros

progredi non poffumus; pro priore tcrmino ejus

rationis affumimus numerum aliquem exprimi

bilem : quo fit, ut terminus alter ejufdem ra

tionis effe debeat numcrus aliquis radicalis.

5o2. Ut ergo oriuntur numeri fra&i, quum

rationes quantitatum commenfurabilium ex

propriis fuis fedibus ad unitatem, feriei initium,

retrahuntur ; fic ortum habent numeri radicales,

quum rationes quantitatum incommenfurabi

lium quæruntur, non jam inter numeros ineffa

biles , in quibus habent fuas proprias fedes,

fed inter eos, qui exprimi , enunciarique pof

funt . Nec difficile id erit oftendere , fi pro

be confideremus , numeros radicales aliud non

effe , quam medias proportionales geometricas

inter unitatem , & numeros illos, qui fub fignis

radicalibus reperiuntur. -

5o3. Plane enim vz eft quadrata radix, eli- *art.33*,

cienda ex numero 2 . Quare ex fuperius * o

ftenfis non aliud erit v2 , quam media propor

tionalis inter i , & 2 . Similiter v3:a eft radix

cubica , extrahenda ex numero a . Unde per id,

quod fupra • oftenfum eft , v3 2 erit prinia ex *art.339•

duabus mediis proportionalibus inter+ , & a.

3 Et



* 1 4 ALGEBRÆ ELEMENTORUM

Et generaliter , fi index figni radicalis fit quili

obet numerus m , & fub tali figno reperiatur nu

merus 2 ; erit iftiufmodi numerus radicalis pri

ma ex tot mediis proportionalibus inter 1, & 2,

quot defignat m— 1.

* 5o4. Hac obfervatione præmiffa , memoria

*art.4ss. modo recolamus id , quod fupra * oftenfum eft

circa numeros ineffabiles 5 /fimirum , eos ordine

fumptos , non modo arithmeticam , fed geome

tricam quoque progreffionem conftituere. Inde

enim f quitur , quod fi N fit numerus aliquis

ineffabilis , & inter i , & 2 inveniantur tot me

diæ proportionales geometricæ , quot defignat

N •-• 1 5 nequit N per unitatein exhiberi , nifi

omnes alii ineffabiles numeri , qui cadu nt inter

N, & 2N , per inventas medias proportionales

exhibeantur.

5o5. Repræfentato namque per unitatem

numero N , exhiberi debet per z numerus 2N 5

quum fit , ut i ad 2, ita N ad aN . Jam vero

omiies numeri ineffabiles , qui cadunt inter N ,

& 2N , conftituunt progreffionem geometricam

cum ipfis N , & 2N. Quare inventis inter 1 , &

2 totidem mediis geometrice proportionalibus,

nonnifi per iftas numeri ii ineffabiles debent re

præfentari. Nec dubium effe poteft, quin mu
merus harum mediarum effe debeat N •—• 1 ;

quandoquidem iater N , & 2N tot præcife ca

dunt numeri inexprimibiles , quot defignat

N •—• I .

5o6 Eadem autem ratione oftendemus,quod

fi numerus inexprimibilis N repræfentetur uni

tate , & inter 1 , & 3 inveniantur tot mediæ

proportionales geometricæ , quot defignat 2lN
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— 1 ; exhiberi debent per medias iftas onines

numeri inexprimibiles , qui cadunt inter N , &

3N . Et generaliter, fi inter unitatem , & quem

vis numerum exprimibilem m quærantur tot me

diæ proportionales geometricæ , quot defignat

mN •—• N •-• r, iftae exhibere debent omnes nu

meros inexprimibiles,qui cadunt inter N,& mN.

5o7. Atque hinc modo facile erit , oftende

re , quod fi rationis , inter duas quantitates in

commenfurabiles exiftentis, prior terminus fit

numerus aliquis exprimibilis , terminus alter

omnino effe debet numerus aliquis radicalis.Sint

enim b , & a duæ quantitates incommenfurabi

les , b quidem minor, a vero major 5 & rationis,

inter ipfas exiftentis, prior terminus fit nume

rus aliquis exprimibilis , & fi placet,ipfa unitas.

Dico,terminum alterum omnino debere effe nu

merum aliquem radicaiem.

5o8. Quoniam ex hypothefi b , & a funt

duæ quantitates incommenfurabiles;earum men

fura communis adeo pluries * eafdem metietur, *are.499.

ut numeri vicium erunt prorfus inexprimibiles.

Sit ergo N numerus inexprimibilis , indicans,

quoties communis illa menfura metitur minorem

b. Qui ergo indicabit , quoties eadem menfura

communis maetitur majorem a , major erit nume

ro N : proindeque cadet inter N , & aliquem

ejus multiplicem . . …

5o9. Sit mN multiplex ifte. Et per ea , quæ

mox * oftenfa funt, fi inter unitatem, & nume- *arf.;e6,

rum exprinibilem m quærantur tot mediæ pro

portionales geometricæ, quot defignat mN -

N— 1, & repræfentetur unitate numerus inex

primibilis N;oportebit,exhibere per medias iftas

O 4 OInneS
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omncs numeros inexprimibiles , qui cadunt in

ter N , & mN : proindeque per aliquam earum

. dem mediarum exhibendus erit numerus illo

inexprimibilis, qui indicat , quoties communis

menfura quantitatum b, & a metitur majorem a.

5 1 o. Jam vidimus paulo fuperius * , radi

ces omnes numeri m non aliud effe , quam me

dias geometrice proportionales inter unitatem,

& ipfum numerum m ; hoc eft uJiam mediam ,

quum radix eft quadrata ; primam ex duabus

mediis , quum radix eft cubica ; primam ex tri

bus mediis , quum, radix eft quadrato-quadrata;

atque ita deinceps. Quare, quum numerus in

exprimibilis, indicans , quoties communis men

fura quantitatum b , & a metitur majorem a ,

*art.5o9. exhiberi • debet per unam ex tot mediis pro

portionalibus , inveniendis inter unitatem , &

numerum m , quot dcfignat mN -N- i ; o

nino exhibendus ille erit per radicem aliquam

numeri m.

5 1 1. Jam ergo extra omnem dubitationis

aleam eft, in ferie numerorum naturalium, omnes

quantitatum rationes contineri. Nec fane aliis

opus effent numeris, fi liceret , feriem illam ab

una ad aliam extremitatem peragrare; & per nu

meros ejus feriei convenientes,ac proprios omnes

omnino quantitatum rationes exhiberentur.Ve

rum id mens noftra finita, ac limitata, nec geftit,

nec patitur. Unde præter eos, qui dicuntur , &

funt naturales, alios oportuit numeros excogita

re: qui proinde non funt confundendi cum ipfis

numeris naturalibus : aliter cnim plura circa nu

meros paradoxa nobis.fefe offerent, quibusnon

afitcr, quam diftin&ione illa,poterit accurate fa

tisfieri. III.
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111. Progreffiones geometricæ decrefcentes ad
€%u}mem, ^6^J0CJta? .

5 t 2. Emoto eo adverfus feries infini

. tas obftaculo , quod , velut di

fcretæ quantitates, non videntur ex infinitis nu

mero terminis poffe componi ; nunc alterum ob

ftaculum oportet removeamus , quod non appa

ret , fieri poffe , ut infiniti numero termini fini

tam quantitatem quandoque componant . Et

iftud quidem obftaculum vel exinde poffet re

moveri , quod quantitas continua » etiam quum

finita eft, infinitas fubit divifiones, infinitum

quc adeo numerum partium nobis fuppeditat.

Sed , ut argumentum a difcreta quantitate peta

mus , confiderabimus hic progreffiones geome

tricas decrefcentes , quarum termini , etfi nu

mero infiniti , fimul tamen colleéti finitam fum

mam conftituunt. .

5 1 3., Hunc in finem fciendum eft primo,

quod ficuti progregiones geometricæ extendi

poffunt in infinitum , ncc ullibi limitem agno

fcunt ; fic eædem dicuntur decrefcentes, quum

in iis quifq; terminus eft major fuo fubfequen

te . Sit ergo a prior terminus progreffionis, ea

demque decrefcat in ea ratione , quam habet m

ad 1 . Erit itaque a : m fecundus terminus, a : **

terminus tertius , 4 : m* terminus quartus, at

que ita deinceps . Colligantur jam in unum

omnes ejus termini , & fiet fumma omnium æ

qualis quantitati finitæ ma : ( ■ •-• r ).

514. Neque vero difficile id erit oftendere.

Quum enim progreffio fit decrefcens, ultimus

ejus

.*

• •-!
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ejus terminus, fi ita loqui fas fit,velut nullus de

bet haberi . Quare , fi vocetur * fumma orhnium

terminorum 5 erit adhuc s fummma omnium an

tecedentium , & s *-* a fumma omnium confe

quentium . Unde , quum ex notiffimo theore

mate Euclidæo effe debeat , ut s ad t - a , ita

m ad 1 ; erit convertendo, ut s ad a, ita m ad

»— 1 : proindeque fumma quæfitas erit æqua

lis quantitati finitæ ma : ( m- 1 ).

s , y. Quod fi hæc demonftratio paulo durior

videatur , quia de ultimo progreffionis terrnino

in ea fit mentio ; licebit, eam lenire in hunc mo

dum . Fiat rurfus ab a progreffio, decrefcens

in ea ratione , quam habet m ad 1 , quæ conti

nuetur ufque ad alium quemvis terminum c .

10ico , fummam s omnium fuorum terminorum

effe ( ma— c ) : ( m •-• 1 ) . Nam in ifto cafu fit

s — c fumma omnium antecedentium , & s— a

fumma omnium confequentium . Unde , quum

effe debeat, ut s •-• c ad s v-• a , ita m ad 15 com

periemus fummam quæfitam s æqualem quanti

tati ( ma •-• c ) : ( m —• 1 ).

5 16. Quoniam autem progreffio continuo

decrefcit ; termini ejus fiunt femper minores, ae

minores.Nihil itaque obftat,pro c fumere termi

- num, qui fit indefinitæ parvitatis relate ad prio

*ert. 447• rem a.Quumque in ifto cafu ma— c fit idem-,ac

na 5 fiet fumma omnium terminorum s æqualis

quantitati ma : ( m •-• 1 ). Unde , fi oftendi pof

fit , omnes alios terininos progreffionis , qui c

fubfequuntur, fimul colle&os exhibere fummam

indefinite parvam relate ad ma : ( m— i ) ; erit

•art.447. * eadem quantitas ma : ( m- 1 ) fumma totius
progreffionis,

^

517.
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5 17. Id vero nullo negotio oftendemus. Si

enim capiatur in progreffione terminus alius,qui

fit ad c, ut eft c ad a 3 hic erit ca : a , & relate

ad ipfum c erit indefinitæ quoque parvitatis.

Unde fumma terminorum, qui a c ufque ad ca :a

progrediuntur, ex oftenfis * erit mc : ( m— 1 ):

quæ quidem eft indefinitæ parvitatis relate ad

ma : ( m -+ 1 ) ; quum ratio unius ad alteram fit

illa eadem , quam habet c ad a.

5 18. ' Eadem ratione , fi capiatur in progref

fione terminus alter, qui fit ad c* : a, ut eft c* : a

ad c , five etiam , ut eft c ad a ; hic erit c3 : a3,

& rclate ad ipfum c* : a erit pariter indefinite

parvus. Quare fumma terminorum , qui a c* : a

progrediuntur ufque ad c3 : a* , per fuperius

oftenfà • , erit mca : a ( m- 1 ) : quæ eft inde

finitæ parvitatis , non modo relate ad fummam

primam ma : ( m - 1 ) , verum etiam refpe&u al

terius mc : ( m •-• 1 ) 5 quum ratio , quæ inter

ipfas intercedit , fit æqualis ei rationi. , quam

fhabet c ad a .

5 1 9. Eodem prorfus argumento oftendemus,

effe mc3 : a* ( m - i ) fummam omnium termi

norum , qui progrediuntur a c3 : a* ufque ad

c* : a3 ; effe mc* : a3 ( m — 1 ) fummam omnium

illorum, qui a c* : a3 protrahuntur ufque ad c*:

a* ; atque ita deinceps. Unde, quia omnes iftae

fummæ ejus naturæ deprehenduntur, ut quæli

bet ipfarum fit indefinitæ parvitatis , tum relate

ad fummam priorem ma : ( m- i ), cum refpe

&tu ejus, quam immcdiate fubfequitur ; confe

quens • eft , ut fumma totius progregionis fit

*4 : ( *•-• 1 .

s2o. Non ergo dubitari poteft,quod fit ma;

(* •-•

*art.y 1 6.

*art.$ 168

*art.447è

472.•
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( w — 1 ) fumma omnium infinitorum termino3

rum progreffionis geometricæ,incipientis ab a,&

decrefcentis in ea ratione,quam habet * ad i.Un

de , ope hujus theorematis generalis, facile erit,

determinare fummam finitam,quam omnes termi

ni cujufcumque progreffionis geometricæ decre

fcentis fimul colleéti conftituunt . Quod non

abs re fore judicamus , uno , aut altero exemplo

illuftrare , ut eo magis pateat, infinitos numero

terminos poffe fimul finitam quantitatem quan

doque componere.

52 1. Primo itaque fiat progreffio geometri

ca , fubinde decrefcens , ut quifque terminus

fubfequens fit femiffis fui præcedentis .Jamque,

fi prior terminus ftatuatur a;erit fecundus a : 2,

tertius a t 4 , quartus a : 8 , quintus a : 16, at

que ita deinceps . Decrefcit ergo in hoc cafu

* progreffio in ea ratione,quam habet 2 ad i.Qua

re in theoremate generali erit 2 valor ipfius m :

& propterea , ficuti fraétio ma : ( m — i ) verti

tur in 2a 5 fic erit 2a fumma omnium infinito

rum terminorum conftitutæ progreffionis.

522. Fiat fecundo progreffio geometrica,

tali pa&to decrefcens , ut quifque terminus fub

fequens fit triens fui præcedentis. Et fiquidem

prior terminus adhuc ftatuatur a ; erit fecun

dus a : 3 , tertius a : 9 , quartus a : 27 , quintus

a;: 8i , atque ita deinceps . Jam in hoc cafu

progreffio dccrefcit in ea ratione , quam habet

3 ad 1 . Unde in theoremate generali erit 3 va

lor ipfius m : proindeque , quemadmodum fra

&tio ma: ( m •-• 1 ) evadit 3a : 2 ; ita erit 3a : 2

fumma, quam conftitutæ progreffionis termini

omnes fimul colle&i exhibent.

5a3.
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523. Fiat tertio progrcffio geometrica , ea

lege decrefcens , ut quilibet terminus fubfe

quens fit quadrans fui præcedentis. Jamque, fi

pro termino priore capiatur pariter a,fiet fecun

dus a : 4 , tertius a : 16 , quartus a : 64, quin

tus a : 256 , atque ita deinceps . Et quoniam in

hoc cafu progreffio decrefcit in ea ratione, quam

£habet 4 ad 1 ; crit 4 valor ipfius m in theorema.

te generali . Unde, ficuti fra&tio ma : ( m •-, 1 )

evadit 44 : 3 ; fic erit 4a : 3 fumma omnium infi

nitorum terminorum conftitutæ progreffionis.

524. Eadem ratione determinare licebit

fummas finitas omnium aliarum progreffionum

geometricarum, fubinde decrefcentium, ut quif

que terminus fubfequens fit data pars aliquota

fui antecedentis . Sed , fi quifque terminus

fuerit fui præcedentis pars data aliquanta , vi

ejus theorematis generalis , adhuc finita fumma

totius progreffionis poterit definiri . lta , fi pro

greffio ea lege decrefcat , ut quifque ternuinus

fubfequens adæquet duos trientes fui præceden

tis , & prior tetminus ftatuatur a ; fiet fumma

omnium ejus infinitorum terminorum 3a. Nam,

quum in hac hypothefi progrelfio dccrcfcat in

eâ ratione , quam habet 3 : 2 ad 1 5 erit 3 : 2 va

lor ipfius m in theoremate generali; adeoque fra

€tio ma : ( m— 1 ) evadet 3a.

525. Ope ejufdem theorematis generalis,

determinari quoque poteft fumma omnium infi

nitorum terminorum progrcffionis geometricæ

decrefcentis, in qua tantum per radicales nume

ros definire licet , quanto quifque terminus

fubfequens minor fit relate ad fuum præceden

tem . lta , fi velimus, unumquemque fubfè

quen
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quentem adæquare eam partem fui præcedentis,

quam denominat vz , & ponamus a effe primum

progreffionis terminum ; fiet fumma quæfita

av2 : (v2 -• i ). Nam in ifto cafu progreffio

decrefcit in ea ratione , quam habet vz ad 1 ;

adeoque, quum fiat v2 valor ipfius m in theore

mate generali , erit av2 : ( va •-• 1 ) valor fra

êtionis ma : ( m •-• i ).

526. Cæterum nolo hic reticere , progref

fionis geometricæ decrefcentis terminos omnes

tunc quidem fimul colle&tos exhibere fummam

finitam , quotiefcumque fenfibiliter decrefcit.

Nam, fi contingat, eam decrefcere infenfibili

ter : adeo nempe , ut differentia terminorum

rationis, in qua decrefcit , fit indefinite parva ,

relate ad utrumque terminum ; tunc fumma ,

orietur infinita . Quod fane ex ipfo theoremata

generali abunde deducitur . Etenim , quum

• fumma debeat effe generaliter æqualis fra&ioni

4r*479• na : ( m — i ) ; per ea , quæ fuperius • oftenfa

funt , liquet , valorem hujus fra&ionis debere

effe indefinite magnum, quum m -* 1 eft inde

finitæ parvitatis relate ad u.

IV. Gemefis ferierum infinitarum ex divi/owe. .

527. Emotis iis obftaculis , quæ in

doétrina ferierum infinitarum

moram facere poterant 5 ipfàm modo earum fe

rierum genefim , ac naturam oftendamus . Et

•ari.481. quidem diximus initio*hujus capitis,oriri feries

infinitas, vel a divifione rationalium compofita

rum , vel ab extra&ione radicum ex iifdem ra

tionalibus . Unde primo oftendemus, quo pa

Q '
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&to oriantur feries infinitæ ex divifione ; tum,

qua-ratione ab extra&tione radicum fuam illæ

originem trahant , explicabimus. -

528. Notum eft in divifione numerorum,

quod quum divifor non eft pars aliquota nu

meri dividendi , procedi poteft per fra&iones

decimales in infinitum . Ad eundem itaque mo

dum in divifione quantitatum, quæ Alphabeti

litteris funt defignatæ , fi tontingat , ut divifor,

qui ex duabus, aut pluribus partibus conftet,

non exa&e contineatur in quantitate dividenda;

divifio in infinitum per fraétiones fimplices po

terit continuari.

529. Proponatur , exempli caufà , dividen

da quantitas fimplex à* per quantitatem aliam

compofitam a - c. Plane divifio fieri nequit ; '

quia fcilicet divifor a — c non exa&te contine

tur in quantitate dividenda b*: proindeque defi

gnandus eft quotiens , quemadmodum fuo loco

• docuimus , per fraétionem compofitam b* :

( a *-* c ). Sed , adhibitis fra&tionibus fimplici

bus, en quo* paéto inftitui poteft divifio , ea

demque in infinitum continuari.

53o. Dividatur primo quantitas b* per pri

mam partem diviforis a .Jamque , multiplicato

quotiente b* : a per diviforem ipfum a •-• c ,

producitur quantitas ( ab* •-• cb* ) : a , five

etiam b* — cb* : a , quæ fubtra&ta ex quantita

te dividcnda b* relinquit cba : a . Itaque divi

datur fecundo refiduum iftud cb* : a per eandem

partem diviforis a 5 & habebitur alter quotiens

cb* : a*.

53 1. Jam alter ifle quotiens cb* : a*, du&tus

in diviforcm a - c,producit quantitatem ( acâ?

•—c*b*;;

*art.449•
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{Art.43o.

1

v- c*b*): a* , five etiam cb* : a — c*ba : a* ,

quæ fubdu&ta ex illo refiduo cb* : a relinquit

cab* : a*. Quare dividatur tertio novum iftud

refiduum per a , ut habeatur tertius quotiens

c*b* : a3 . Quumque ex hac divifione novum

adhuc oriatur refiduum, nec unquam divifio fie

ri poteft exa&te; liquet, operationem abire in in

finitum, totumque adeo quotientem divifionis

ex infinitis numero terminis compofitum oriri.

532. Eft autem integer divifionis quotiens

feries infinita b* : a -+- cb* : a* -+- c*b* : a3 +

c3b* : a* -+- c*b* : a* + &c., cujus termini con

ftituunt progreffionem geometricam , in ea ra

tione progredientem , quam habet a ad c. Unde,

ad continuandam feriem illam , trahentem a di

vifione originem fuam , haud quidem neceffe

cft , divifionem ipfam continuare ; fed fatis erit,

ei progreffioni geometricæ novos continuo ter

minos apponere.

533. Valor ergo compofitæ fra&ionis B*

( a— c) eft feries infinita ba : a + cb* : aa +

cab* : a3 + c3b* : a* + c4b* : a* + &c.Jam fe

ries ifta fit ba : a -+- b* : a -+- ba : a + b* : a +

42 : a + &c. , hoc eft fra&tio fimplex b* : a in

finities fumpta , quum a , & c inter fe funt æ

quales . Unde , quia in hypothefi hujus æqua

litatis a -• c idem eft, ac zero, feu nihil ; liquet

veritas theorematis , fuperius * pofiti , nempe

quod debet effe infinitus quotiens , qui oritur,

dividendo quantitatem finitam per zero , feu

nihil abfolutum.

534. Et fane non video, cur id mirum non

nullis cenferi debeat .Jam enim notum eft, quo

tientem , qui oritur ex divifione alicujus datæ

-* quan
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quantitatis , eo majorem oriri , quo minor eft

quantitas altera,per quam dividitur.Qugre,fi hæc

minuatur in infinitum, hoc eft eo Ufque , ut

evanefcat , & fiat nulla ; omnino neceffe eft , ut

per contrarium quotiens augeatur in infinitum,

& infinitus prorfus evadat. -

535. Neque vero, ut infinita evadit fum

ma feriei infinitæ ba : a -+- cb* : a* -+- caba : a3

+ c3b* : a* -+- c4ba : a* &c. , quum a & c inter

fe funt æquales 5 fic pariter infinita cenfenda eft

fumma ejufdcm feriei , quum a niajor eft , quam

c . Nam , etfi feries illa etiain in hoc cafu com

ponatur ex infinitis numero terminis ; attamen

termini ifti , ut jam di&tum • eft , conftituunt*,,,.;,..

progreffionem geometricam, decrefcentem in ea

ratione , quam habet a ad c ; atque adeo , per

ea , quæ fuperius * oftenfà funt , iidem ter- *art.; 13.

mini fimul colle&i component quantitatem fini

tam.

536. Oritur autem hoc loco difficultas,quam

filentio præterire nolo. Nimirum,etfi veriffimum

fit , fummam feriei infinitac ba : a -+- cb* : aa -+-

c*b* : a3 + c3b2 : a* -+- c4ba : J£ -+- &c. effe fi

nitam , quum a major eft, quam c ; eadem tamen

fumma prodit infinita, quum viciffim a minor

eft , quam c ; quandoquidem in hoc cafu termini

ipfius feriei conftituunt progre(fionem geome

tricam , crefcentem in ea ratione, quam habet

a ad c.Unde,quia in hypothefi,quod a fit minor,

quam c , fra&tio b* : ( a •-• c ) fit negativa ; fe

queretur exinde,quantitatem finitam negativam

adæquare quantitatem infinitam pofitivam.

537. Pro hujus difficultatis enodatione,

præftat prius. advertere, quod per feries,infini

Tom.1, P. taS
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tas propius femper, ac propius ad quæfitæ quan

titatis valorem debet accedi. Verum , ubi a mi

nor eft , quam c , tantum abeft , ut capiendo a,

velut primam partem diviforis , propius femper,

ac propius ad quæfitum quotientem per conti

nuam divifionem accedamus , quin potius magis

femper , ac magis ab eo recedimus ; quum id,

quod fupcreft in qualibet divifione , majus fem

per oriatur quantitate divifù.

538. Hinc itaque difcimus , quod ubi a mi

nor eft, quam c , pro prima parte diviforis capi

debet — c. Profe&o autem dividendo b* per

•—• c -+- a , emergit feries infinita — b* : c -i

ab* : c* — a*b* : c3 •—• a3b2 : c4 — a462 : c 5 —

&c., cujus ternini,quum conftituant progreffio

nem geometricam decrefcentem , dabunt fimul

colleéti fummam finitam , eamque negativam.

Unde, in conftituendis feriebus infinitis, ope di

vifionis , in id fedulo incumbendum eft , ut pro

prima diviforis parte major femper quantitas ca

piatur.

539. Quod fi volupe fit in cafu,de quo agi

tur, feriem infinitam ba : a -+- cb* : a* -+- c3b* :

a$ +- c3b* : a4 +- c4b3; ay + &c.confiderare,ve

Iuti ortam ex divifione quantitatis b* per aliam

a~ c ; tunc natura illius feriei hæc erit , ut ad

infinitum ufque continuata debeat defcendere

per totidem terminos negativos ufque ad - b*:

a, ubi neque etiam fiftitur,fed deprimitur adhuc

in infinitum per terminos alios negativos -b*:a

' •-* ab* : ca •—• a* ba : c3 — a3b> : c4 — a462 : c£

•— &c.: quo fit , ut deletis terminis, qui con

trarietate fignorum fefe mutuo deftruunt , re

ducatur ad- ba : c -* ab* : c* — a*b* : c3 -;

a34* :
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a3b* : c4 — a*b*: c£ -- &c. , cujus fumma e&

quantitas finita negativa.

54o. Cæterum , fi dividenda fit quantitas

fimplex b* per aliam compofitam a + c, & capia

tur a , velut prima pars diviforis ; habebitur pro

quotiente feries infinita b* : a -* cb* : aa -+- '

c* ba : a3 — c3ba : a* -+- c4b* : a* — &c., cujus

termini fignis+ , & •— alternatim afficiuntur.

Hinc vero paradoxum fluit non inelegans : nimi

rum , quod feries ifta infinita b* : a •—• ba : a +

À* : a — ba : a + b* : a -• &c. , cujus termini

contrarietate fignorum fefe mutuo deftruere vi

dentur, adæquat quantitatem finitam b* : 2a.

Nam, ubi a , & c ponuntur æquales, ficuti prior

feries vertitur in illam , fic fra&tio b* : (a + c )

mutatur in hanc aliam b* : 2a. -

541. Pro paradoxi hujus folutione , haud

quidem dici poteft , quod ultimus feriei termi

nus , exhaufta infinitate , oritur affe&tus figno

-+- . Sic enim fiet fumma feriei b* : a , & non

b* : 2a. Intclligetur autem , unde fluit parado

xum iftud »* fi dividatur 4* per a -+- a . Hac fi

quidem ratione patebit , poft duas quafque di- '

vifiones , fefe deftruere partes quotientis , fed

rurfus emegcre b* pro dividenda quantitate. Ex

quo fiet , ut, exhaufta infinitate , ultimus feriei

terminus , non modo concipiendus fit affeétus

figno +, verum etiam effe debeat ba : 2a 5 quia

id , quod ultimo relinquitur dividendum per

a -+- a , five etiam 2a , eft ipfà quantitas &*.

P 2 V. Ge
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V. Gemefis ferierum infinitarum ex extraftione

radicam.

$42* On diffimiliter feries infinitæ

fuum ortum trahunt ex extra

&ione radicum,Jam enim notum eft, quod quum

radix extrahi debet ex numero aliquo , qui non

fit poteftas perfe£ta ejus ordinis, de quo agi

tur , procedi poteft per fra&iones deciniales

in infinitum . Ad eundem itaque modum , quo

tiefcumque in calculo litterali extrahi nequit

quæfita radix ex rationali aliqua compofita j

adhibitis fraétionibus fimplicibus , exprimi illa

poterit per feriem infinitorum numero termino

tum . Quod ut liquido conftet , dabimus hu

jns rei duplex fpecimen, unum in extra&ione

radicis quadratæ , & alterum in extraétione ra

dicis cubicæ , •

543. Proponatur itaque primo extrahenda

quadrata radix £x a* -+- b* . Hæc per regulam,

fuperius traditam , nequit haberi, Nam quadra

tum quantitatis , duabus ex partibus conftantis,

componi debet * ex quadratis partium , duplo

que ejus , quod oritur ex mutua earum partium

multiplicatione, Plane vero in propofita quanti

tate , etfi adfint quadrata partium a , & b, du

plum tamen ejus , quod producitur ex iis,per fe

mutuo multiplicatis, minime adeft. Quocirca

radix illa defignanda effet per v (aa + b * ). In

terim, ccatinuâta in infinitum operatione , qua

quadrata radix extrahitur , licebit, eandem illam

radiccm exprimere per feriem infinitorum nume

ro ferminorum, -

544*
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544. Primo igitur extrahatur quadrata ra

dix ex priore termino a* ; eoque deleto, divi.

datur terminus alter b* per duplum ejus ra

dicis aa . Jam , multiplicato poftea quotiente

hujus divifionis ba : za per duplum illud, fa&o.

que quadrato ejufdem quotientis , oritur quan

titas &* + b* : 44* , quæ fubtra&ta ex quantita.

te propofita , priore termino multata , relinquit

— b* : 4a* . Itaque , duplicata radice ha&tenus

acquifita a -+- b* : 2a , per priorem ejus partem

2a dividatur refiduurn illud —• b4 : 4a4 ; erit

que quotiens~ b* : 8a3 pars tertia quæfitæ ra
dicis . w

545. Et quoniarn quadratum hujus quo

tientis b* : 64a6 , additum ei , quod producitur,

multiplicando duplurn ipfius a+ b* : 2a per

•-• b* : 8a# dat quantitatem —~ b* : 443 — b6:

8a4 + b8 : 64a6 , quæ fubdu&ta ex illo refiduo

relinquit -{- 46 : 8a4 •— b* : 64a6 ; fiat rurfus

duplum radicis ha&tenus acquifitae a-\-b* : 2a —*

b*: 8a3, & per priorem ejus partem 2a dividatur

prior tcrrninus novi illius refidui + b6 : 8a* *

qua ratione alter hic quotiens + b6 : 16a5 erit

pars quarta quæfitæ radicis . Quumque pe*

hanc operationem novum adhuc oriatur refi

duum , nec unquam operatio fieri poteft exa&te}

liquet, extra&tionem quæfitæ radicis abire in in•

finitum , ipfamque adeo radicem per feriem in

finitorum numero terminorum expreffam oriri.

546. Radix ergo quadrata propofitæ quan

titatis aa -+- ba eft feries infinita a + b * : aa -4

&4 : 8a3 + 46 : 163*— 565 : 1 28a7+&c.: quæ

quidem , ficuti mutatur in hanc aliam a + a : a

-a : 8 +a 1 16 - 5a : 1 28 * &c.,quum pare

- - - - .
E ; tes
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tes quantitatis propofitæ a* , b* inter fe funt æ

. quales; fic etiam fiet i -+- 1 : 2 •-* 1 : 8 + 1 : 16

•— 5 : I 28 + &c. , fi earum partium unaquæ.

que ponatur æqualis unitati . Unde, quia in hy

pothefi , quod , tam a* , quam b* adæquat uni

tatem, fit a* -+- b* numerus binarius;liquet,radi

cem quadratam numeri binarii effe feriem iftam

infinitam 1 + 1 : 2 — 1 : 8 + 1 : 1 6 *-* 5:

n 28 -+ &c.

547. Similiter,fi extrahenda proponatur ra

dix quadrata cx quantitate a* -• b* , hæc per

/ regulam , fuperius traditarii , neque etiam pote

rit haberi ; tum quia deeft id , quod bis oritur

ex mutua multiplicatione partium a , & b ; tum

etiam , quia non ambo quadrata partium figno

+ afficiüntur . Sed, adhibita vulgari radiccm

quadratam extrahendi ratione , & operatione in

infinitum continuata , invenietur pro radice

extrahenda feries infinita a — b* : 2a —• ö4:

} 843 - 56 : 16a5 — 5b8 : i 28a7 •—• &c.,in qua,

priore termino excepto , omnes alii figno— af

ficiuntur.

548. Sed hic difficultas oritur , prima facie

non levis : nimirum, quod fi radix quadrata

quantitatis a* — b* poffet per feries infinitas

exhiberi , liceret quoque, quantitatem imagina

riam per aliam quantitatem realem exprimere.

Jam enim nihil vetat , fupponere b* majorem,

quam a*.Verum ifta pofitione a* — b* fit quan

titas negativa ; adeoque ejus quadrata radix eft

'4rt. 3o9. • quantitas imaginaria . Unde femper ac radix

- illa exhiberi poteft generaliter per feriem infi

nitam a — b* : 2a —* b4 : 8a3 — b6 : 1 6a5 •—•

54* : 128a7 — &c. ; erit eadem hæc feries ex

pref
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:

preffio ejus radicis etiam , quum iHa non eft rca

Iis , fed evadit imagnaria.

549. Interim refpondetur , fequi inde tale

quidpiam , fi in cafu , quod b* major fit, quam

a* , feries ad quæfitae radicis valorem propius

femper , ac propius accedat. Id autem täntüm a

vero abeft , quin potius in eo cafu feries a quæ

fitæ radicis valore magis femper , ac magis remo

vetur . Unde feries infinita a •-• ò* : 2a — 54:

8a3 — b6 : 1 6a5 — 569 : 1 28a7 —&c. exhibet

quidem radicem quadratam quantitatis s* •—• b*,

quum a* major eft,quam ca;fed minime illam re

præfentat, quum viciffim a* minor eft, quam b*.

55o. Id ut re&tius intelligatur , notandum

eft , in extra&tione radicis ex data aliqua quan

titate idcirco, per repetitas operationes,propius

femper, ac propius ad ejus valorem accedi; quia

ipfà quantitas , unde radix eft extrahenda , per

eafdem operationes,minor femper, ac minor eva

dit. Unde , fi contingat , eandem illam quanti

tatem fieri femper majorem , ac majorem , quem

admodum proculdubio evenit in cafu noftro •

quum a* minor eft , quam b* ; tunc a quæfitæ

radicis valore magis femper, ac magis difceditur.

55 1. Et fane in cafu , quod a* minor eft,

quam b* , fiet quantitas , per repetitas operatio

nes , minor femper, ac minor , fi radix extraha

tur, non jam ex a* — b*, fed ex — b* + a*, ita

ut incipiatur operatio a parte negativa •-• ò*•

Verum , quum fic operabitur , emerget feries

Æv •-• 1 + a* : 2bv—• i -+- a4 : 843v •-• 1

+ a6 : 1 6bfv— 1 + 5a8 : 1 2867v— 1 + &c.»

quæ componitur quidem ex infinitis numero ter

pinis, fed quifque ejus terminus eft quantitas

- P 4 ima
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imaginaria; quo fit, ut imaginaria fit etiam fum

ma omnium ejus infinitorum terminorum.

552. Sed earundem ferierum ufum oftenda

mus modo in cubicæ radicis extraétione. Quem

in finem proponatur extrahenda radix cubica ex

quantitate a3 + 53 . Plane hujufmodi radix me

thodo,fuperius expofita,nequit haberi; quum in

, quantitate propofita , etfi adfint cubi partium a,

& b , attamen, tam triplum ejus, quod oritur,

multiplicando quadratum primæ partis per fe

cundam , quam triplum ejus , quod gignitur,

multiplicando quadratum fecundæ partis per

primam , nequaquam adeft . Quocirca quæfita

radix non alia ratione in terminis finitis expri

mi poterit , quam in hunc modum v3 ( J3-}-43 ).

553. lnterim eodem illo artificio , quo radi

oes cubicæ extrahuntur,poterit optata radix per

feriem infinitorum numero terminorum exhibe

ri . Extrahatur enim radix cubica ex priore

termino a3 3 eoque deleto, dividatur terminus

alter b3 per 34*, triplum quadrati inventæ radi

cis , & fiet quotiens b5 : 30* pars altera radicis

inveniendæ . Subtrahatur porro ex altero illo

termino , non modo triplum produ&i , quod

oritur , multiplicando quadratum primæ partis

a* per fecundam b2 : 3a*; verum etiam, tum tri

plum produ&ti, quod gignitur, multiplican

do quadratum fecundæ partis b6 : 9a* per pri

mam a , cum cubus ejufdem fecundæ partis b* :

27a* . Et , fubtra&ione ifta pera&a, remanebit

— b6 : 3a3 — b9 : 27a6.

554. Hinc , quum radix acquifita fit a �

b3 : 3a* , capiatur triplum fui quadrati 3a* +

2b3 : 4 � b* : 3a4 ; & per priorem ejus partem

3a*
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3aa dividatur prior terminus illius refidui -36:

3a3 : qua ratione dabit quotiens—66 : 9a* ter

tiam partem quæfitæ radicis. Paratis auteni iif

dem produétis,eorundemq;fa&a fubdu&ione,re

manet adhuc 569 : 2746 — b* f : 8iat a — bt * :

729a* * . Quare dividatur fimiliter prior ter

minus hujus refidui 5b9 : 27a6 per primam par

tem quadrati triplic&ti acquifitæ radicis ; & in

hunc modum fiet quotiens 589 : 81 a* pars quar

ta quæfitm radicis.Quumq;novum adhuc oriatur

refiduum , nec unquam operatio fieri poteft exa

&te; liquet,extra&ionem quæfitæ radicis abire in

infinitum,ipfùmque adeo radicem per feriem infi

nitorum numero terminorum exprefTam oriri.

555. Radix itaque cubica propofitæ quan

titatis a3 + 43 eft feries infinita a + ba : gaa-*

46 : 9a* -+- 5b9 : 810* — 1obi a : 243a: 1 +&c. :

quæ quidem, ficuti mutatur in a + a : 3 •-• a : 9

-+- 5a : 8 1 — 1oa : 243 + &c. , quum partes

quantitatis propofitæ a3 , b3 inter fe funt æqua

les ; fic etiam fiet 1 + 1 : 3 — 1 : 9 + 5:8 1 •-*

1 o : 243 + &c. , fi earum partium unaquæque

ftatuatur æqualis unitati. Unde , quia in hypo

thefi, quod tam a3 , quam b3 adæquet unitatem,

fit a3 + b3 numerus binarius ; liquet , radicem

cubicam numeribinarii effe feriem infinitam 1 +

1 : 3 — 1 : 9 + 5 : 8 i - io : 243 + &c.

$56. Eadem ratione,fi extrahenda proponatur

radix cubica ex quantitate a3 - b3 ; ea per re

gulam, fuperius traditam, neque etiam poterit

haberi; quum non adfint in propofita quantitate

partes omnes , ex quibus componitur cubus

quantitatis alicujus bimembris. Unde non ali

ter in terminis finitis eam exprimere licebit •

" - quam
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quam in hunc modum v3 ( a3 - b3 ). Nihilo

minus , adhibita vulgari radicem cubicam ex

trahendi ratione,& operatione in infinitum con.

tinuata , invenietur pro radice extrahenda feries

infinita a —• b3 : 3a* — b6: 9a* *-* 5b9 : 81a3,

•-• iobi * : 243a* * + &c., in qua, priore termi

no excepto,omnes alii figno •-• afficiuntur.

VI. Serieram infinitaram motiogeneralis.

557. Ua ratione in calculo quantita

tum rationalium , tum per divi

fionem , cum per radicum extra&ionem , orian

tur feries infinitæ 5 jam quidem abunde demon

ftravimus . Reliquum nunc eft, ut in ipfam fe

rierum infinitarum naturam generatim inquira

mus , & quæ effe debeant cujufque feriei affe

&tioties , paucis aperiamus. Neque enim fatis

eft dicere , feries infinitas cffe quantitates , per

infinitos numero terminos expreffas ; fed necef

fe eft quoque , ut ipfi ferierum termini certis

quibufdam conditionibus in infinitum progre

diantur . Nam aliter feries nullam omnino de

terminationem fubire poterunt ; neque adeo in

folutione problematum , quorfum hæc omnia

tendunt , ulli nobis ufui erunt.

558. Ac primo quidem , etfi , limitatione

noftræ mentis , infinitos feriei terminos peragra

re non liceat , neceffe eft tamen , ut quilibet fe

riei terminus poffit noftro animo fifti , quum de

eo eft quæftio . Hinc prima conditio, quæ in

fèriei terminis requiritur , eft , ut non vaga , ac

indeterminata quadam ratione; fed certa,ac præ

§iuita lege in infinitum progrediantur. Sic enim

- 14:
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í
fatis erit , legem iftam non ignorare , ut quem>

cumque optatum feriei tcrminum mente affequi

valeamus. Unde nec etiam opus crit , per opera

tiones laboriofas , & immenfo tædio plenas , fe

ries ipfas continuare 5 fed fufficiet, tum legem

illam , cum primum ferici terminum perfpeétum,

ac exploratum habere.

559. Uno verbo,pro feriebus infinitis illud

idem requiritur, quod locum habet in progref

fionibus , tum geometricis , cum arithmeticis.

Jam enim , cognito priore termino progreffionis,

& data quoque , five ratione , five differentia,

quam progreffionis termini fervant inter fe ; in

proclive eft, tum progreffionem continuare,cum

quemlibet ejus terminum fpeciatim definire. Ad

cundem itaque modum cujufque feriei conftitu

tio talis fit oportet , ut , dato priore ejus termi

no, & cognita item lege, qua termini alii in in

finitum progrediuntur, poffit nullo negotio,tum

ipfa feries continuari , cum quilibet ejus opta

tus terminus adamuffim definiri.

56o. Et fane , fi de continuanda ferie tan

tum fit quæftio , fufficiet , cognitam habere re

lationem , quam quifque feriei terminus habet

ad fuum præcedentem . Ponamus etenim , adeffe

feriem aliquam,in qua quilibet terminus ad eum,

quem ftatim excipit, habeat rationem compofi

tam ex a ad c, & ex fumma numerorum,utriufq;

loca oftendentium, ad eandem fummam , unita

te auétam . Jamque , fi primus feriei terminus

ftatuatur a , erit terminus fecundus 3a* :4c,

terminus tertius 1 5a3 : 24ca , terminus quartus

1 o5a*: i 92c3,terminus quintus 945a*: i 92oc*»

atque ita deinceps . Sed, hac fola relatione co

gnis
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gnita , optatum quemcumque feriei terminum

non aliter licebit definire, quam ferie ipfa ufque

ad eum terminum continuata.

561. Hinc,fi determinandus fit aliquis feriei

terminus independenter ab iis , qui eum præce

dunt , nota etiam effe debet relatio, quam qui•

libet feriei terminus habet ad primum. Hanc ve

ro femper definire fas erit , ubi cognita eft rela

tio, quam quivis tertninus habet ad fuum præ

cedentem . Sic in exemplo propofito , fi m fit

numerus aliquis integer , & fiant duæ progref

fiones arithmeticæ , una a 2m- i , & altera a

2m , ambæ decrefcentes intervallo binarii, ufque

donec prior perveniat ad ternarium, & pofterior

ad quaternarium ; habebit terminus, qui occu

pat in ferie locum m , ad terminum primum ra

tionem compofitam ex ea, quam habet a ad c,

toties multiplicata, quot funt unitates in m- i •

& ex ea, quam produ&um ex omnibus terminis

primæ progreffionis habet ad produ£tum o

mnium terminorum fecundæ progreffionis.

562. Si ergo quæratur feriei illius terminus

tertius , erit m numerus ternarius 5 adeoque

progreffionum una erit 5 , 3 , altera 6 , 4. Un

de , quum terminus tertius ad terminum pri

mum habere debeat rationem compofitam ex a*

ad ca , & ex 1 5 ad 24 ; erit terminus tertius

°ar?.56o. 1 5a3 : 24ca , prorfus ut antea • . Et fimiliter,
• - . fi quæratur ejufdem feriei terminus quintus;erit

* numerus quinarius;proindeque progreffionum

una erit 9 , 7 , 5 , 3, altera 1 o , 8 , 6 , 4. Qua

re , quum terminus quintus ad terminum pri

mum habere debeat rationem compofitam ex a4

ad c* , & ex 945 ad 192o ; fiet terminus quin

τυ{!
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tus 945af : 192oc* , omnino ut fupra *.

563. Cæterum , quod non vaga, ac indeter

minata quadam ratione , fed certa, ac præfinita

lege progrediuntur in infinitum termini , tam

in feriebus, quæ per divifionem habentur, quam

in iis , quæ ab extra&ione radicum fuam ori

ginem trahunt ; non eft in dubium revocandum.

Jam enim quantum ad priores,notavimus fupra*,

terminos ipfarum adeo quidem ordinate in in

finitum abire , ut progreffionem conftituant

geometricam. Sed conftanti etiam , ac invariato

ordine protrahuntur in infinitum termini fecun

darum ferierum. Etfi enim hic ordo prima facie

in illis non appareat , unde nec etiam a nobis

fupra notatus 5 latet nihilominus in iis , & a no

bis oftendetur inferius , quum per generalem

poteftatum formulam feries infinitas conficere

docebimus.

564. Præterea quælibet feries infinita, per

fummam omnium fuorum terminorum, exhibere

nobis debet valorem alicujus quantitatis: & ip

fius feriei ufus in eo unice fitus fit oportet , ut

valor quantitatis, ad quam refertur , habeatur

exa&te, quum fumma illa poteft determinari; ha

beatur vero per approximationem, hoc eft, col

ligendo fimul , methodo vulgari , aliquot feriei

terminos , quum eadem illa fumma definiri mini

me poteft. Quare fecunda conditio , quæ in cu

jufque feriei terminis requiritur , eft, ut ii, non

modo certa, ac præfinita lege in infinitum pro

grediantur ; fed tali quoque ratione abcant in

infinitum, ut propius femper , ac propius acce

dant ad valorem quantitatis , cui ipfa feries cor

refpondet,

*art.$6os

*art.53*•

565.
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565. Hujufmodi feries,quæ ad valores quan

titatum, ad quas referuntur, propius femper, ac

propius accedunt,dicuntur paffim convergentes;

quia nempe ad valores illos digitum intendunt,

& ad eos quodammodo convergunt. Unde , fi

quæ fint feries , quæ a valoribus quantitatum,

quibus correfpondent , magis femper, ac magis

removentur ; eæ per contrarium divergentes

funt appellandæ . Interim ex feriebus conver

gentibus quædam celerrime convergunt , aliæ

vero adeo lente, ut quandoque mille , & amplius

termini funt fimul colligendi , quo quantitatum

valores poffint fubinde per approximationem

haberi , ut error non adeo fenfibilis evadat. Un

de , quum id contingit , præftat , feries lentiffi

me convergentes tranfmutare in alias,quæ celer

rime convergant. Quod tamen qua fieri poffit

ratione , nequit hoc loco commode tradi.

566. Hac vero tranfmutatione eft opus ,

quum fumma totius feriei nequit reperiri: idque

ea ratione , ut valor quantitatis, cui correfpon

det , colle&tione pauciorum terminorum poffit

per approximationem haberi. Num autem fit

fummabilis aliqua feries, non ita facile licet de

finire. Nam , problema de inveniendis fummis

finitis fcrierum , ficuti non femper eft capax fo

Iutionis , fic fummam difficultatem involuit.

Plane vero non eft hujus loci, problematis ejus

folutionem generatim aggredi. Unde hic tan

tum methodis quibufdam fpecialibus oftende

mus , quo pa£to fpecialium quarundam ferierum

fummæ finitæ poffint haberi. Fiunt autem feries,

quas hic confiderabimus, numeris figuratis, tum

primi generis , cum generum fuperiorum.

- CA
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C A P ll T III.

Series fammabiles , quæ figaratis primi

gemeris fiamt.

567. N Umeris figuratis primi generis dug

ferierum claffes fieri poffunt , in

quibus determinare licet fummas finitas omnium

fuorum terminorum . Sed, priufquam de finitis

fummis harum ferierum agamus, ipfa res exigit,

ut paucis oftendamus, qui fint numeri ifti , quos

figuratos primi generis dicimus Et quoniam eo

rum confideratio profeéta eft ex contemplatione

numerorum multangulorum , ab ipfis Veteribus

faéta : proinde, qui fint numeri multanguli, feu

polygoni , ante omnia explicandum nobis erit.

1, AVumeri Veterum multamguli , tum item figa

rati Recemtiorum.

568. Umeri multanguli , feu polygo

ni dicuntur ii , qui oriuntur ex

continua colle&ione aliorum , æquali intervallo

ab unitate progredientium . Pro diverfitate au

tem hujus intervalli , variæ numerorum multan

gulorum fpecies diftinguuntur. Dicuntur enim

trianguli , fi intervallum fit unitas ; dicuntur

quadrati , fi intervallum fit binarius ; dicuntur

pentagoni , fi idem intervallum fit ternarius; at

que ita deinceps.

569. Hac ratione , fi numeri , ab unitate æ

quali intervallo progredientes , fint ipfi numeri

110
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naturales 1 , 2 , 3 , 4, 5 , 6, &c. 5 erit unitas

intervallum , quo numeri progrediuntur. Unde

ex eorum continua colle&tione habebuntur om

nes numeri trianguli. Qua ratione 1 erit primus

triangulus 5 1 + 2, five 3 erit triangulus fecun

dus ; 1 + 2 + 3 , five 6 triangulus tertius ; at

que ita in infinitum.

57o. Quod fi numeri, æquali intervallo ab

unitate progredientes , fint numeri impares na

turales i • 3 • 5 • 7 , 9 , 1 1 , &c. ; erit numerus

binarius intervallum , quo numeri progrediun

tur . Quare ex continua illorum colleétione

orientur omnes numeri quadrati . Qua ratione 1

erit primus quadratus 5 1 + 3 , feu 4 erit qua

dratus fecundus 5 1 + 3 + s , feu 9 quadratus

tertius ; atque ita continuo.

57 1. Sed fi porro feries numerorum, æqua

li intervallo ab unitate progredientium , fit 1,4,

7 , io, 1 3 , 16 , &c.; erit numerus ternarius in

tervallum , quo numeri progrediuntur. Unde

ex eorum continua colle&tione orientur omnes

numeri pentagoni . Qua ratione 1 erit primus

pentagonus; 1 +4, feu 5 erit pentagonus fe

cundus ; 1 + 4+ 7 , feu 1 2 pentagonus ter

tius ; & fic in infinitum.

572. Hos numeros polygonos , feu multan

gulos , prout ex Veterum monumentis collige

re licet, confideravit primus omnium Hypficles,

qui genefim ipforum hac definitione complexus

eft : fi fuerint quotcumque numeri , ab unitate

aequali intervallo progredientes;fumma omnium

erit triangulus , fi intervallum fit unitas ; qua

dratus, fi binarius; pentagonus , fi ternarius; at

que ita deinceps, -

573•
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373. Patet autem,in hac Hypficlis definitio

ne numerum angulorum defignari per numerum,

binario majorem intervallo , quo numeri ab uni

tate progrediuntur. Unde Diophantus eandem

illam definitionem fic generaliter concepit : fi

fuerint quotcumque numeri , ab unitate æquali

intervallo progredientes 5 omnium fumma mul

tangulus erit , totque angulos continebit , quot

numerus , binario fuperans intervallum , habet

unitates.

574. Hujufmodi porro numeri diéti funt a

Veteribus multanguli , feu polygoni ; quia ip

forum unitates , per æqua intervalla , in poly

goni æquilateri fornam difponi poffunt : nimi

rum numeri trianguli in formam trianguli æqui

lateri 5 numeri quadrati in formam quadrati, aut

ctiam rhombi ; atque ita de aliis. Unde definiri

quoque poffunt numeri multanguli , feu poly

goni , quorum unitates , æqualibus intervallis,

multangulum , feu polygonum æquilaterum

exhibent.

575. Jam , quemadroodum Veteres confidc

rarunt numeros , qui oriuntur ex continua col

le&tione aliorum , æquali intervallo ab unitate

progredientium ; eofque multangulos , feu po

lygonos numeros appellarunt , quia ipforum

unitates , per æqua intervalla difpofitac , multan

gulum , fcu polygonuin æquilaterum repræfen

tant . Sic Recentiores, ulterius progreffi, con

fiderarunt numeros alios , qui generantur ex

continua additione , tum ipforum multangulo

rum , cum aliorum inde ortorum numerorum; &

tam hos, quam illos figuratos appellarunt , quia

unitatibus ipforum , per æqua intervalla difpofi

7'om.1. Q tis,
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fis, diverfimode poffunt configurari.

576. Hinc numcri figurati dicuntur , non

modo ii, qui oriuntur ex continua colle&tione

aliorum , æquali intervallo ab unitate progre

dientium ; verum etiam illi , qui ex continua in

de ortorum numerorum additione generantur.

Et quo patet , numeros iftos figuratos, non mo

do in varia genera diftingui poffe , pro diverfita

te intervalli , quo numeri genitores , hoc eft ab

initio affumpti , ab unitate progrediuntur ; fed

& ipfos cujufque generis numeros in varios or

dines dividi poffe , pro diverfa ratione , qua ex

iifdem illis genitoribus eruuntur.

577. Interim pro feriebus , de quibus hoc

capite agendum eft , non aliis figuratis eft opus,

quam qui funt generis primi , quique oriuntur

a numeris , per unitatis intervallum ab unitate

progredientibus . Eos autem in certos ordines

ita dividemus , ut quemadmodum dicuntur

genitores ipfi illi numeri , qui ab unitate per

unitatis intervallum progrediuntur ; ita dici de

beant figurati primi ordinis, qui oriuntur ex ad

ditione continua genitorum;figurati fecundi or

dis, qui producuntur per additionem continuam

eorum, qui funt ordinis prini 5 figurati tertii or

dinis , qui gignuntur colle&tione continua co

rum , qui funt ordinis fecundi ; atque ita dein

ceps.

578. In primo itaque genere figuratorum,

de quibus in præfentiarum eft quæftio,erunt ge

nitores numeri naturales 1 , 2 , 3 , 4 , 5, 6, &c.,

qui ab unitate per unitatis intervallum progre

diuntur 5 erunt figurati primi ordinis numeri 1,

3 , 6, 1 o • 1 5 , 2 i , &c. , qui additione conti

Duá

.
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nua ipforum genitorum producuntur ; erunt fi.

gurati fecundi ordinis numeri 1 , 4 , 1o , 2o,

35 , 56 , &c. , qui per continuam additionem fi

guratorum primi ordinis generantur ; erunt fi

gurati tertii ordinis numeri 1 , 5 , 1 5 , 35 , 7o,

1 26 , &c. , qui oriuntur colle&tione continua

figuratorum fecundi ordinis 5 atque ita in infi

nitum .

11. Figuratorum primi generis præclara pro

prietas demonßrata.

579. N Umeris naturalibus , qui funt

genitores figuratorum primi ge

neris,illud accidit, ut fi iis zero præfigatur, fum

ma terminorum aliquot fit ad fummam termino

rum totidem , maximo æqualium , in ratione

fubdupla, hoc eft , ut unitas ad binarium . Jam

enim numeri naturales funt 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ,

&c. Plane vero , fi iis zero præfigatur , & addan

tur in unum quinque termini 5 fiet fumma eo

rum o + 1 + x + 3 + 4 , five etiam io. Unde,

quum fumma terminorum totidem , æqualium

maximo 4, fit 2o ; liquet , eam effe fubduplam

iftius. *,

58o. Siniile quidpiam evenit quoque nume

ris figuratis , qui ex continua colle&ione nu

merorum naturalium oriuntur.Nam,fi iis tot ze

ro præfigantur, quot defignat exponens ordinis

ipforum , au&us unitate una , hoc eft duo in fi

guratis primi ordinis,tria in figuratis fecundi or

dinis , quatuor in figuratis tertii ordinis , atque

ita deinceps ; fumma terminorum aliquot erit ad

fummam terminorum totidem , maximo æqua

Q 2 lium,
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Jium , ut eft unitas ad eundem exponentem, au

&um duabus unitatibus , hoc eft , ut i ad 3 in

figuratis ordinis primi, ut 1 ad 4 in figuratis or

dinis fecundi , ut 1 ad 5 in figuratis ordinis ter

tii, atque ita in infinitum.

581. Hac ratione , fi figuratis primi ordinis

'1 , 3 , 6 , 1o, 1 5 , 2 1 , &c. duplex zero præfi

gatur , & in unum addantur quinque termini ;

erit eorum fumma 1o, & fumnia terminorum to

tidem , æqualium maximo 6, erit 3o. Similiter,

fi figuratis fecundi ordinis 1 , 4, 1 o, 2o, 35, 56,

&c. triplex vero præfigatur , & addantur in

unum termini feptem 5 erit eorum fumma 35, &

fummaterminorum totidem , æqualium maximo

2o , erit i4o . Atque ita quoque , fi figuratis

tertii ordinis 1 , §, i $• 35, 7o, 1 26, &c. quatuor

vero præfigantur , addanturque fimul termini

novem ; erit fumma eorum 1 z6 , & fumma ter

minorum totidem , æqualium maximo 7o , erit

63o.

582. Pro hujus proprietatis demonftratione,

oftendendum eft prius hoc theorema . Nimi

rum , quod fi fuerit feries quædam numerorum

a, b, c, d, &c., quorum ea fit proprietas, ut fum

ma terminorum quotcumque fit ad ultimurh ,

toties fumptum,quota eft ipfa terminorum mul

titudo , auéta unitatibus m , perpetuo ut unitas

ad nunerum m; & e, f, g, b, &c. fit alia feries nu

merorum , qui ex illorum continua colleétione

oriantur: quod inquam in hac alia ferie fumma

quotcumque terminorum eft ad ultimum, toties

acceptum , quota eft ipfa terminorum multitu

do , auéta unitatibus m + i , ut eft unitas ad

numerum # * J,

583.
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583. Neq;vero difficile erit , theorema iftud

oßendere,Nam ex hypothefi a eft ad ( m -+- 1 ) a,

ut i ad m ; & fimiliter in hac eadem ratione eft

quoque, non modo a + b ad ( m -+- 2 ) b, verum

etiam a + b + c ad ( m -+- 3 ) c,& a+ b + c -+- d

ad ( m -+- 4 ) d. Itaque, conjungendo fimul, tam

omnes antecedentes, quam omnes confequentes,

erit quoque, ut 1 ad m, , ita 4a + 36 + 2c + d

ad ( m -+- 1 ) a -+- ( m -+- 2 ) b -+- ( m + 3 ) c -+-

( m -+- 4 ) d;& addendo antecedentes confequen

tibus , erit pariter, ut 1 ad m -+- 1 , ita 4a + 3b

<i- 2c + d ad ( m -+- 5 ). (a + b + c + d ).

584. Præterea ex hypothefi numeri e , f,g,

b , &c. oriuntur ex collc&tione continua nume

rorum a, b, c, d, &c. Quare, ficuti a + b+ c +

d perinde valet , ac b ; ita 4a + 3b -+- ec -+- d

idem erit, ac e +-f-+- g + b . Oftenfum eft *

autem , 4a + 3δ + zc + d effe ad ( m -+- 5 ),

( a -+- b + c + d ) , ut eft 1 ad m -+- 1 . ltaque

erit quoque , ut e +f+g + b ad ( m + 5 ) b,

ita 1 ad m -+- 1 5 hoc eft , ut fumma quatuor ter

minorum e , f, g, b ad ultimum b , toties acce

ptum , quota eft ipfa terminorum multitudo,

au&ta unitatibus m -+- 1 , ita unitas ad numerum

& -H 1 .

585. Hoc oftenfo theorematc, proprietas

illa numerorum figuratorum fua fponte fequitur.

Nam numeri figurati primi ordinis oriuntur * ex

additione continua numerorum naturalium'. Sed

forum nunnerorum, ut fuperius * innuimus , ea

eft proprietas, ut fumma terminorum aliquot

fit âd ultimum , toties acceptum,quota eft ipfà

terminorum multitudo, auéta unitáte una , ve•

luti eft 1 ad z , ltaque in numeris figuratis pris

Q 3 mui

*arf.f! 3 •

*art.*77,

*art.$79•
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*art.$775

*4rt.$$$.

mi ordinis fumma terminorum quotcumque erit

ad ultimum, toties fumptum, quota eft ipfa ter

minorum multitudo , duabus unitatibus au$ta,

ut eft 1 ad 3.

586. Similiter figurati fecundi ordinis ge

nerantur • colle&tione continua figuratorum or

dinis primi. Sed in figuratis primi ordinis often

fum jam eft • , fummam terminorum aliquot

effe ad ultimum , toties acceptum , quota eft ip

fâ terminorum multitudo, auéta duabus unitati

bus,veluti eft 1 ad 3. Quare, per oftenfum theo

rema, omnino neceffe cft , ut in figuratis ordinis

fecundi fumma terininorum quotcumque fit ad

ultimum, toties fumptum , quota eft ipfà termi

norum multitudo , tribus unitatibus auéta , ut

eft 1 ad 4. -

587. Eadem ratione gradatim eruere licebit

ex oftenfo theoremate proprietates figuratorum

aliorum ordinum. Nec reticebimus, quod exin

de colligi quoque poteft ipfà numerorum natu

ralium proprietas . Oriuntur fiquidem numeri

naturales ex continua colle&tione unitatum .

Plane vero in feric unitatum fumnia terminorum

aliquot eft ad ultimum, toties fumptum , quo

ta eft ipfa terminorum multitudo , au&ta unita

te nulla,in ratione æqualitatis,hoc eft,ut i ad 1.

Quare , vi oftenfi theorematis , in numeris na

turalibus fumma quotcumque terminorum erit

ad ultimum, toties acccptum, quota eft ipfà ter

minorum multitudo,au&ta unitate una, in ratio

ne fubdupla , hoc eft , ut 1 ad 2.

588. Cæterum in numeris naturalibus me

morata proprietas pendet ex theoremate ifto,

nulli non cognito , quod fumma quotcumque

- - t€τ
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terminorum cujufque progreffionis arithmeticæ

habetur , fi fumma extremorum multiplicetur

per multitudinem terminorum dimidiatam.Hinc

enim fequitur , eandem fummam terminorum

fubduplam effe fummæ extremorum , acceptæ

toties , quota eft ipfa terminorum multitudo:

proindeque , quia numeri naturales conftituunt

progreffionem arithmeticem , & quum ii inci

piunt a zero , fumma extremorum eft ipfe maxi

mus terminus ; omnino neceffe eft , ut fumma

quotcumque numerorum naturalium , a zero

incipientium , fubdupla fit fummæ terminorum

totidem , maximo æqualium.

589. Perfpicuum eft autem, proprietatem

iftam numeris naturalibus non alia ratione com

petere , quam quia conftituunt progreffionem

arithmeticam, cujus prior terminus eft zero, feu

nihil . Unde , fi qui fint alii numeri , qui fimi

liter a zero incipientes , progreffionem confti

tuant arithmeticam ; eos eandem prorfus pro

prietatem habere, non eft in dubium revocan

dum: proindeque theorema enunciari poteft ge

neraliter in hunc modum , quod fumma quot

cumque terminorum cujufvis progreffionis arith

meticæ , a zero inchoatæ , eft fubdupla fùmmæ

terminorum totidem , maxiino æqualium . Sic

fumma iftorum terminorum o, 2, 4, 6, 8 eft 2o,

& fumma terminorum totidem, æqualium maxi

mo 8 , eft 4o . Pariterque fumma horurn ter

minorum o, 3, 6, 9, 1 2 eft 3o , & fumma termi

norum totidem , æqualium maximo 1 a , eft 6o5

Q. 4 111.
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111. Ratio colligemdi , tum figaratos , cgm pote

flates mumerorum maturalium.

59o. M. Ediante ea proprietate figura

torum , quam modo oftenfam

exhibuimus, facile erit , eorundem quotcumque

terminos in unam fummam colligere , atque ita

ftatim exhibere in quolibet figuratorum ordine

eum , quem libuerit , terminum . Et ut ab ip

fis figuratorum genitoribus ordiamur , propo

nantur in unum colligendi tot numcrorum natu

ralium termini , quot defignat numerus m.Jam

ultimus , feu maximus terminus eft ipfe nume

rus m , five m : 1 . Sed , præfixo numeris iftis

unico zcro , fumma quotcumque terminorum

*art.379. fit fubdupla * fummæ terminorum totidem,ma.

ximo æqualium . Quare , fi maximus ille termi

nus fumatur toties , quot defignat m -+- 1 , &

produ&ti inde orti capiatur femiffis ; fiet fum

ma quæfita produ&tum ex m : i in ( m -+- 1 ) : 2.

591. Proponantur fecundo in unam fum

mam colligendi termini totidem figuratorum

primi ordinis , quot defignat idem numerus m.

*art.57*. Quoniam figurati primi ordinis oriuntur * ex

additione continua numerorum naturalium ;

*art.59o. erit * ultimus , feu maximus terminus fa&um

ex m : i in ( m -+• i ) : 2 . Jam vero in figuratis

primi ordinis, fi duplex iis zero præfigatur,fum

*art.58o. ma terminorum aliquot * fit fubtripla fumma

terminorum totidem, maximo æqualium. Itaque

fi maximus ille terminus toties capiatur, quot

unitátes continet m -+- 2 , & produ&i inde orti

fumatur triens 5 fiet fumma quæfita produétum

€X
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ex m : r in ( m -+- 1 ) : 2 in ( m -+- 2 ) : 3.

592. Proponantur tertio in unum addendi

tot termini figuratorum ordinis fecundi , quot

defignat idem adhuc numerus m . Quoniam fi

gurati fecundi ordinis oriuntur * ex continua •are.s**.

colle&tione figuratorum ordinis primi 5 erit • *art.59 1. '

ultimus, feu maximus terminus fa&tum ex m : 1

in (m + 1 ) : 2 in ( m + 2 ) : 3. Sed in figura

tis fecundi ordinis , fi triplex iis zero præfiga

tur, fumma quotcumque terminorum fit • fub- *art.$$eâ

quadrupla fummæ terminorum totidem, æqua

lium maximo . Quare , fi maximus ille termi

nus toties accipiatur, quot unitates continet

m -+- 3, & produ&i inde orti quadrans capiaturs

fiet fumma quæfita produ&um ex m : 1 in (m +.

1 ) : 2 in ( m -+- 2 ) : 3 in ( m -+- 3 ) : 4.

593. Non diffimili ratione colligi poterunt

in unam fummam termini quotcumque figura

torum ordinum fuperiorum . Sed perfpicuum

eft , ad eas fummas inveniendas, poffe genera

liter hanc regulam adhiberi. Nimirum fiant duæ

progreffiones arithmeticæ , ambæ afcendentes

per unitatis incrementum ; una quidem a multi

tudine terminorum , in unam fummam colligen

dorum , altera ab unitate ; & utraque tot termi

norum , quot defignat exponens ordinis nume

rorum, duabus unitatibus au&tus. Multiplicen

tur deinde inter fe mutuo, tam termini prioris

progreffionis , quam termini fecundæ. Jamque»

divifo produ&o ex primis per produ&tum ex fe

cundis , fiet quotiens hujus divifionis termino

rum fumma quæfita .

594. Ita fi m fit numerus terminorum • quos

oportet in unam fummam colligere; erit m, m+

1 prò
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1 , m + x , m+ 3 , m + 4 , &c. prior progref

fio arithmetica 5 & 1 , 2 , 3 , 4, 5 , &c. progref

fio altera. Unde , fi quæftio fit de ipfis figura

torum genitoribus , qui nullum ordinem confti

tuentes , zero habent pro fuo exponente ; fiet

fumma quæfita (m* +m ) : 2 . Quod fi vcro

agatur de figuratis primi ordinis, quorum ex

ponens eft i;erit fumma (m3 + 3m* + xm) : 6.

Atque ita quoque eadem fumma erit (m* + 6m3

-+- 1 im* + 6m ) : 24, fi figurati fint fecundi or

dinis ; erit ( m* -+- 1om* -+- 35m3 + 5om* -*

24m ) : 1 2o , fi figurati fint ordinis tertii 3 fic

que dcinceps.

595. Quod fi numerus m ftatuatur infini

tus ; tunc omnes poteftates inferiores ipfius m

•„,,A4y. funt velut infinitefimæ , atque adeo evanefcent •

relate ad maximam poteftatem ejufdem numeri

m . Unde fumma quæfita erit m* : 2 in numeris

naturalibus , m3 : 6 in figuratis primi ordinis,

m* : 24 in figuratis ordinis fecundi, m5 : 1 2o in

figuratis ordinis tertii , atque ita de aliis . Et

* art.577. quoniam figurati cujufque ordinis oriuntur * ex

colle&tione continua figuratorum ordinis præ

cedentis ; omnino neceffe eft , ut fumma infini

torum terminorum ad fummam terminorum to

tidem , æqualium maximo, fit, ut r ad 2 in nu

meris naturalibus, ut 1 ad 3 in figuratis primi

ordinis, ut 1 ad 4 in figuratis fecundi ordinis,

ut 1 ad 5 in figuratis tertii ordinis , atque ita

deinceps. -

596. Mediantibus fummis numerorum fi

guratorum, determinari quoque poffunt fummæ

poteftatum , quæ fiunt ex numeris naturalibus.

Et quantum ad primas poteftates numerorum

pa•
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naturalium , eæ ab ipfis numeris naturalibus non

differunt ; quum prima poteftas cujufque quan

titatis fit * ipfà quantitas femel pofita .Quare,

ad inveniendam fummam primarum poteftatum

numerorum naturalium 5 fatis erit , ipfos nume

ros naturales in unam fummam colligere : proin

deque , fi quilibet numerus naturalis defignetur

per m , erit ( m* -+- m ) : 2 fumma omnium m ;

nam hæc eadem quantitas inventa eft paulo ante*

pro fumma numerorum totidem naturalium,quot

defignat numerus m.

597. Proponatur fecundo invenienda fumma

quadratorum.Et jam,fi m referat indefinite quem

cumque numerum aaturalem ; defignabit * etiam

indefinite ( m* -+- m ) : * quemcumque numerum

figuratum ordinis primi . Sed fumma indefinita.

omnium figuratorum primi ordinis eft • (m3 +

3m* + 2m ) : 6 . Itaque hæc eadem quantitas

erit fumma omnium ( m* -+- m ) : 2 5 & confe

quenter illa eadem duplicata , erit fumma o

mnium ma + m . Jam vero fumma omnium m

*art. 77.

*art.$9a.

$94•

*art.$77.

$9o•

*art.59 1 \

$94•

eft • ( m* -+- m ) : 2. Quare, fi ex quantitate illa *art.*96:

duplicata hæc alia fubducatur , fiet refiduum

( 2 m 3 + 3m* + m ) : 6 fumma omnium quadra

torum m 3 .

598. Proponatur tertio invenienda fumma

cuborum. Quoniam m refert indefinite quem

cumque numerum naturalem ; defignabit *

etiam indefinite ( ma + 3m* + 2m ): 6 quem

cumque numerum figuratum ordinis fecundi.

Sed fumma indefinita figuratorum fecundi ordi

*art.$77>

$91•

nis eft * ( v, 4 + 6m* + 1 1 ma + 6m): 24 . Ita- *art.$9*

que hæc eadem quantitas erit fumma omnium

(m? + guaa -+- am ] : 65 & confèquenter illa ea

-
dem

$94.
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dem fextuplicata erit fumma omnium m3 -+-'3m*

+ 2m, . Et quoniam fumma omnium m inventa

*art.396.* eft (m* +m ) : 2, erit fumma omnium am æ

qualis m* + m. Pariterque, quia fumma omnium

*art.597. m* inventa • eft ( 2m3 + 3m* -+- m ) : 6 , erit

-
fumma omnium 3m* æqualis (2m3 + 3m* +

m ) : » . Quare , fi ex quantitate illa fextupli

cata hæ aliæ duæ fubducantur , fiet refiduum

( m4 + 2m3 + m* ) : 4 funima omnium m3.

599. Non diffimili methodo ad altiorcs gra

datim poteftates pergere licet , earumque fum

mas determinare ex definitis fummis figurato

rum ordinum fuperiorum . Sed nolo hic reti

cere , quod , ficuti fumma indefinita numero

*art.395. rum naturalium (m* -+- m ) : 2 eft • tantum

- - rma : 2 , quum numerus m ponitur infinitus ; fic

in eadem hypothefi fumma indefinita omnium

quadratorum ( 2m 3 + 3m* +m ): 6 erit tantum

m3 : 3. Unde, ficuti fummâ numerorum omnium

naturalium eft ad fummam totidem, maximo æ

qualium , in ratione fubdupla, hoc eft , ut 1 ad

25 ita fumma omnium quadratorum erit ad funi

mam totidem , maximo æqualium , in ratione

fubtripla , nimirum , ut 1 ad 3.

*arì.$98. 6oo. Similitcr autem , quia * fumma inde

finita cuborum eft ( m4 + 2m3 -+- m* ) : 4 ; hæc

erit tantum m* : 4 , quum numerus m ponitur

infinitus: proindeque fumma omnium cuborum

erit ad fummam totidem, maximo æqualium , ut

1 ad 4 , hoc eft in ratione fubquadrupla. Atque

ita quoque , fi poteftatum altiorum fummæ in

definitæ, tradita methodo, determinentur; inve

nietur,fummam ex omnibus quadrato.quadratis

sffe ad fummam totidem, æqualium maximo,ut
1 ad
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1 ad £ ; & fummam ex omnibus quarato-cubis,

ut 1 ad 6 ; & fummam ex omnibus cubo-cubis,

ut 1 ad 7 5 atque ita deinceps.

6oi. Cæterum,quum fumma indefinita qua

dratorum * fit (2 m 3 + 3m* -+- m) : 6, & fumma

indefinita figuratorum prinii ordinis • fit ( m3

-+- 3m* -+- 2m ): 6 ; erit prior fumma ad fecun

dam,ut 2m* + 3m -+- 1 ad m* + 3m-+- 2.Quum

que in hypothefi , quod m fit numerus infinitus,

hæc ratio fiat æqualis ei, quam habet am* ad

m* , five 2 ad 1 ; liquet , fummam omnium qua

dratorum ad fummam omnium figuratorum pri

mi ordinis effe pariter , ut 2 ad i . Eodem ar

guniento oftcndemus , fummam omnium cubo

rum ad fummam omnium figuratorum tertii or

dinis effe , ut 6 ad 1 . Nec diffimiliter determi

nare dicebit proportiones inter poteftates altio

res , & figuratos ordinum fuperiorum.

1V. Tbeorematam præcedemtimm ad figarat

geometricas applicatio.

6c2. Uod mox • oftenfum eft de ra

tione fubdupla , quam habet

fumma omnium numerorum naturalium ad fum

man terminorum totidem , aequalium maximo,

ufui nobis effe poteft , proÉ, geome

trico illo theoremate , quod triangulum eft fe

miffis parallelogrammai , eandem cum ipfo bafim,

& altitudinem habentis. Efto enim triangulum

aliquod ABC . Jamque , fi ejus latus AB divi

datur in partes æquales Aa , ab , bc , cd, &c. , &

ducantur per pun&ta divifionum re&tæ da , bb,

cc, dd, &c., parallelæ lateri BC ; fient po$i-
U1S

*art.$96.

*art• 1 1 1

*4rt.595•

-

FIG. 7.
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bus Aa, Ab, Ac, Ad, &c. proportionales paralle.

læ iftæ aa, bb, cc, dd, &c.; quum harum unaquæ.

que ad portionem,ei correfpondentem,fit in con

ftanti illa ratione, quam habet BC ad AB.

6o3. Hinc,ficuti portiones Aa, Ab, Ac,Ad,

&c. poffunt numeros naturales , ab unitate fe

confequentes,nobis repræfentare; fic eofdem nu

meros exhibere quoque licebit per parallelas aa,

hb, cc, dd, &c. , quæ portionibus iis proportio

ne correfpondent. Augeatur jam numerus par

ticularum æqualium Aa, ab, bc, cd, &c. in infi

nitum, faciendo , ut eæ particulæ fint indefinitæ

parvitatis. Et parallelæ aa, bb, cc, dd, &c.,conti

nuatæ ad latus ufque BC , quum infinitæ etiam

numero fiant , omnes omnino numeros natura

les nobis exhibebunt . Quare fumma omnium

illarum parallelarum erit ad fummam totidem

aliarum, æqualium maximæ BC, in ratione fub

dupla.

6o4. Compleatur porro parallelogramnium

ABCD . Et fiquidem producantur omnes illae

parallelæ , ufque donec occurrant lateri CD;fiet

unaquæque illarum fic produ&ta æqualis ipfi

EC . Unde fumma omnium parallelarum , quæ

continentur in triangulo ABC , ad fummam o

mnium parallelarum , quæ continentur in paral

lelogrammo ABCD , erit in ratione fubdupla.

Sed per hafce parallelas trianguli , & paralle

logrammi areæ quodammodo nobis exhibentur .

Quare triangulum ABC ad parallelogrammum

ABCD fubduplam quoque rationem habebit : &

propterea unum erit femiffis alterius.

6o5. Quemadmodum autem in triangulo

ABC parallelæ aa , bb , cc, dd, &c. exhibere no

- bis
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bis poffunt numeros omnes naturales , ab unita

te fe confequentes , quia proportione correfpon

dent portionibus Aa, Ab, Ac, Ad, &c.; ita, fi fi

gura ABC talis ftatuatur , ut parallelæ illæ aa, FIG. 8.

δb, cc, dd, &c. fint in duplicata ratione earun

dem portionum Aa , Ab, Ac, Ad ; tunc per eaf

dem purallelas exhiberi poterunt quadrata nu

merorum naturalium , ab unitate fe confequen

tium . Unde, ob alterum illud theorema , quod

fumma omnium quadratorum eft * ad fummam *art.599•

terminorum totidem , æqualium maximo , in

ratione fubtripla, demonftrare licebit , figu

ram ABC effe tertiam partem parallelogrammi

ABCD.

6o6. Sed, nihil vetat, figuram ABC talis

naturæ concipere , ut parallelæ aa , bb , cc , dd,

&c. fint in triplicata ratione portionum , ipfis

correfpondentium, Aa , Ab, Ac , Ad, &c. Et in

ifto cafu eædem illæ parallelæ exhibere nobis

poterunt cubos numerorum naturalium , ab

unitate fe confequentium . Unde , vi ejus theo

rematis , quod fumma omnium cuborum eft * *art.6oo.

ad fummam terminorum totidem, æqualium ma

ximo , in ratione fubquadrupla 5 concludere fas

erit , figuram ABC effe quartam partem paralle.

logrammi ABCD . Et ad eundem modum lice

bit , concipere figuram ABC ejus indolis , ut

parallelæ aa, bb, cc, dd, &c. referant numerorum

naturalium poteftates altiores ; & per theorema

ta , eis correfpondentia, definire rationem,quam

figura ABC habet ad parallelogrammum ABCD.

6o7. Cæterum , cujus indolis fint figuræ

iftae, in quibus parallelæ aa, bb, cc, dd, &c. refe

runt, noajam numeros naturales , ab unitate fé
COI1
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eonfequentes , fed numerorum naturalium pote

ftates ; non eß hujus loci definire . Hic potius

præftat , nonnihil inquirere in methodum, qua

tum ad triangulum , cum ad hujufmodi figuras

tranftulimus theoremata , fuperius oftenfa. Wi

detur enim , id præftitum a nobis effe , fuppo

nendo aream , tam trianguli , quam earum figu

rarum componi ex iis parallelis : quæ fane hypo

thefis omnino abhorret a vero . Nam , ut fupe

rius • diétum eft, etfi oriatur, & linea ex motu

pun&i, & fuperficies ex motu lineæ, & folidum

ex motu fuperficiei ; attamen, nec linea ex pun

£tis , nec ex lineis fuperficies, nec denique foli

dum ex fuperficiebus componitur.

6o8. Et fane vulgata indivifibilium metho

dus, quum primum lucem adfpexit , vel hac fola

ratione quamplures Geomctrarum offendit,quod

pro unaquaque quantitate indivifibilia quædam

componentia affumebat . Verum in methodi

fiujus applicatione aliud etiam adhibebatur ,

quod corrigebat hypothefim eorum indivifibi

lium , & omnino eam ad verum revocabat. Nam

in cujufque quantitatis compofitione, non modo

ad indivifibilia illa, verum etiam ad eorundem

intervalla oportebat attendere:quo fiebat, ut ve

ra quantitatum componentia effent cognomines

illæ quantitates, quæ ex iis indivifibilibus , per

fua refpe&ive intervalla latis, orirentur ; atque

adeo, ut linea ex aliis lineolis , fuperficies ex

aliis exiguis fuperficieibus,'& corpus demum

ex aliis corpufculis componeretur.

6o9. Ad eundem itaque modum in cafu no

fIG.7.8. ftro , ultro quidem concedimus, figuræ planæ

- ABC componentia , non effe parallelas aa , bbs
- &€»

*4rt.44*.
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cc, dd, &c, , fed fpatiola Aaa, abba, 6ccb , cddc,

• &c. Verum , ficuti , ob portiones indefinite par

vas Aa, ab, bc, cd, &c. , fpatiola illa confiderari

poffunt , velut totidem exigua parallelogram

ma ; ita , ob æqualitatem earundem portionum,

parallelogrammis hifce proportionales fiunt pa

rallelæ aa , bb , cc , dd, &c. Unde non veriti fui

mus, habere figuram ABC, velut fummam earum

parallelarum ; & parallelogrammum ABCD, ve

lut fummam parallelarum totidem , æqualium

maximæ BC: quia nempe , ob portiones Aa,ab,

bc, cd, &c. indefinite parvas , & æquales , figu

ra ABC, & parallelogrammum ABCD fummis

iis proportione correfpondent.

6 i o. Hinc autem difcimus generaliter, duas

quafvis fuperficies haberi poffe, veluti fummas -

infinitarum parallelarum, in iis duétarum ; quo

tiefcumque intervalla , quibus eæ parallelæ a fe

invicem diftant , in utraque figura funt æqualia,

ac indefinite parva . Sed eodem argumento duo

quævis folida haberi poterunt , veluti fummæ

infinitarum fuperficierum æquidiftantium , in

iis du&tarum ; ubi intervalla , per quæ diftant a

fe mutuo in utroque folido eæ fuperficies, funt

indefinitæ parvitatis , & ejufdem magnitudi

nis. Nam profe&o , ficuti in primo cafu propor

tionales fiunt iis parallelis exiguæ fuperficies,

quæ inter eafdem continentur 5 fic in fecundo

cafu fuperficiebus iis æquidiftantibus propor

tione correfpondebunt exigua folida, quæ intcr

eafdem fuperficies jacent.

6 i i. Id vero quum ita fit , ope ejus theore

matis, quod fumma quadratorum ex numeris o

mnibus naturalibüs eft • ad fummam terminorum *art.s9;.

?om.l, R. tO
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totidem,æqualium maximo, in ratione fubtripla;

nullo negotio demonftrare licebit, effe pariter in

ratione fubtripla,tam pyramidem,& prifma,quam

conum, & cylindrum, quorum eadem eft bafis,&

eadem altitudo. Nam , divifa altitudine in por

tiones æquales , & indefinite parvas, duétifquc

intra conum , & pyramidem per pun&ta divifio

num planis totidem , bafi parallelis ; poterunt

plana ifta quadrata numerorum naturalium no

bis exhibere. Unde , quia, produétis iifdem pla

nis ufque ad fuperficiem prifmatis , & cylindri,

fit eorum unumquodque æquale maximo plano,

quod eft bafis ipfà ; vi ejus theorematis omnino

neceffe eft , ut tertia pars fit, tam conus ipfius

-cylindri , quam pyramis ipfius prifmatis.

-
-

V. Prima claffis ferieram fammabiliam , qua

figaratis primi generis fiamt,3 prum g -

612. Iguratis primi generis, ut ab ini

- *art.s 67 • tio•hujus capitis innuimus, duæ

ferierum claffes fieri poffunt , in quibus deter

minare licet fummas finitas omnium fuorum

terminorum . Prima claffis comple£titur feries

illas , quæ oriuntur , multiplicando ordine ipfos

numeros figuratps per terminos alicujus pro

greffionis geometric£ decrefcentis . Secunda

vero claffis comprehendit eas feries, quæ oriun

tur ex inverfione eorundem figuratorum , hoc

eft, quum evadunt denominatores fraétionum

totidem, habentium unitatem pro fuis numera

toribus , Utriufque claffis feries fingularem

quandam methodum nobis fuppeditant, pro de

terminandis fummis finitis ferierum infinitarum.

613•
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;

-

61 3. Ut ergo a feriebus, quæ ad primam

claffem referuntur,ordiamur;jam illud fuperius •

oftenfum eft , quod fi progreflio aliqua geo

metrica decrefcat in ea ratione , quam habet m

ad 1, & fit α primus terminus talis progreffionis,

debet effe ma : ( m •-• 1 ) fumma omnium fuorum

terminorum . Jam numeri naturales , qui funt

genitores figuratorum primi generis , ut alibi *

etiam diétum eft , oriuntur ex continua colle.

êtione unitatum. Unde, fi ipfis figuratorum or

dinibus apponamus, tum feriem numerorum na.

turalium , cum feriem unitatum ; illud primo

loco ftatui poteft , quod fi termini , conftituen

tes feriem unitatum r , 1 , 1 , i , i , &c. , multi

plicentur ordine per terminos progreffionis gco

metricæ decrefcentis a, a : n, a : u*, a : mâ, a : m*,

&c. , fumma feriei infinitæ, inde ortæ, 1a -+- 1 u:

*4rt.% 3 * •

*atrt.$8*

n + 1a : m* + 1a : d3 •+- 1 a : m* + &c, fit ma : .

( m •-• I ) .

61 4. Multiplicentur nunc fecundo termini,

conftituentes feriem numerorum naturalium i,

2 , 3 , 4, $ , &c, , ordine per terminos ejufdem

progreffionis geometricæ decrefcentis a , a : m,

a : m* , a : m3 , 4 : m4 , &c. Dico , fummam feriei

infinitæ , inde ortæ , 1 a -+- 2a : m -+- 3a : m * +

4a : m3 + 5a : m* + &c. effe m*a : ( m •-• 1 )* .

Refolvatur enim quifque terminus ejus feriei in

plures alios , quorum coefficientes fint unitates,

ex quibus componitur coefficiens illius . Jam

que, refolutione ifta, habebuntur infinitæ aliæ

feries , quarum una erit ■ a -+- 1a : w + 1 a : m*

+ 1a : m3 + 1 a : m* + &c. , fecunda 1 a * m +

1 a : m* -+- 1 a : m 3 + ua : m* -+- &c. , tertia 1 a :

** -+- ia : n3 + 1a : m* + &c. , quarta 1 a : m 3

2. •\- a
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*art.613 ,

*art. 613,

*+ 1 a : m4 + &c. , quinta 1 a : m* + &c, , atque

ita deinceps. -

61 5, Iftarum porro ferierum quælibet ad

prin1am eft in ea ratione , quam habet primus

terminus unius ad primum terminum alte

rfus . Unde , ficuti fumma prioris feriei eft •

ma : ( m — i ) , fic erit a : ( m •— 1 ) fumma fe

cundæ feriei , a : m ( m r- 1 ) fumma feriei ter

tiæ , a : m* ( m •— i ) fumma feriei quartæ ,

a : m 3 ( m *~ 1 ) fumma feriei quintæ , atque ita

in iiifinitum : proindeque feries, de qua agitur,

1 a -+- 2a : m -+- 3a : ma +- 4a : m3 -+- 5a : m4 + &c.

aequalis erit alteri huic feriei ma : ( m •-• 1 ) -+- a:

( * *-* 1 ) -+- a : m ( m-— • i ) -+- a : m* ( p -• 1 ) -+-

a : m 3 ( m - 1 ) -+- &c. Sed altera hæc feries eft

adferieh 1 a + ià : m + 1 a : m* + 1 a : ns + ia :*

m4 + &c. in ea ratione,quam habet m ad m •—• 1.

Quare,ficuti fumnia iftius eft • wa : (m— 1 ), fic

funma illius erit m3a : ( m — 1 )* : & propterea

etiam m*a : ( m —• 1 )* erit fumma feriei princi

palis i a + 2a : m + 3a : m* +4a : n 3 + 5a : **

+ &c,

616. Multiplicentur tertio termini, confti

tucntes feriem figuratorum primi ordinis 1 , 3,

6 , 1 o , 1 5 , &c. , ordine per terminos cjufdem

progreffionis geometricæ decrefcentis a , a : m,

a : m* , a : m 3 , a : m4, &c. Dico , fummam {eriei

infinitæ,inde ortæ, 1 a -+- 3a : m -+- 6a : m* -+- 1 oa:

1/3 + 1 5a : m4 + &c. effe m3a : ( m — 1 ) s . Re

folvatur enim quifque terminus ejus feriei in

plures alios , quorum coefficientes fint numeri

naturales , ex quibus componitur coefficiens il

lius . Jamque , refolutione ifta , habebuntur

infinitæ aliæ feries, quarum prima erit i a +

1 43>
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i ■ : m -+- 1 a : m* -+- 1 a : m3 •+- ia : m4 -+- &c. , fe

cunda 2a : m -+- 2a : m* -+- 2a : m3 + 2a : m4+&c.,

tertia 3a : m* + 3a : m 3 + 3a ; m* -+- &c., quarta

4a : m 3 + 4a : m*+&c.,quinta 5a : m* + &c.,at

que ita deinceps.

617. Iftarum autem ferierum quælibet ad

primam eft in ea ratione,quam habet primus ter

minus unius ad primum terminutu alterius. Un

de,ficuti fumma prioris feriei eft * ma : ( n ~ 1 ), •an.«,;;

fic erit zá : { m~ 1 ) fumma fecundæ feriei, 3a;

* ( m— i ) fumma feriei tertiæ,4a : ma ( m — i ) ,

fumma feriei quartæ , 5a : m 3 ( m — 1 ) fumma

feriei quintæ, atque ita in infinitum : proinde

que feries , de qua agitur , 1 a -+- 3a : m -+- 6a : m*

-+- ioa : m3 + 1 5a : m* + &c. æqualis erit.alteri

huic feriei ma : ( m — i ) -* 2a : ( m •-• r ) -+-

3a : m ( m- 1 ) -+- 4a : m* ( m •-• 1 ) -+- 5a :

n3 ( m — 1 )+&c.Sed altera hæc feries eft ad fe

riem 1 a -+- 2a : m -+- 3a : m* -+- 4a : m3 -+- 5a : m4

+ &c. in ea ratione , quam habet m ad m •-• r.

Quare,ficuti fumma iftius eft • m*a : (m —• 1 )*, *art.61 4;

fic fumma illius erit m3a : ( m -+ 1 )3 : & propte

rea etiam m3a : ( m- i )3 erit fumma feriei prin

cipalis 1 a -+- 3a : m + 6a : w* -+- 1 oa : m3 + 1 5a:

/14 -+- &c.

618. Multiplicentur quarto termini , con

ftituentes feriem figuratorum fecundi ordinis r,

4, 1 o, 2o, 35, &c., ordine per terminos ejufdem

progrcffionis geometricæ decrefcentis a, a : m ,

a : m* , a : m 3 , a : m4, &c. Dico , fummam feriei

infinitæ , inde ortas , 1a + 4a : m -+- 1 oa : m* +

2oa : m3 -+- 35a : m* -+- &c. effe m4a : ( m — 1 )*.

Refolvatur enim quifque terminus ejus feriei in

plures alios , quorum coefficientes fint figurati

R 3 pri
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primi ordinis, ex quibus componitur coefficiens

illius . Jamque , refolutione ifta , habebuntur

infinitæ aliæ feries , quarum prima erit 1 a -+- ia:

n+ 1 a : m* -+- 1a : m3 -}- ia : m4 + &c. , fecunda

3a : m -+- 3a : m* + 3a : m 3 + 3a : m* + &c., ter

tia 6a : m* -+- 6a : m 3 +6a : m* + &c. , quarta

1 oa : m3 -+- 1 oa : m4 + &c. , quinta 154 : m* -+-

&c. , atque ita deinceps.

6 1 9. Iftarum vero ferierum quælibet ad

primarn eft in ea ratione , quam habet primus

terminus unius ad primum termiinum alterius.

*art.6 1 3. Unde , ficuti fumma prioris feriei eft * ma 1

( m •-• 1 , fic erit 3a : ( m- 1 ) furbma fecun

dæ feriei , 6a : m ( m — i ) fumma feriei tertiæ ,

1 oa : m* ( m —• i ) fumma feriei quartæ , 1 3a ;

m3 ( m ~ i ) fumma feriei quintæ , atque ita

in infiniturn : proindeque feries , de qua agi

tur , 1 a+ 4a : m -+- 1 oa : m* + 2oa : m3 + 3 §a;

m* + &c. æqualis erit alteri huic feriei ma : ( m,

•-• 1 ) -+- 3a : (m— i) + 6a : m ( m— i ) -+- 1 oa:

m* (m—i )-+- 1 5a : m 3 ( m — i ) + &c. Sed alte

ra hæc feries eft ad feriem 1 a -+- 3a : m + 6a : m*

-+- 1 oa : m3 -+- 1 5a : m4 + &c. in ea ratione,

quam habet n ad m— 1 . Quare , ficuti fumma

*art.6 1 6. iftius eft • m 3a : ( m — 1 )3,fic fumma illius erit

m*a : ( m •-• r )4: & propterea etiam m*a : ( m •-•

1 )* erit fumma feriei principalis 1 a -+- 4a : m -+-

1oa : m* -+- 2oa : m3 -+- 35a : n* + &c.

62o. Eodem artificio invenire licebit fum

mam finitam infinitorum terminorum cujuslibet

feriei,quæ oriatur,multiplicarido ordine numeros

figuratos ordinis fuperioris per terminos pro

greffionis geometricæ decrefcentis a, a : m, a : m*,

a : m3, a : m*, &c. Nimirum , refolvendo unum

quem
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quemq;terminum illius feriei in plures alios,quo

rum coefficientes fint numeri figurati ordinis

præcedentis, ex quibus componitur termini il

lius coefflciens ; & 'conftituendo infinitas alias

fefies, quarum termini geometricam progreffio

nefi decrefcenterii conftituant. Nam , fi fummæ

harum ferierum inveniantur, & ex iis fiat nova

feries ; hæc ad ferieni, ortam ex numieris figura

tis ordinis præcedentis , erit perpetuo , ut m ad

m — 1. Quare,ex cognita fumma iftius feriei, fa

cile erit, illius quoque fummam invenire.

62 1. Sed ex iis, quæ haétenus oftenfa funt,

fiaud difficile erit, regulam cudere adeo gene

ralerh , quæ ad orfines cafus, fpeciales fe extendat

Quemadmodum enimi termini progreffionis geo

metricæ decrefcentis a + a : m + a : m* + a:

m3 + a : m* + &c., ubi afficiuntur unitatibus

1, 1, 1, 1, 1, &c. , dant * fimul colle6ti fummam •„,,.«,,.

ma : ( m— i ) ; itä fumnia eoruindem fit * m*a : *a, t.6 , 4.

( m — 1 )* , quum afficiuntur numeris natura

libus 1, 2, 3,4,5, &c.3 m 3a : ( n — 1 )3 *, quum *art.6 1 6.

afficiuntur figuratis primi ordinis 1, 3, 6, 1 o ,

1 § , &c. ; m4a : ( m •— 1 )* *, quum afficiuntur *art.61 $•

figuratis fecundi ordinis 1 , 4 , 16, 2o,35, &c.;

atque ita deinceps . Quare , fi ipfi nutrieri

naturales ita quidemi iriter figuratorum ordi

nes collocentur , ut expouens ordinis eorum

fit zero , feu nihil 3 regula generalis hæc crit.

62 2. * Inveniatur fummia omnium termino

rum progreffionis geometricæ decrefcentis a-+a*

m + a : m* + a : m3 + a : h* + &c., quum quif

que terminus afficitur utiitate.E* quantitas,quæ

eft ad hanc fummam in ratione, q&m habet m ad

m - i , toties multiplicata , Q& deßgnat ex

R 4 po

®

*
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ponens ordinis numerorum,au&tus unitate una,

erit fumma quæfita. Qua ratione, fi termini pro

greffionis geomctricæ decrefcentis a + a : n 4

a : m* + a : m* -+- a : m* + &c. afficiantur figu

ratis fexti ordinis , fumma erit m*a : ( m~ i j8.

Nam fumma omnium ejus infinitorum termino.

*art.6 1 3. rum , quum quifque afficitur unitate , eft * ma :

( m — 1 ). Plane vero quantitas , quæ fit ad ma:

( m~ i ) in eadem illa ratione , quam habet nt

ad ( m •— i )7, eft m8a : ( m •-• 1 J3 .

VI. Seczmda claffs ferieram fummabiliam,

quæ figuratis primi generis fiunt.

623. Uantum ad feries infinitas alte

Q rius claffis , hoc eft ad eas , quæ

oriuntur per inverfionem numerorum figurato

rum ; etiam determinare licebit earum fummas

finitas . Eft autcm hujus rei hoc quidem theo

rema generale : nimirum , quod in numeris fi

guratis inverfis fumma omnium terminorum,

qui primum excipiunt , adæquat eam partem

unitatis , quam defignat exponens ipfe ordinis

numerorum ; hoc eft unitatem integram , quum

figurati funt primi ordinis ; unitatis femiffem,

quum figurati funt ordinis fecundi ; unitatis

trientem , quum figurati funt ordinis tertii5 at

que ita deinceps. Nec fane difficile erit , theo

rematis hujus veritatem oftendere .

624. lnvertantur etenim primo numeri fi

gurati primi ordinis 1, 3, 6, 1 c, 15, &c., ita,ut

fiat feries 1 : 1 + 1 : 3 + 1 : 6 + 1 : 1 o -+- 1 :

j 5 -+- &c. Oftendendum eft , fummam omnium

terminorum hujus feriei , excepto primo, uni

t4

**

#
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tatem adæquare. Fiat feries harmonica ex nu.

meris naturalibus inverfis 1 : 1 + 1 : 2 + 1 : 3

+ 1 : 4+ 1 : 5 + &c. Etjam , fi ab ea fubdu

catur ipfàmet , multata primo termino ; refi«,

duum erit terminus primus , qui unitatem adæ

quat . Plane vero , fi fubtra&tio fiat ea lege,

ut termini unius ordine fubducantur ex termi

nis alterius ; emergit hæc alia feries 1 , 2 + 1 ;

6 + 1 : 1 2 + 1 : 2o + 1 : 3o + &c. , cujus du

plum eft feries, de qua agitur 1 : 1 + 1 : 3 + 1:

6 + 1 : 1 o -+- 1 1 1 5 + &c. Itaque fumma hujus

fcriei æqualis erit duplo unitatis : & propterea,

dempto priore termino , qui fupererunt , unita

tem ipfam adæquabunt. -

62 5. Invertantur fecundo numeri figurati

fecundi ordinis 1 , 4 , 1o , 2o, 35, &c. , ita, ut

fiat feries i : 1 + 1 : 4 + 1 : 1 o-H1 : 2o -+- 1 , 35

+ &c. Oftendendum eft modo,terminos omnes

hujus feriei , excepto primo , unitatis femiffem

adæquare. Fiat feries ex inverfione numerorum

figuratorum ordinis primi 1 : 1 + 1 : 3 + 1 :

6 + 1 : io* 1 : 1 s +&c. Et , fiquiJem ab ea

fubducatur ipfùmet, multata primo termino; re

fiduum erit terminus primus , qui unitatem

adæquat . Jam vero , fi fubtra&io ea lege infti^

tuatur , ut termini unius ordine fubducantur

ex terminis alterius 5 nafcitur hæc alia feries 2:

3 + 3 : 18 +4: 6o + 5 : 1 5o + 6 : 3 i 5+&c.,

cujus termini ad terminos fèriei , de qua eft

quæftio , 1 : 1 + 1 : 4+ 1 : 1o + 1 : 2o -+- 1 :

35 + &c. , funt ut 2 ad 3 . Itaque , quum valor

illius feriei fit unitas , erit valor alterius hujus

feriei 3 : 2 : proindeque, dempto priore termi

no , qui remanebunt , femifiem unitatis adæ

quabunt; 626,
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626. Invertantur tertio numeri figurati tef

tii ordinis 1, s, 1 s, 33, 7o, &c. , ita , ut fiat fe

ries 1 : 1 + 1 : 5 + 1 : 1 3 + 1 : 35* 1 : 7o +

&c. Dico , omnes terminos hujus feriei, exce

pto primo, trientem unitatis adæquare , Fiat

feries ex inverfione numerorum figuratorum fe

cundi ordinis 1 : 1 + 1 1 4+ 1 i 1 o + 1 : 2o*

1 : 35 + &c.Et,fiquidem ab ea fubducatur ipfù

miet , multata primo termino ; id , quod rema

nebit , erit terminus primus, qui unitatemi adæ

quat. Sed, fi fubtraétio ea lege fiat , ut termi

fit unius ordine fubducantur ex terminis alte

rius ; gignitur hæc alia feries 3 : 4+ 6 : 4o +

1o : 2oo + 1 5 : 7oo+ 2 1 : 176o + &c. , cu

jus termini ad terminos feriei , de qua agitur, 1*

1 + 1 : 5 + 1 1 1 5 + 1 : 35 + 1 : 7o + &c.,

funt, ut 3 ad 4. Itaque, quum valor illius feriei

fit unitas, neceffe eft , ut valor alterius hujus

feriei fit 4: 3 : & propterea , dempto priore

termino , qui fupererunt , trientem unitatis

adæquabunt. -

627. Non diffimilitet veritatem propofiti

theorematis oftendemus , invertendo numeros

figuratos ordinum fuperiorum. Sed , fi ipfi nu

meri naturales iriter ordines numerorum figura

torum fubinde collocentur , ut exponens ordi

nis eorum fit zero, feu nihil; poterit idem theo

remia iis etiani numeris applicari . Invertantur

etenimi numeri naturales 1, 2, 3,4,5,&c.,& con

ftituatur eorum inverfione feries harmonica 1 :

1 + 1 : 2.-+- 1 : 3 + 1 : 4 •%• 1 : § 4- &c. Dico .

omnes terminos hujus feriei , qui primum exci

piunt , fimul colle&tos, eam unitatis partem

adæquare , quam defignabit zero , feunis;*
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eft exponens : ordinis numerorum naturalium ;

adeoque fummam illorum effe infinitam , quum

dividendo finitum per zero oriatur • infinitum.

628. Id autem, velut prorfus memorabile,

dupliciter oftendemus . Et primo quidem in

hunc modum . Fiat feries ex inverfione figu

ratorum primi ordinis 1 : 1 + 1 : 3 + 1 : 6+ i :

1 o + i : 1 5 + &c. Et quoniam omnes termini ,

qui primum excipiunt, adæquant * unitatem;

erit tota feries æqualis binario, adeoque dimi

diuin ejufdem feriei unitatem rurfus adæquabit.

Capiatur autem dimidium illius feriei, fumendo

femiffem cujufque termini . Et jam orietur nova

feries 1 : 2 -+- 1 : 6 + 1 : 12 -+- 1 : 2o + 1 : 3o

*art.439s

*art.62 4•

+ &c., quæ confiderari poterit , velut genera

trix feriei harrnonicæ 1 : 1 + 1 : 2 + 1 : 3 + 1:

4 + 1 : 5+ &c.. Nam , quemadmodurn tota

illa feries dat prirnum terminum iftius 5 ita ex

eadem , multata primo termino , orietur iftius

terminus fecundus ; ex eadem , multata duobus

primis terminis, orietur iftius terrhinus tertius;

atque ita deinceps. -

629. Hinc, fi feriei illius 1 : 2 + 1 : 6 + 1:

1 2 + 1 : 2o -+- 1 : 3o + &c. quifque tcrminus

capiatur toties , quotus eft locus, quem ipfe

occupat in ferie ; ipfa feries harmonica debet

oriri . ld vero quum fit, oritur feries 1 : 2 + 2:

6 + 3 : 1 2 + 4: 2o + 5 : 3o + &c. , quæ , re

du&tis'terminis omnibus ad fimpliciores fuas ex

preffiones , mutatur in hanc aliam 1 : 2 + 1 : 3

-|- i : 4 + 1 : y -+- 1 : 6-- &c. , fcilicet in ipfam

feriem harmonicam, primo termino tnultatafii.

Itaque feries harmonica talis eft , ut a fe ipfâ,

multata primo termino, non differat : proinde

qu£

•
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que primus terminus, nempe unitas , evanefei*

refpe&tu totius feriei : quod non aliter fieri pof

*art.494. fe perfpicuum eft * , nifi fumma infinitorum

terminorum feriei harmonicæ fit infinita. .

63o. Sed aliam adhuc ejufdem rei demon

ftrationem afferamus. Nimirum ea fumma cen

feri debet infinita, ex qua,detra&ta unitate, rur

fus alia, atque alia in infinitum detrahi poteft.

Itaque a principio feriei harmonicæ abfcindan

tur termini aliquot , quorum fumma unitatem

vel adæquet , vel excedat. Ergo , fi hæc termi

norum abfciffio in infinitum poteft continuari,

jam totius ferei harmonicæ fumma erit infinita.

Quod fi vero , faéta fæpius ea terminorum ab

fciffione , negas , ulterius eam fieri poffe , quia

forte termini reliqui unitatem non excedant;re

præfentet indefinite m numerum illum , qui di

vidit unitatem in primo reliquorum termino

tum .

63 1. Jam primi illius termini capiatur pars,

denominata ab (m + i ) : m , hujufque iterum

pars confimilis , atque ita deinceps'. Conftitue

tùr ergo in hunc modum progreffio geometrica

decrefcens , cujus quifque terminus minor erit

unoquoque reliquorum feriei harmonicæ. Qua

re fumma illius progreffionis minor erit fumma

terminorum omnium , qui ramanferunt in ferie

harmonica . Eft autem fumma infinitorum ter

* art.5 1 3. minorum ejus progreffionis * æqualis umitati.

Itaque crit unitate major fumma reliquorum.

terminorum feriei harmonicæ : proindeque ad

huc ex iis abfcindi poterunt termini aliquot,qui

unitatem, vel adæquent, vel proxime excedant.

Et quoniam eadem eft femper demonftratio de

tC



L I B E R P R I M u S. 2 69

reliquis terminis 5 concludendum eft, feriem

harmonicam talem effe, ut, detraëta ex ea unita

te una , rurfus alia , atque alia, in infinitum de

trahi poffit . Unde fummam infinitorum ejus

terminorum infinitam effe oportebit.

632. Theorema igitur, fuperius * pofitum,

obtinet etiam in ferie, quæ oritur ex inverfio

ne numerorum naturalium , dummcdo numeri

naturales inter ordines figuratorum fubinde

collocentur , ut fit zero , feu nihil exponens

ordinis ipforum . Cur autem hæc feries dica

tur harmonica , haud difficile erit intelligere:ni

mirum , quia tres ejus quilibet termini,confecu

tive fumpti , harmonicam proportionem confti

tuunt . Quod ut generaliter oftendamus , fit

1 : m feriei illius terminus aliquis . Erunt igi

`tur 1 : ( m -+- 1 ), 1 : ( m -+- 2 ) termini duo , qui

immediate illum excipiunt . Unde oftenden

dum eft , tres iftos tcrmiites effe.in propor

tione harmonica , hoc eft maximum 1 ; m effe ad

minimum 1 : ( m -+- 2 ) , ut eft differentia inter

maximum , & medium ad differentiam inter

medium , & minimum . Quod quidem perfpi

cuum eft . Nam prior diffcrentia eft 1 : ( m*

-+- m ), fecunda vero eft 1 : (m* -+- 3 m -+- 2 ). Pro

feétô autem , ut eft I : m ad 1 : ( m -+- 2 ), ita eft

I : ( m* + m ) ad 1 : ( w* -+- 3 m -+- 2 ).

633. Cæterum artificium , quo hic ufi fu

mus , pro inveniendis fummis finitis ferierum

infinitarum , per fubduétionem unius feriei a

fe ipfa , priore termino multata , nonnifi cum

cautione debet adhiberi . Nam , exempli gra

tia , fi a ferie harmonica i : 1 + 1 : 2 + 1 : 3

-+- 1 : 4+ 1 ; 5 + &c, fubducatur eademmet ,

mul

*art.6.3.
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multata primo termino 5 orietur feries r : a

-|- i : 6 + 1 : 1 2 + 1 : 2o + &c. æqualis unita

ti, hoc eft priori- termino ipfius feriei harmo

nicæ . Sed , fi a ferie 2 1 1 + 3 : 2 -+- 4: 3 +

s : 4 + 6: s + &c. fubducatur eadem feries ,

multata finiliter primo termino 5 relinquetur

adhuc 1 : 2 + 1 : 6+ 1 ; 1 2 *+ i : 2o + &c.,

nec tamen dici poteft , fummam iftius feriei æ

qualem effe illius priori termino ; quum prior

terminus illius, non fit unitas , fed binarius.

634. Hujus rei ratio ut clarius intelligatur,
notetur velim, quod quum ab $; ferie ea.

demmet, priore termino multata , fubtrahitur;

.fumma feriei reliquæ , non elt quidem primus

terminus , fed primus , ultimo minutus . Per

tujufmodi enim fubduétionem non aliud effici

tur, quam ut terminorum differentiæ capiantur.

' Unde eo res redit , ut oftendamus, omnes illas

differentias fimulæquales effe differentiæ inter

primum , & ultimum terminum . Id vero liquet

abunde. Nam , fi fuerint quotcumque magni

tudines a, b • c • d • ex f, g, clare patet, omnium

differentias fimul a— b , 2 •-• c, c — d, d- e,

e ~ f,f— g æquales effe « -•g ;hoc eft pris

mac , ultima minutæ. - -

635. Jam , quum ultimus feriei terminus

evanefcit in infinitum, ut contingit in ferie har

monica , nihil obftat , quominus dicamus , id.

quod relinquitur , quotiefcumque ab aliqua fe

rie eademmet, priore termino multata, fubtrahi

tur , priorem terminum adæquare ; quando

quidem prior terminus , per ultimi fubtra&io

nem,non minuitur.Sed quum ultimus feriei ter

minus non evanefcit, tunc ad inyeniendam fum

103ITA
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mani fèriei reliquæ, neceffe eft,ut ultimus termi

nus a priore fubduicatur. Quocirca, quia in ferie

2 : 1 + 3 : 2 + 4: 3 + 5 : 4+ 6; 5 + &c. ul

timus terminus unitatem adæquat, quum æqua

les fiant * ejus numerator, & denominator : *4rt.#94§

proinde fumma feriei reliquæ erit prior termi

nus , unitate minutus , hoc eft eadem omnino

cum illa, quæ per feriem harmonicam invenitur.

C A P u T IV,

5eries fummabiles , quæ figaratis alioram

generam fiant,

636. Fę aliorum generum fimili

- er fieri poffunt feries nonnullæ,

in quibus determinare licet fummas finitas o

mnium fuorum terminorum . Ut autem de aliis

hifce feriebus commode differamus , non abs re

erit , ipfàm primo naturam horum figuratorum

nonnihil contemplari . Et quantum ad eorum

in genera dißin&tionem , jam quidem diximus

fupra * , quomodo ea fit facienda ; nimirum , *art.;y&.

pro diverfitate intervalli, quo numeri genitores

ab unitate progrediuntur : adeo, ut quemadmo

dum dicuntur primi generis , quum genitores

progrediuntur intervallo unitatis ; fic dici de

beant fecundi generis, quum progrediuntur in•

tervallo binarii 5 tertii generis , quum progre

diuntur intervallo ternarii 5 atque ita deinceps.

637. Sed , quemadmodum figuratos primi

generis diftinxinius fuperius * in varios ordines,

pro diverfâ ratione, qua ex fuis genitoribus qri- *art. -*.
T1
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ri intelliguntur ; fic eadem diftin&tio fieri quo

que poteft, relate ad figuratos aliorum generum.

Unde in quolibet genere dicemus figuratos pri

mi ordinis , qui oriuntur ex continua colle&tio

ne ipforum genitorum 5 dicemus figuratos fe

cundi ordinis, qui ex additione continua figu

ratorum primi ordinis fuam originem trahunt;

dicemus figuratos tertii ordinis , qui generantur

per continuam colle&tionem figuratorum ordi

nis fecundi ; atque ita in infinitum.

1. Genitorum , ó* figuratorum omnium gemerum

proprietas ßngularis . '

638. G Enitores figuratorum omnium

generum hanc *bent proprie

tatem , quod fi iis, qui primi funt generis, zero

præfigatur, iidemque ordine adjungantur geni

toribus alterius cujufque generis , oriuntur ge

nitores generis fequentis . Ita numeri o , 1 , 2 ,

3, 4, &c. , qui funt genitores primi generis, ze

ro habentes in principio,fi addantur ordine cum

ipfis genitoribus primi generis 1 , 2, 3, 4,5,&c.,

orientur numeri 1, 3, 5, 7, 9, &c. , qui funt ge

nitores generis fecundi 5 fi vero addantur ordine

cum aliis hifce genitoribus fecundi generis , ha

bebuntur numeri 1, 4, 7, 1 o, 1 3, &c., qui funt

genitores generis tertii.

639. Hac mediante proprietate , facile erit,

ex genitoribus primi generis cujufcumque alte

rius generis genitores derivare. Præfigatur ete

nim zero genitoribus primi generis. Et , fiqui

dem ii , toties accepti , quot unitates continet

exponens generis derivandorum genitorum,una

dem
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dempta,addantur ordine cum ipfis primi generis

genitoribus;habebuntur genitores generis quæ

fiti . Ita , fi quærantur genitores generis quar

ti , capiatur ter unufquifque numerorum o, 1 ,

2, 3, 4, &c., qui funt genitores primi generis,

zero habentes in principio , ita , ut evadant

o, 3, 6, 9, 12, &c.; deinde addantur ordine cum

genitoribus primi generis 1,2,3,4,5.&c, 5 erunt.

que numeri prodeuntes 1, 5, 9, 13, 17 , &c. ge

nutores generis quarti.

64o. Eadem proprietas , non folum geniro.

ribus figuratorum,fed ipfis etiam figuratis com

petit . Si enim numeris, qui primum ordinum

figuratorum in primo genere conftituunt , zero

præfigatur , iique ordine adjungantur nu

meris , qui conftituunt primum ordinem figu

ratorum in quovis alio genere ; orientur fi

gurati primi ordinis generis fubfequentis . Ita

numeri o, 1, 3, 6, 1 o, &c. , qui in primo genere

funt figurati primi ordinis , zero habentes in

principio, fi addantur ordine cum ipfis numeris,

1 , 3, 6, 1 o , i $ , &c. , qui conftituunt primum

ordinem figuratorum primi generis , orientur

numeri 1 , 4 , 9 , 16, 25, &c. , qui funt figurati

primi ordinis in genere fecundo ; fi vero ordi

ne addantur cum iftis , habebuntur numeri 1 , 5,

1 2, 22, 3 y, &c., qui funt figurati primi ordinis

in genere tertio.

641. Unde etiam , proprietatis hujus bene

ficio , facile erit , ex numeris, qui conftituunt

primum ordinem figuratorum in genere primo,

derivare numeros , qui fint figurati primi ordi

nis in quavis alio genere . Præfigatur etenim

zero iis , qui funt primi generis . Et fiquidem

7'om. I. S ii
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iidem, toties accepti,quot unitates continet ex

ponens generis derivandorum numerorum , una

dempta, addantur ordine cum ipfis nuneris, qui

rimum ordineni figuratorum in primo genere

conftituunt 5 habebuntur figurati primi'ordinis

generis quæfiti . Ita , fi quærantur figurati pri

mi ordinis generis quarti; capiatur ter unufquif

que numerorum o, 1, 3, 6, io, &c. , qui in pri

mo genere funt figurati primi ordinis , zero ha

bentes in principio, ita, ut evadant o, 3, 9, 18,

3o , &c, ; deinde addantur ordine cum numeris

i, 3, 6, 19, 15, &c. , qui conftituunt primum ,

ordinem figuratorum primi generis ; & numeri,

inde orti, i , 6 , 1 5 , 28, 45, &c. erunt figurati

primi ordinis in genere quarto.

' 642. Eudem ratione, fi numeris, qui fecun

dum ordinem figuratorum in primo genere con

ftituunt , zero præfigatur , iique ordine adjun

#! nnmeris , qui conftituunt fecundum or

dinem figuratorum in quovis alio genere; orien

tur figurati fecundi ordinis generis fubfequen

cis . Ita numeri o, 1 , 4 , 1 o , 2Q , &c. , qui in

primo genere funt figurati fecundi ordinis, ze

ro habentes in principio , fi addantur ordine

cum ipfis numeris 1 , 4 , 1 o , 2o, 35 , &c. , qui

conftituunt fecundum ordinem 'figuratorum

primi generis , orientur numeri 1 , 5 , 14 , 39,

55 • &c. , qui funt figurati fecundi ordinis in

genere fecundo ; & fi porro ordine addantur

cum iftis , habcbuntur numeri i, 6, 18, 4o, 75,

&c. , qui funt figurati fecundi ordinis in gene

re tertio. -

643. Unde fimiliter, ope hgju$roprieta

tis,facile crit,ex numeris,qui conftitüunt fecun

- dum
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dum ordinem figuratorum in genere primo , de

rivare numeros, qui fint figurati fecundi ordinis

in quovis alio genere. Præfigatur eteniin zero

iis , qui funt primi generis . Et fiquidem iidem,

toties accepti,quot unitates continet exponens

generis derivandoruin numerorum, una dempta,

addantur ordine cum ipfis numeris , qui fecun

dum ordinem figuratorum in primo genere con

ftituunt ; habebuntur figurati fecundi ordinis

generis quæfiti.lta, fi quærantur figurati fecun

di ordinis generis quarti, capiatur ter unufquif

que numerorum o , i , 4 , 1 o, 2o , &c., qui in

primo genere funt figurati fecundi ordinis , ze

ro habentes in principio, ita , ut evadant o , 3 •

1 2 , 3o, 6o , &c.; deinde addantur ordine cum

numeris 1, 4, 1 o, 2o, 35, &c., qui conftituunt

fecundum ordinem figuratorum primi generis ;

& numeri, inde orti, i, 7, 22, 5o, 95, &c. erunt

figurati fecundi ordinis in genere quarto.

644. Pro hujus proprietatis demonftratio

ne , oftendendum eft prius hoc theorema , quod

fi fuerint quotcumque feries numerorum , eam

proprietatem habentes, ut præfixo zero iis, qui

primam feriem conftituunt, iifdemque additis

ordine cum numeris cujufcumque feriei , orian

tur numeri feriei fubfequentis ; & ex colle&tio

ne continua numerorum , feries illas conftituen

tiurn , conficiantur totidem aliæ numerorum

feries : quod inquam aliæ iftæ feries eandem

habent proprietatem , ac primæ : adeo , ut fi

numeris primæ feriei zero præfigatur , iique or

dine addantur cum numeris cujufque feriei ; qui

inde oriuntur, fint numeri feriei fubfequentis .

645. Sint igitur a • b • c • d, &c., a , e, f, g,

S 2 &c.,
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&c. , a , b , i , £ , &c., a , /, m , m , &c. feries

aliquot numerorum , quæ eam habeant proprie

tatcm , ut fi numeris , qui primam feriem con

ftituunt , zero præfigatur , iique ordine adjun

gantur numeris cujufcumque feriei , oriantur

numeri feriei fubfequentis . Fiant autem colle

£tione continua numerorum , feries illas confti

tuentium , totidem aliæ feries a , a , p , q , &c. ,

a, r, *, t, &c. , a , & , x , y, &c., a, z, &, w, &c.

Dico, novas iftas feries eandem cum primis pro

prietatem habere : ita nempe, ut fi numeris, qui

primam feriem conftituunt , zero præfigatur,

iique ordine addantur cum numeris cujufque fe

rici ; oriantur exinde numeri , qui conftituunt

feriem fubfequentem.
-

646. Ex hypothefi enim primæ feries eam

habent proprietatem, ut præfixo zero numeris,

qui primam feriem conftituunt , iifdemque ad

ditis ordine cum numeris alicujus feriei , orian

tur numeri feriei fubfequentis . Quare , exi

ftentibus numeris primæ feriei a , b, c, d , &c.;

fient numeri feriei fecundæ a , a + b, b + c ,

c -+- d, &c. ; numeri feriei tertiæ a , 2a -+- b • 2b

-+- c , 2c + d , &c. ; numeri feriei quartæ a , 3a

+ b , 3b + c , 3c + d , &c. ; atque ita deinceps.

Et quoniam fecundæ feries oriuntur ex colle

$tione continua numerorum , feries primas con

ftituentium; prima ex fecundis iftis fericbus erit

a , a + b , a + b + c , a + b + c + d , &c.; fe

cunda a » 2a -+- b , 2a -+- 2b -+- c, 2a -+- 2b -+- 2c

+ d, &c. $ tertia a , 3a + b , 3a + 36 + c, 34

+ 3b + 3c + d , &c. ; quarta a , 4a+ b , 4a -+-

4b + c , 40 + 4b + 4c+ d , &c. 3 atque ita in

infinitum,
-

- 647.
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647. Jam , defignatis hac ratione fecundis

feriebus , liquet , primos terminos ipfàrum a fe

mutuo non differre , quum omnes per a defi

gnentur 3 fed non item terminos alios, quum fe

cundi differant a fe mutuo per a, tertii per a +

b , quarti per a + b+ c , atque ita deinceps.

Unde , quum oriatur femper tcrminus fubfe

quens , fi alicui ex fecundis addatur a , alicui ex

tertiis addatur a + b , alicui ex quartis addatur

a + b + c , atque ita in infinitum ; perfpicuum

eft, quod fi termini, 0, a, a + b, a+ b + c , &c.

addantur ordine terminis cujufque ex iis ferie

bus , oriuntur termini feriei fubfequentis. Sunt

autem o, a, a + b, a + b+ c , &c.numeri, con

ftituentes primam earum ferierum , & zero ha

bentes in principio . Quare proprietas illa non

folum in primis , verum etiam in fecundis ferie

bus locum habebit. -

648. Oftenfo hoc theoremate , haud diffi

cile modo erit, rationem reddere ejus proprieta

tis,quæ deprehenditur in nuneris,qui in fingu

lis generibus eundem figuratorum ordinem con

ftituunt.Primo enim numeri, qui in unoquoque

genere funt figurati primi ordinis,oriuntur * ex *art.8375

continua colleétione genitorum,quiad fua quæ

que genera referuntur.Jam vero numeri ifti ge

nitores hanc * habent proprietatem , ut fi iis, *art.63eô

qui funt primi generis , zero præfigatur, iidem- -.

que ordine adjungantur genitoribus cujufque

generis ; oriantur geiiitores generis fubfequen

tis . Itaque , per oftenfum theorema , hæc ea

dem proprietas obtinebit etiam in numeris , qui

in fingulis generibus primum figuratorum- or

dinem conftituunt.

S 3 , 649.
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649. Et quoniam numeri , qui in fingulis

generibus conftituunt fecundum ordinem figu

*art.637. ratorum , * oriuntur * ex continua colle&tione

eorum , qui in iifdem generibus conftituunt or

dinemi primum ; quemadmodum proprietas illa

*art.648. obtinet * in iftis, ita etiam, per oftenfum theo

rema, locum habebit in iis. Unde porro, quia

numeri, qui conftituunt in unoquoque genere

*art.637. tertium figuratorum ordinem,oriuntur ex • col

le&tione continua eorum , qui in eodem genere

conftituunt ordinem fecundum; obtinebit quo

que eadem proprietas in figuratis tertii , ordinis.

Atque hac ratione gradatim in omnibus aliis fi

guratis, qui funt unius , ejufdemque órdinis,

proprietatem illam locum habere comperiemus.

6so. Cæterum, eandem proprietatem com

petere pariter numeris , quos figuratorum ge

nitores appellamus ; liquebit, fi confideremus,

genitores primi generis , utpote progredientes

ab unitate per unitat is intervallum , oriri ex

continua colle&tione unitatum 1, 1, 1, 1, m,&c.;

genitores fecundi generis , veluti progredientes

- ab unitate per intervallum binarii , oriri ex ad

ditione continua binariorum , quibus unitas

fit præfixa , 1 , 2 , 2 , 2 , 2 , &c. 3 genitores

tertii gcneris, t&mquam progredientes ab uni

tate per intervallumi ternarii , oriri ex colleStio

ne continua ternariorum , quibus fimiliter uni

tas fit præfixa, 1, 3, 3, 3, 3, &c.3 atque ita dein

ceps • -

65 1. Quum enim feries horum numerorum

1 , 1 • 1 • i • i , &c. • i • 2, 2, 2, 2, &c. , 1, 3, 3,3,

3, &c., i, 4, 4, 4, 4, &c. , ex quibus genitores

generum omnium continua colle£tione orium

tur,
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tur , hujufmodi fint , ut inter prinos ipfarum

terminos nulla adfit differentia, inter aliòs vero

ea intercedat , ut ubique quifque antecedens

deficiat a fubfequente per ufiitatem;perfpicuum

eft, in iis feriebus proprietatem illam locum ha

bere . Unde , per oftenfum theorema , eadem

proprietas obtinebit etiam in feriebus, quæ ge

mitores generum omniumcomprehendunt,quan

doquiderh iftae feries, ut diétum eft • , oriuntur *.….«;e.

ex iis per continuam colle&ionem fuorum ter

minoruth.

II. Ratio colligendi figuratci cujafque ordinis

im fingulis gemeribus.

652. ^ Uomodo fint colligendi figurati

- cujufque ordinis , qui primi

funt geiietis ; jam quidem fuperius demonftra

vimus . Sed , cognitisfummis figuratorum pri

ifii generis, per ea, quæ rhox oftenfa funt, facile

erit, figuratos aliorum generum in unam quoq;

fummam colligere . Ut autem ab ipfis genito

ribus ordiamur , jani vidimus fugerius * , ge- *art.63s.

nitores cujufcumque alterius genieris haberi ,

iis, qui primi funt generis , zero præfigatur,

iidemque , toties accepti , quot unitates conti

net exponens generis quæfitorum genitorum,

una dempta, addantur ordine cum ipfis genito

ribus primi generis. Quare, ad inveniendam

in quovis alio genere fuinmam genitorum toti

dem , quot defignat nurherus m, non aliud fie

ri debet , quam in unum addere tot genitores

primi generis, quot defignat numerus m— 1,

& fummam iftam , toties acceptam , quot unita

S 4 teS
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49: Et qgoniam numeri, qui in figli;

£*neribus conftituunt fecundum ordinemj;u.

-.-..£=*- ra:orum • oriuntur * ex continua colle&ííe

eorum , qui in iifdem generibus conftituunto.

cineri prinum 5 quemadmodum proprietus II,

*.-*.£4s. obtinet * in iftis, ita etiam, per ofteífum theo.

rema, iocum habebit in iis. Unde porro, qui,

numeri, qui conftituunt in unoquoque genere

*-**-437- tertium figuratorum ordinem,oriüntür ex • col.

*£t igne continua eorum, qui in eodem genere

confiituunt ordinem fecundum; obtinebit quo.

que eadem proprietas in figuratis tertii ordinis,

Atque hsc ratione gradatim in omnibus aliis fi.

guratis, qui funt ünius, ejufdemque ordinis,

prcprietatem illam locum habere comperiemus.

65o. Cæterum, eandem proprietatem com

petere pariter numeris , quos figuratorum ge

nitores appellamus ; liquebit, fi confideremus,

genitores primi generis , utpote progredientes

ab unitate per unitatis intervallum , oriri ex

continua colle&ione unitatum 1, 1, 1, 1,1,&c.;

genitores fecundi generis, veluti progredientes

- ab unitate per intervallum binarii, oriri ex ad

- ditione continua binariorum , quibus unitus

fit præfixa , 1 , 2 , 2 , 2 , 2 , &c. } genitores

tertii gcneris, tsmquam progredientes ab uni

tate per intervallumiternärii, oriri ex colle&io

ne continua ternariorum , quibus fimiliter ut

tas fit præfixa, i, 3, 3, 3, 3, &c.} atque ita '

ceps •

651. Quum enim feries horum nu

1, 1, 1 • 1 • ■, &c. , t , 2, 2, 2, 2, &c

, &c., i, 4, 4, 4, 4, &c. , ex q'
perum Onnnuum CQntinua c*
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*art.$ 9o.

$94•

-

tes continet exponens generis addendorum ge

nitorum , una dempta, conjungere cum fumma,

quæ oritur ex additione tot aliorum genitorum

prini generis, quot defignat ipfe numerus m.

653. Jam per ca , quæ fuperius * oftenfa

funt , fumma ex tot genitoribus primi generis,

quot defignat m , eft femiffis ejus , quod oritur,

multiplicando m per m + 1 . Atque ita quoque

fumma ex tot genitoribus ejufdem generis ,

quot defignantur per m~ i , eft femiffis ejus,

quod producitur , miultiplicando m- 1 per

m . Quocirca , quia primum produ&tum eft

ro* -+- m , & produ&tum fecundum eft m* *-•

m 5 invenietur in unoque alio genere fumma

tot genitorum , quot denotat numerus m , fi

ad ( m* -+- m ) : 2 addatur toties ( m* -• m ) :

2 , quot unitates habet exponens generis ad

dendorum genitorum , una dempta ; hoc eft fe

mel , fi genitores addendi fuerint generis fecun

di 5 bis , fi generis tertii 3 ter , fi generis quarti;

atque ita deinceps.

654. ltaque , quia fi ad ( ma + m ) : 2 ad

datur femel ( m* —m) : 2,fumma tota eft 2ma:

2 , five potius ( 2m* -+- om ) : 2 5 erit ( 2ma +

om ) : 2 fumma ex tot genitoribus generis fe

cundi , quot defignat numerus m . Pariterque,

quia id,quod oritur,addendo ( m* — m ) : 2 bis

ad ( m* -+- m ) : 2 , eft ( 3m* -• m ) : 2 ; erit

(3m* •-m ) : 2 fumma ex tot genitoribus ge

neris tertii , quot defignat numerus m . Atque

ita quoque , defignante femper mi multitudine

genitorum addendorum , erit fumma quæfita

( 4m*•— 2m ) : 2 , relate ad genitores generis

quartis ( 5m* •-• 3m): ayrelate ad genitores ge

neru$
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neris quinti ; ( 6m* •-%4m ) : 2 , relate ad geni

tores generis fexti ; atque ita deinceps.

65 5. Unde patet , fummas iftas indefinitas

numerorum genitorum cujufcumque generis

miro quidem ordine progredi in infinitum ; ne

que adeo oportere,expofito artificio fingulas in

venire . Eft enim unaquæque femiffis quantita

tis, quæ duobus terminis conftat.Atque horum

terminorum primi conftituuntur, multiplican

do numeros, qui ab unitate per unitatis inter•

vallum progrediuntur, per quadratum numeri

m , qui defignat, quot genitores in unum funt

addendi 5 fecundi vero habentur, multiplican

do numeros , qui ab unitate per unitatis inter

vallum regrediuntur, per ipfum numcrum m.

656. Progrediamur modo ad figuratos, qui

primum ordinem in unoquoque genere confti

tuunt.Jamque vidimus fuperius'* , figuratos

primi ordinis in omni alio genere haberi , fi iis •

qui primi funt generis, zero præfigatur, iidemq;

toties accepti, quot unitates continet expo

nens generis quæfitorum figuratorum,una dem

pta , addantur ordine cum ipfis figuratis, qui

in primo genere primi funt ordinis. Quare , ad

inveniendam in quovis alio genere fummam to

tidem figuratorum primi ordinis , quot defignat

numerus m , non aliud fieri debet , quam in

unum addere tot figuratos primi ordinis in ge

nere primo, quot defignat m— i , & fummam

iftam , toties acceptam, quot unitates continet;

exponens generis addendorum figuratorum,una

dempta, conjungere cum fumma, quæ oritur ex

additione tot aliorum figuratorum,qui in gene

re primo primum ordinem conftituunt ,g*
C

*art.641 -
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*art.$91.

$94•

defignat ipfe numerus m. -

657. Jam per ea, quæ fuperius • oftenfì

funt , fumma ex tot figuratis primi ordinis iri

É primo , quot defignat numerus m , ha

etur , multiplicando per fe invicem tres iftos

numeros m , m+ 1 , m + 2 , & dividendo

produ&um m3 + 3n** + 2m per 6 . Atque ita

quoque fumma ex tot figuratis primi ordinis in

eodem primo genere, quot defignat m— r, ha

betur, multiplicando per fe mutuo tres iftos nu

meros m •-• i , m , m + 1 , & produétum ms

•-• m dividendo fimiliter per 6. Quocirca, quia

quotiens primæ divifionis eft (m3 + 3m* +

2m): 6,& quotiens fecundæ eft (m3 - mi j : 6;

invenietur in unoquoque alio genere fummia tot

figuratorum primi ordinis, quot denotat nume

tus m , fi ad ( m3 -+- 3m* + 2m ) : 6 addatur to

ties (m3 — m): 6 , quot unitates habet expo

nens generis addendorum figuratorumi , una

dempta ; hoc eft ferhel, fi figurati addendi fint

fecundi generis ; bis, fi generis tertii ; ter , fi

generis quarti ; atque ita deinceps.

658. Itaque,quia fi ad (m3 + 3m* + xm): 6

femel addatur ( m3 — m) : 6 , fumma tota eft

( 2m3 -4- 3m* + 1m ) : 6gerit hæc eadem quanti

tas fummâ ex tot figuratis primi ordinis iri ge

nere fecundo, quot defignât nurherus mi. Pari

terque , quia id , quod oritur , addendo ( m3

-m) : 6 bis ad (m3 + 3m* + 2m) : 6 eft ( 3m*

* 3m*): 6,6ive etiam ( 3m3 + 3m* + om ): 6;

erit hæc alia quantitas fummia ex tot figuratis

primi ordinis in genere tertio, quot defignat

idem adhuc numerus m. Atque ita quoque, de

fignante femper m multitudine figurato; ad
efi
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dendorum, erit fumma quæfita ( 4m3 -+- 3m* -j

1m ): 6 relate ad eos , qui funt quarti generis;

( 5m3 -+- 3m* — 2m) : 6 refpe&u eorum , qui

funt generis quinti}(6m3 + 3m* — 3m ) : 6 in

ordine ad illos, qui funt generis fexti ; atque

ita deinceps.

659. Ex quo patet, fummas iftas indefinitas

numerorum , qui in omni genere primum figu

ratorum ordinem conftituunt, miro quoque or

dine progredi in infinitum ; neque adeo oporte

re, expofito artificio fingulas invenire. Eft enim

unaquæque fexta pars quantitatis , quæ tri

bus terminis conftat. Atque horum termino

rum primi conftituuntur , multiplicando nu

meros naturales per cubum ipfius numeri m,

qui defignat, quot figurati in unum funt adden

di ; fecundi, multiplicando numerum ternarium

per quadratum ejufdem numeri m ; & tertii de

mum , multiplicando numeros, qui a binario

per unitatis intervallum regrediuntur , per ip

fum numerum m.

66o. Eadem ratione determinare licebit

fummas indefinitas figuratorum, qui ad ordines

alios in fingulis generibus referuntur . Jam

enim figurati , conftituentes datum aliquem or

dinem in omni alio genere, habentur , fi iis,

qui funt ejufdem ordinis in genere primo , zero

præfigatur, iidemque, toties accepti , quot uni

tates continet exponens generis quæfitorum

figuratorum, una dempta, addantur órdine cum

ipfis figuratis , qui funt ejus ordinis in genere

primo . Quare, ad inveniendam in quovis alio

genere fummam totidem figuratorum dati cu

jufdam ordinis, quot defignìt numerus 7: p.
aliú



n 84 ALGEBRÆ ELEMENTORUM

aliud fieri debet,quam in unum addere tot figu

ratos ejus ordinis in genere primo, quot defi

gnat numerus m— 1 , & fummam iftam , to

ties acceptam , quot unitates continet expo

nens generis addendorum figuratorum , una

dempta , conjungere cum fumma , quæ oritur

ex additione tot aliorum figuratorum , qui in

genere primo eundem ordinem conftituunt,

quot defignat ipfe numerus m .

661. Ita , fi de inveniendis fummis indefini.

tis figuratorum fecundi ordinis quæftio fit ; per

*art.ss,. ea, quæ fuperius * oftenfâ funt , fumma ex tot

s94. figuratis fecundi ordinis in genere primo , quot

defignat numerus m , habetur , multiplicando

per fe invicem quatuor iftos terminos m , m +

1 , m + 2 , m -+- 3 , & dividendo produ

&tum per 24 . Atque ita quoque fufhma ex

tot figuratis fecundi ordinis in eodem primo

genere, quot defignat m —• i , habetur , mul

tiplicandò per fe mutuo quatuor iftos terminos

m— 1 , m , m + i , m + 2 , & produétum di

videndo fimiliter per 24. Quocirca invenietur

in unoquoque alio genere fumma tot figurato

rum fecundi ordinis , quot denotat numerus m,

fi ad priorem quotientem addatur toties quo

tiens fecundus, quot unitates habet exponens

generis addendorum figuratorum , una dempta;

hoc eft femel , fi figurati addendi fint generis

fecundi ; bis , fi generis tertii ; ter , fi generis

quarti 5 atque ita deinceps.

662. Similiter , fi agatur de inveniendis

fummis indefinitis figuratorum tertii ordinis;

^art.593. per ea , quæ fuperius * oftenfa funt, fumma ex

594. tot figuratis tertii ordinis in genere pingos
- -

©
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defignat numerus m , habetur , multiplicando

per fe mutuo iftos quinque numeros m , m + i ,

m + 2 , m + 3 , m + 4 , & dividendo produ

&tum per 1 2o . Atque ita quoque fumma ex

tot figuratis tertii ordinis in eodem primo ge

nere , quot defignat m -* 1 , habetur , multi

plicando per fe invicem hos quinque numeros

m —• i , m , m+ i , m -+- 2 , m -+- 3 , & divi

dendo produ&tum fimiliter per 1 2o. Quare in

venietur in unoquoque alio genere fumma tot

figuratorum tertii ordinis , quot defignat nu

merus m , fi ad quotientem , ortum ex prima

divifione , addatur toties quotiens , ortus ex

divifione fecunda , quot unitates habet expo

nens generis addendorum figuratorum , una

dempta.

663. Cæterum , quemadmodum in pri

mo genere figuratorum oftenfum eft fuperius

* , fummanm omnium infinitorum terminorum

effe ad fummam terminorum totidem , æqua

lium maximo , ut 1 ad 2 in ipfis genitoribus ,

ut 1 ad 3 in figuratis primi ordinis , ut 1 ad 4

in figuratis fecundi ordinis , ut 1 ad 5 in figu

ratis ordinis tertii , atque ita deiuceps ; ita

liccbit oftendere, quod eædem proportiones ob

tinent quoque in figuratis cujufcumque altcrius

generis. Dabimus autem præclaræ hujus theo

riæ fpecimen dumtaxat in iis , qui fecundi funt

generis. Quem in finem notabimus primo, quod

quum genitorcs fecundi generis progrediantur

ab unitate per intervallum binarii , oriuntur ii

per continuam additionein binariorum , quibus

unitas fit præfixa. Ex quo fit , ut genitor exi

ftens in loco m , fit 2m — 1 5 adeoque, fi m fta

tua

*art.$9S •

a.
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tuatur numerus infinitus, idem genitor , qui

*art.494. omnium maximus evadit, erit * fimpliciter im.

664. Hoc prænotato,pergamus ad id, quod

erat præcipuum . Ac primo quidem fumma in

*art.654. definita genitorum fecundi generis eft • ( 2m*

-+- om ) ; 2 , five etiam m* ; & , ubi m ponitur

infinitus, eadem fumma adhuc manet m* . Qua

re fumma ifta m* ad maximum genitorem ám,

infinities etiam acceptum , hoc eft ad 2m*, erit,

ut i ad z , Similiter fumma indcfinita figura

Mart.6ss. torum primi ordinis in genere fecundo eft •

( 2 m 3 + 3m* + 1m ): 6.Itaq;exiftcntc m nume

ro infinito,hæc eadem fumma erit m3 : 31& pro

pterea ad maximum figuratum m* , infinities

etiam acceptum , hoc eft ad m3, erit , ut 1 ad g.

Atque ita quoque fumma indefinita figurato

rum fecundi ordinis in eodem fecundo genere

(art.661. eft • ( 2m* + 8m3 + 1 om* + 4m ) : 24. Qua

- re , ubi m ponitur infinitus , hæc eadem fumma

erit m* : 1 2 ; adeoque ad maximum figuratum

m3 : 3 , infinities etiam acccptum, hoc eft ad

m* : 3 , erit , ut 1 ad 4.

III. ®uæ ßmt ferier fammabilet , quæ figwratis

aliorum gemeram fieri poßunt.

665. Uemadmodum feries,quæ fiunt,

multiplicando figuratos primi

generis ordine per terminos alicujus progreffio

nis geometricæ decrefcentis , funt fummabiles

natura fua;fic etiam licebit,determinare fummas

finitas earum ferierum , quæ oriuntur , multi

plicando figuratos aliorum generum drdine per

terminos progreffionis non diffimilis . Præftari

id
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fd autem poterit , ope ejus proprietatis , quæ in

ipfis aliorum generum figuratis deprehenditur,

8. quam paulo ante oftenfam exhibuimus.Quod

ut liquido conftet , experiemur id primumT in

ipfis figuratorum genitoribus , qui intelligen

di funt habere zero , velut exponentem fui or•

dinis, quotiefcumque ipfos quoque inter figura

torum ordines reponere lubet.

666. Multiplicentur itaque primo genito

res fecundi generis 1, 3, 5, 7, 9, &c. ordine per

tcrminos progreffionis geometricæ decrefeentis

a , a : m , a : m* , a : ms , a : m* , &c. , ita , ut fiat

feries ia+ 34 : m -+- 5a ; m* + 7a : m3 + 9a : n*

+ &c. Et quoniam genitores fecundi generis i •

3, 5, 7, 9', &c. oriuntur * , addendo genitores

generis primi , zero habentes in principio, o, 1 ,

2, 3, 4, &c.ordine cum ipfis primi generis geni

toribus 1 , 2, 3, 4, 5 , &c.5componetur feries illa

per additionem terminorum duarum iftarum fe

rierum oa -+- 1 a : m -+- 2a : m* : + 3a : m 3 + 4a :

m* + &c. » 1 a + 2a : m -+- 3a : m* -+- 4a : m3 +

5a : m*+&c. Quare fumma omnium infinitorum

terminorum illius feriei æqualis erit fummis,quæ

ex infinitis iftorum terminis , fimul colle£tis ,

oriuntur , -

667. Jam feries 1 a -+- aa : m + 3a : m* + 4a:

#3 + 5a : n* + &c. eft fumnabilis natura fua,

eftque ejus fumma • m*a : ( m — i )a , Unde eo

res redit , ut inveftigemus fummam alterius fe

riei oa + 1a : m + 2a : m* + 3a : m 3 + 4a : m4

+ &c. Id vero fa&tu facile erit . Nam , negle

&to primo ejus termino oa , velut nulliiis ma

gnitudinis ; perfpicuum eft, unumquemque ter

minum ipfius ad correfpondentem terminum

*art.638,

*art.61 4,

prio
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prioris feriei ia + 2a : m -+- 3a : m* + 4a : m3 +

5a : m* + &c. effe in ea ratione , quam habet 1

id m . Quare in eadem ratione erunt etiam inter

fè fummæ ipfarum ferierum: & propterea,quem

admodum fumma unius eft m*a : ( m — i J* , fic

erit fumma alterius ma : ( m — 1 )*. Ex quo fit,

ut fumma feriei,de qua agitur,fit ma : (m- 1 j*

+- m*a : ( m *-* 1 )* » five etiam ( ma +- m3a ) ;

(m— i )*.

668. Multiplicentur fecundo genitores ter

tii generis 1,4,7, io, i 3, &c. ordine per terminos

ejufdem progreffionis geometricæ decrefcentis

a, a : m, 4 : m*, a 1 m3 , a : m* &c.,ita,ut habeatur

feries 1 a -+- 4a : m-+-7a : m*+1 oa : m3+1 3a : m*+

-
&c.Et quoniam genitores tertii gencris 1, 4, 7,

*4r* 638• 1 o, 1 s,&c.oriuntur *,addendo génitores generis

primi, zero habentes in principio,o, 1,23,4,&c.,

ordine cum genitoribus fecundi generis 1, 3, 5,

7, 9, &c. 3 componetur feries illa per additio

nem terminorum duarum iftarum ferierum oa +

+ 1a : m + 2a : m* + 3a : m 3 + 4a : m* + &c.,

1 a -+- 3a : m -+- 5a : m* -+- 7a : m3 -+- 9a : m* -{- &c.

*4rf.667. Sed harum ferierum , ut jam oftenfum eft •,

prima eft æqualis ma : ( m- 1 )* , fecunda vero

eft æqualis (ma + m*a ) : ( m — 1)*. Itaque fum

ma fcriei, de qua eft qüæftio, erit ma : ( m— 1 )*

-+- ( ma -+- m*a ) : ( # -* 1 )* , five etiam ( 2ha -+-

m*a ) : ( m —i 1 )*.

669. Multiplicentur tertio genitores quar

ti generis 1 , 5, 9, 13, 17,&c. per terminos ejuf

dem adhuc progreffionis geometricæ decrefcen

tis a, a : m , a : m* , a : m3, a : m*, &c.,ita, ut con

ftituatur feries I a -+- 5a : m -+- 9a : m* -+- 1 3a : m*

+ 17a'; ■* -+ &c. Et quoniam genitores quarti
3e
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generis 1 , 5, 9, 13, 17, &c., oriuntur *, adden

do genitores generis primi , zero habentes in.

principio,o,1,2,3,4,&c.ordine cum genitoribus

tertii generis 1 , 4, 7, io, 13, &c. ; componetur

feries illa per additionem terminorum duarum

iftarum ferierum oa + 1a : m + 2a : m* -+- 3a : ms

+ 4a : m* + &c. , 1 a + 4a : m -+- ya : ma -+- 1 oat

n3 + 1 3a : m* + &c. Scd harum ferierum prima

eft æqualis • ma : ( m •-* 1 J* , fecunda vero eft

sequalis * ( 2ma+ m*a ) : ( m - 1 )* . Quare

fumma illius feriei erit ma : ( m —* 1 )* -+- ( 2 ma-{-

m*a ) : ( m -* 1 )* » five etiam ( 3ma + m*a ) ;

( m — 1 )*.

67o. Eodem artificio determinare licebit

fummam finitam cujufque alterius feriei, quæ

oriatur , multiplicando genitores cujufvis gene

ris altioris per terminos progreffianis geometri

cæ decrefcentis a • a : m , a : m* , a : m3 , a : m4,

&c. Nimirum, confiderando feriem illam , velut

compofitam ex duabus aliis feriebus ; quarum

una fit conftituta ex genitoribus primi generis,

zero habentibus in principio;altera ex genitori

bus illius generis,quod proxime prgcedit genus,

de cujus genitoribus agitur. Sed , perpenfa ra

tione , qua harum ferierum fummæ progrediun

tur , poterit regula quædam generalis confici,ad

omnes cafus fe extendens: fciiice&,addendo fem

per ad m*a : (p — 1 )* toties ma : ( m — 1 )* ,

quot unitates habet exponens generis datorum

genitorum, una dempta; hoc eft nullies, fi geni

tores fuerint primi generis ; (emel, fi generis fe

cundi; bis, fi generis tertii ; ter, fi generis quaf

ti ; atque ita deinceps.

67 1. Hoc idem oftendamus modo in nume

2'arm.I, T. ris,

*art.63 S.

*4rf.667 •

*arf.66$.
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,is , qui primum figurat0$. ordinem in aliis

άibus conftitüünt : Qggj? finem multi

plicentur primo figurati , qui conftituunt pri

Íïôåííem in genere[egº%££ 9, 16,25•

£c, ordine per terminos progreflionis geomet$i-
&ae decrefcentis 4 , g : w , a : m* , a : m3 , 4 : m* ,

ά,Τita, ut habcatur fefi**J! -+- 4a : m + 94:

ΕΦ 16â: ma + 25a : ** £ &c. Et quoniam fi

guráti primi ordinis in genere fecundo griun

•„,.«,e, iur • , addend9°'*; quî funt primi ordinis in

generc primo, $erp habentes in principio, o , r»

3.6,1o,&c. ordine cum ipfis numeris i •3, 6, 19,

js , &c. , qui priraum figuratorum ordinem in
fimo genére Éonfìituunt;compon£;ur feries illa

3x àdditione terminorum duarum iftarum ferie

ÄÄÈÉÊia : i + 3a; m* t 343 j,!£*j!'
+ &c.,14 + 30 ,, £ 6a : a* + 1og ; m* + 1 5a;

g4 + &c.Quare fumma omnium infinitorum ter

minorum illius feriei æqualis erit fummis , quæ

ãíTíííííis ifiarum terfiinis fimul colle&tis o

riuntur.

672. Jam feries 34 + 3a: m +6g : m* +

•ari.s,6. *** : m 3 +1 50 : ■* + &c. efífummabilis natu

Nar***. „ fua, emqüe : ejus fumiua *di ( m •-• 1 )3.

unde eo res redit , ut inveftigemus fummam al

terius feriei oa * 14 m+ gì : m* + 6a : g* +
ioa : m* -+ &c. ld vero fa&ù facile erit • Nam,

negle&to primo ejus termino oa , velut nullius

mjgnitudinis ; perfpicuum eft , unumquemque

terminum ipfius ad çorrefpondentem terminum

prioris feriei , a + 34: * + 6a : m* + ioa :**

„ + 1 5a ; m* + &c. efie in ea ratione, quam ha

tet i ad m . Quare in eadem ratione erunt etiam

ÉÉÉíümiö* ipfàrum ferierum : & P°P*•
qucm
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quemadmodum fumma unius eft m3a : (m *- 1)*,

fic erit fumma alterius m*a : ( m ~ i )3. Ex quo

fit , ut fumma feriei , de qua agitur , fit m*a :

( m •— i )3 + m3a : ( m *-• i )3 , five etiam ( m*a

-+- m34 ) ; ( m - 1 )3.

673. Multiplicentur fecundo numeri r , 5,

1 2 , 22 , 35 , &c. , qui conftituunt primum or

dinem figuratorum tertii generis , ordine per

terminos ejufdem progreffionis geometricæ de

crefcentis 4 , a ; m , a ; m* , a :m3 , 4 : m* » &c.,

ita,ut conftituatur feries id -+- 5a : m + i 24 : m*

+ 22a : m 3 + 35a : m* + &c. Et quoniam figu

rati primi ordinis in genere tertio 1 , 5, 1 2, 22,

35,&c, oriuntur * , addendo eos,qui funt primi

ordinis in genere primo, Sk zero habent in prin

cipio,o, 1 ,3,6, 1 o,&c.ordine cum numeris 1,4,9,

16, 25, &c, , qui conftituunt primum ordinem

figuratorum in genere fecundo ; componetur fe

ries illa ex additione terminorum duarum ifta

*art.64o.

rum ferierum da , 1 4 : m -+- 3a : m* -+- 6a : m3 + .

1oa : m4 + &c. , 1 4 + 4a ; m -+- 9a : m* -+- 1 6a:

m3 -+- 2 5a : m* + &c. Sed harum ferierum , ut

jam oftenfum eft * , prima eft æqualis m*a : ( m

•-• i )3 , fecunda vero eft æqualis (maa + m3a):

( m — i )3 . Itaque fumma feriei , de qua eft

quæftio , erit m*a ; ( m •-• 1 j3 -+- ( m aa+ m3a ) :

( m •-• 1 )3,five etiam ( 2n*a -+- m3a ) : ( m-i j3.

674. Multiplicentur tertio numeri 1, 6, 1 5,

28, 45, &c, , qui conftituunt primum ordinem

figuratorum quarti generis , ordine per termi

nos ejufdem adhuc pregreffionis geometricæ de

crefcentis a , a : n , a : m* , a : ms , a : m4, &c. ,

ita , ut fiat feries ia -+- 6a : m -+- 1 5a : m* -+- 28a:

m* + 45a ; m* + &c. Et qui; a quia figura

2 t. l.

*a*t*67*.
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ti primi ordinis in genere quarto 1 , 6, 15, 28,

*art.64o. 45,&c.oriuntur * , addendo eos, qui funt primi

generis,& zero habent in principio,o, 1 »3,6,io,

&c.ordine cum figuratis primi ordinis in genere

itertio 1, 5, 1 2, 22, 35, &c., componetur feries

illa ex additione terminorum duarum iftarum

ferierum oa + 1 a ; m -+- 3a : a* + 6a i m3 + 1 oa:

-m 4 + &c., 1a -+- 5a : m -+- 1 24 : m* -+- 23a : m 3 +

*art.67 s. 35a : m4 + &c. Sed harum ferierum prima eft •

*4rt. 673. sequalis m*a : ( m— 1 J3 , fecunda vero eft • æ

qualis ( amaa + m3a ) : ( m — 1 )3 . Quare fum

ma illius feriei erit m*a ; ( n *-* 1 )3 -+- ( 2m*a +

v3a ) : (m -- 1 )3 , five etiam ( 3 m* a -+- m3u):

( m •- i J3.

675. Eadem methodo progredi licebit in

infinitum, fummamque finitam determinare in

finitorum terminorum cujufque alterius feriei,

quæ oriatur , multiplicando figuratos , confti

tuentes primum ordinem in quovis alio genere

altiore , ordine per terminos progreffionis geo

metricæ decrefcentis a , a : m , a ; m* • a : m 3 ,

a : m4, &c. Nimirum, confiderando feriem illam,

velut compofitam ex duabus aliis feriebus; qua

rum una fit conftituta ex figuratis primi ordinis

in genere primo, altera ex figuratis ejufdem-or

dinis in eo genere, quod proxime præcedit ge

nus,de quo agitur.Sed,infpe&ta fimiliter ratione,

qua harum ferierum fummæ progrediuntur , po

terit hic quoque generalis quædam regula confi

ci, quæ ad omnes cafus fe extendat ; fcilicet, ad

dendo femper ad m3a : ( m — 1 )s toties maa :

( m— i )3 , quot unitates habet exponens ge

neris datorum figuratorum, una dempta ; hoc cft

nullies , fi figurati fuerint primi generis 5 femel,

- ' fi ge
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fi generis fecundi 5 bis , fi generis tertii ; ter , fi

generis quarti 3 atque ita deinceps.

676. Non diffimiliter res oftendetur in nu

meris , qui in fingulis generibus datum quem

cumque alium figuratorum ordinem confti

tuunt , Et pro unoquoque ordine poterit fem

per generafis quædam regula confici , quæ ad

omnes omnino cafus fe extendat. Ita , fi agatur

de numeris , qui in unoquoque genere fecun

dum figuratorum ordinem conftituunt } fatis

erit ad m*a : ( m— 1 )* toties addere m3a :

( m- 1 )* , quot unitates habet exponens ge

neris figuratorum , una dempta . Quod fi ve

ro quæftio fit de numeris , conßituentibus

in quolibet genere tertium figuratorum ordi

nem ; non aliud fieri debet , quam ad mya ;

( m -* 1 )* addere toties m*a : ( m -« i )$ , quot

funt unitates in exponente generis figuratorum,

rdempta prius una . Atque ita quoque in nume

is, conftituentibus in fingulis generibus quar

tum ordinem figuratorum , fatis erit ad m6a ;

( m — 1 )6 addere toties mfa : ( m — i )6 , quo

ties illud dcfignat exponens generis figurato*

rum , unitate una minutus. -

IV. Series , qaae fiamt imverffome poteflatum , &,

radicum mamerorum mutaraliam .

677. Idimus fuperius, figuratis pri

mii generis duas ferierum claffes

fieri poffe , in quibus determinare licct fummas

finitas infinitorurn fuorurh terminorum ; unam»

multiplicando figuratos ipfos ordine per termi

nos alicujus progreffionis geometricæ decrefcen•

.. T 3 tis;



a94 ALGEBRÆ ELEMENTORuM

tis ; alteram , invertendo eofdem figuratos , &

faciendo , ut fint denominatores fra&ionum to

tidem , quarum quælibet unitatem habeat , ve

lut fuum numeratorem . Unde , quum oftenfum

fit , figuratos aliorum generum , ordine etiam

multiplicatos per terminos progreffionis non

diffimilis, præbere nobis feries, quarum fummæ

finitæ poffunt determinari;dubium hic oriri po

teft, num fint pariter fummabiles feries illæ,quæ

habentur , fi iidem aliorum generum figurati in

vertantur , & denomiiiatores fiant fra&tionum,

pro numeratore unitatem habentium. Effe enim

finitas fummas harum ferierum,quæ conftituun

tur per inverfionem figuratorum aliorum gene

ruin ; vel exinde erui poteft , quod terrnini ip

farum, collati figillatim cum terminis ferierum,

quæ fiunt per inverfionem figuratorum primi

generis, iifdem manifefto funt minores.

678. Verum, rei periculo inftituto , variif

que methodis tentatis, numquam id affequi po

tuimus . Unde , tametfi fummæ ferierum, quæ

conftituuntur per inverfionem figuratorum

aliorum generum , fint finitæ : eas tamen non

effe fummabiles natura fua , affirmare non vere

mur . Novit id etiam Vir clariffimus Jacobus

Bernoullius , fed in uno cafu fpeciali , nimirum

in ferie infinita 1 : 1 + 1 : 4-+- 1 : 9 + 1 : 16

+ 1 : 25 + &c , quæ conftituitur per inver

fionem quadratorum numerorum naturalium ,

qui funt figurati primi ordinis in genere fecun

do . Nani in fuo de feriebus infinitis tra&atu,

ex quo non pauca mutuati nos fumus , ingenue

fatetur , perveftigationem finitæ fummæ illius

feriei difficiliorem effe, quam quis exr;verit,

1I1

-
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:
i

:

f.

;

& induftriam fuam prorfus elufiffe. Exhibuit

tamen rationem , quam fumma ex terminis o

mnibus locorum imparium 1 1 1 + 1 : 9 + 1 ;

25 + 1 : 49 * 1 : 81 + &c. habet ad fümmam

terminorum , exiftentium in locis paribus, 1 : 4

-* 1 : 16 + 1 : 36 + 1 : 64 -+• i : ioo + &c. ;

idque fequenti artificios.

379. `Conftituantur infinitæ feries, quæ,in

cipieiites a quadratis nurherorum imparium in

verfis , prdgrediantur in ea ratione, quam habet

4 ad 1 . Erit itaque harum ferierum prima 1 :

1 + 1 : 4 + 1 : 16 + 1 : 64 + &c. , fecunda

1 : 9 + 1 : 36 + 1 : 144 + 1 : 576 +a &c. , ter

tia 1 : 2 5 + 1 : 16o -* 1 : 4oo •* 1 : 16οδ+&c.,

atque ita deinceps. E: quoniam in cun&s hifce

feriebus comititientur quadrati omnes inverfi nu

merorum naturaliumi ; eædem fimul adæquabunt

feriemi,de qua agitur, 1 : 1 + 1 : 4 + 1 : 9 + 1 :

16+- 1 : 25 + &c.Jami vero illiufmodi feries,ve

luti totidem progreffiones geometricæ decre

fcentes , funt * fumimabiles natura fua , & eu- *art.y 133

jufque fumma reperitur æqualis priori fuo ter

iminio , una cum tertia parte cjufdem . Itaque,

quia priores termini omnium illarum ferierum

funt quadrati inverfi numerorum imparium;erit

feries i : 1 + 1 : 4 + 1 : 9 + 1 : 16 + 1 : 25 +

&c. æqualis feriei 1 : 1 + 1 : 9 + 1 : 25 + 1 :

49+ 1 : 81 + &c. una cum tertia parte ejuf

dem : proindeque differentia utriufque feriei 1 :

4-+- 1 : 16 + 1 : 36 + i : 64+- 1 : 1oo + &c.

adæquabit tertiam partem iftius 1 : 1 + 1 : 9 -+.

1 : 2 5 + 1 : 49+ 1 : 8 1 -+- &c.

68o. Hoc igitur artificio laudatus Jacobus

bernoullius novit , in feric 1 : v + 1 : 4+ 1 : 9

T 4 + 1;
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-+- 1 : 16 -+- 1 : 25 + &c., quæ conftituitur per

inverfionem quadratorum numerorum natura

lium, fummam terminorum in locis imparibus.

effe ad fummam terminorum in locis paribus, ut

3 ad 1.Neque vero putandum eft,eadem metho

do poffe fimile quidpiam determinari in feriebus,

quæ conftituuntur per inverfionem aliorum fi

guratorum.Nam licuit Viro clariffimo,theorema

iIIud invenire in ferie ifta fpeciali 1 : 1 + 1 : 4.

<!- 1 : 9 + 1 : 16+ 1 : 25 + &c , non jam, quia

numeri 1 , 4, 9, 16, 25, &c. funt figurati primi

ordinis in genere fecundo , fed quia funt qua

drati numerorum naturalium. Et , notante eo

demJacobo Bernoullio , id commune eft omni

bus poteftatibus numerorum naturalium , ut fi

quidem ex earum inverfione conftituantur toti

dem feries infinitæ ; ratio , quam in iis habet

fumma terminorum omnium in locis imparibus

ad fummam terminorum omnium in locis pari

bus, fit æqualis ei , quam habet poteftas non

diffimilis binarii, unitate multata» ad ipfam uni

tatem.

681. Demonftratur id vero in aliis potefta

tibus eadem omnino ratione , qua oftenfum eft

•,, ,.«,,.* in quadratis. Nimirum , refolvendo feriem,

de qua agitur , in infinitas alias feries , quarum

termini a poteftatibus numerorum imparium in

verfis progrediantur in ea ratione , qüani habet

poteftas non diffimilis binarii ad unitatem ; hoc

eft , ut 8 ad 1 , fi agatur de cubis ; ut 16 ad r,

fi agatur de quadrato-quadratis ; ut 32 ad 1 , fi

quæftio fit de quadrato-cubis ; atque ita dein

*art.* 1 3. ceps. Quum enim omnes iftae feries fint • fum

mabiles , & cujufque fumma finita adæque;

- • - prio
*. -
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priorem fuum terminum , una cum ea ejufdemi

parte , quam denominat prædiéta poteftas bina

rii , unitate una multata 5 fiet tota feries, de

qua agitur, æqualis feriei , quæ oritur ex pote

ftatibus inverfis numerorum imparium , una

cum ea ejufdem feriei parte , quam poteftas bi

narii , unitate minuta , defignat . Quare , fub

ducendo feriem iftam ex illa ; fiet fumma termi

norum omnium in locis imparibus ad fummam

terminorum omnium in locis paribus , ut eft

poteftas binarii , unitate multata , ad ipfam uni

tatem.

682. Eodem omnino argumento patebit ;

fianc eandem determinationem fibi etiam locum*

vindicare in ipfis numeris naturalibus inverfis,

qui funt primæ ipforum poteftates ; adeoque in

ferie harmonica 1 * 1 + 1 : 2 + 1 : 3 � 1 : 4-+-

1 : 5+ &c. fummam terminorum imparium ef

fe ad fummam terminorum parium , ut eft pri

ma poteftas binarii , unitate multata , ad ipfùm

unitatem , hoc eft in ratione æqualitatis . Sed

obtinet quoque eadem determinatio , vi ejuf

dem ratiocinii , in radicibus numerorum natu

ralium , five quadratis , five cubicis , five alte

rius cujufque generis. Qua ratione in ifta ferie

1 : v 1 + 1 : v2 + 1 : v^3 * 1 : v4 -+- 1 1 v5 -+-

&c.fumma terminorum in locis imparibus eft ad

fummam terminorum in locis paribus, ut vz

•-• 1 ad 1 . Atque ita quoque in hac alia ferie

1: v3 1 + 1 : v 32 -+-1 : v33 + 1 : v34 -+- 1 : v35

+ &c. fumma ex terminis locorum imparium

eft ad fummam ex terminis locorum parium,

ut eft v32 — 1 ad 1.

, 683. . Interim, circa hujufmodiferies , quâ

j - T 9riunr
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oriuntur ex inverfione radicum numerorumina

turaliumi, prêclarum hic nobis fefe offert patá

doxum . Id iis enim fumma ex terrninis loco

rum impariurh eft ad fummam ex terminis loco

tum párium , ut eft radix non diffimilis bifiarii,

unitate fhultata , ad ipfam unitátem ; adeoqu6

in ratione minoris ad majus. Plane vero j fitet.

mini locorum irhparium figillatim cönferantur

cum terminis locorum parium 5 eos iftis manife

fto majores deprehendemus. Sic iri ferie 1 : vt

+ 1 : v2 + r : v3 + 1 : v4+ i : v5 + i : v6

+ &c. , liquido patet effe , & 1 : vt majorem ,

quam 1 : v2 ; & i : v3 majorem , quam 1 : v4;

& 1 : vs majorem, quam i i v6; atque ita dein

ceps . Quare oportebit , ut fumma priorum

terminorUm major fit etiam fumimia pofteriorum;

quum tamen fumma illorum ad fumimami ifto

fum effe debeat in ratione minoris ad majus, hoc

eft, ut va — 1 ad i. . - - -

684. Novit paradoxufii iftud ipfe hujus

theoriæ AuétorJàcóbus Bernoullius': qui etfi

ejus fationemi, ut ipfe ait , fatis perfpe&tam ha

buiffet ; illam tarfieri cum orbe fiiathematico ne

quaquafi cofiimunicare dignatus eft. Idem au

tem paradoxum deprehenditur quoque id ferie,

quæ conftituitur fier inverfioném humerorum

naturalium, nimiirum in ferie harmonica 1 : 1 +

t * 2 + 1 : 3 + 1 : 4 + 1 : y + 1 : 6 + &c. In

ea enim fumrna terrhinorumi in locis imparibus

eft ad fumrham terrhinorum in locis paribus in

tatione æqualitatis } quum taifieri ii, figillatim

<um iftis comparati , manifefto majores de

prehendantur . Verum in ferie harmonica pa

sadoxum iftud , potante ipfo Bernoullio, po
• --. ' tius
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;

:

:

.

*

;

tius argumento nobis effe poteft pro infinia

tate fummæ ejus adftruenda . Nam ex eo ,

quod fumma terminorum imparium ad fummam

terminorum parium rationem habet æqualita

tis,colligere licebit,differentiam intcr utramque

fummam evanefcere relate ad eas : quod non áli

ter fieri poteft , nifi fit infinita, tam fumma ter

minorum imparium , quam fumma terminorum

parium .

685. Jam enim notum eft , finitum evane

fcere relate ad infinitum . Plane vero in fe

rie harmonica finitam effe differentiam inter

fummam terminorum in locis imparibus,& fum

mam terminorum in locis paribus ; fic quidem

conjici poteft. Subducantur etenim termini fe

cundæ fummæ ordine ex terrhinis primæ.Jam

que differentia inter utramque fummam fiet hæc

feries 1 : 2 + 1 : 1 2 + 1 : 3o -+ 1 : 42 + 1 : 72

+ &c. Conferantur porro termini hujus feriei

cum terminis iftius 1 * 2 + 1 : 6 + 1 : i 2 -+- 1 :

2o + 1 : 3o+&c.Et quamquam idem fit primus

terminus utriufque feriei, reliqui tamen termi

ni prioris feriei funt manifefto minores reli

quis terminis feriei fecundæ . Quare fumma

feriei 1 : 2 + 1 : 1 2 + 1 : 3o + 1 : 42 + 1 : 72

+ &c. minor erit fumma feriei r : 2 + 1 : 6 -+-

1 : 1 2 + 1 : 2o -+- 1 : 3o + &c.; adeoque, quum

fumma hujus feriei fit * æqualis unitati , nom •art.6a4; .

modo erit finita, verum etiam unitate minor

fumma fetiei illius.

p. A%-
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V. Solatio propofiti paradoxi , &* examcm tbeo*

rematis , amde illad derivatur.

686. S I vera funt , quæ de feriebus , or

tis per inverfionem poteftatum ,

& radicum numerorum naturalium , ex Jacobo

Bernoullio fuperius exhibuimus ; jam illud

generaliter ftatuendum effet , quod in illiuf.

modi feriebus fumma terminorum in locis i m

paribus eft ad fummarn terminorum in locis

paribus , ut eft poteftas , vel radix binarii

non diffimilis , unitate minuta , ad ipfàm uni

tatem . Et quidem generale iftud theorema in

fiunc modum olim oftendebam . Capiatur ex

unoquoque termino feriei , de qua agitur , ea

pars, quam binarii poteftas , aut radix non dif

fimilis oftendit. Jarnque hac ratione nova orie

tur feries, quæ eos tantum feriei prioris termi

nos continebit , qui in locis paribus exiftunt,

Eft autem prior feries ad hanc aliam , ut prædi

&ta poteftas, aut radix binarii ad unitatem.Qua

re , dividendo , fumma terminorum in locis im•

paribus ad fummam terminorum in locis pari

bus erit, ut eadem poteftas , aut radix binarii,

unitate multata , ad unitatem .

687. Hac ratione, fi fiat feries ex ipfis mu

meris naturalibus inverfis, qui funt primæ ipfo

rum , tum poteftates, cum radices , 1 : 1 + 1 :

2 + 1 : 3 + 1 : 4+ 1 : 5 + &c. , & cujufque

termini capiatur ea pars , quam defignat ipfe

binarius , prodibit hæc altera feries 1 : 2 +-

1 : 4 + 1 : 6+ 1 : 8 + 1 : 1o+ &c. , quæ

eos tantum prioris terminos continet • £ id

• * ., T. o*
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locis paribus exiftunt . Unde , quum prior

feries fit ad hanc aliam , ut eft 2 ad 1 ; erit , di.

videndo , ut 1 : 1 + 1 ; 3 + 1 : 5 + 1 : 7 -+- 1 ;

9 + &c. ad 1 : 2 + 1 : 4 + 1 : 6+ 1 1 8--i : io

+&c.,ita 1 ad 1.Similitgr,fi fiat feries 1 : 1 -}- i ;

4+ 1 : 9 + 1 ; 16 + 1 : 25 + &c. ex quadratis

inverfis numerorum naturalium , & cujufque

termini capiatur ea pars , quani defignat qua

dratum binarii 5 orietur hæc altera feries 1 : 4-4-

u : i 6 -+ 1 : 36 + 1 : 64 + 1 : i oo + &c., quæ

continet dumtaxat terminos prioris feriei , exi

ftentes in locis paribus . Itaque , quia prior fe

ries eft ad hanc aliam , ut 4 ad 1 ; erit, dividen

do , ut 1 : 1 + 1 : 9 + 1 : 25 + 1 : 49 + 1 : 8r

*}- &c. ad 1 : 4 + 1 ; 16 -+- 1 : 36 + 1 : 64 + 1 :

1 oo + &c. , ita 3 ad i.

688. Eadem omnino ratione , fi conftitua

tur feries 1 : v 1 + 1 : v2 + 1 : v3 + 1 : v4 +

1 : v5 + &c.ex radicibus quadratis inverfis nu

merorum naturalium , & cujufque termini ca

piatur ea pars , quam defignat v2 5 habebitur

hæc alia feries 1 : v2 + 1 : v4 + 1 : v6 + 1 :

v8 -+- i : v i o &c. , quæ continet eos tantum

terminos prioris feriei , qui in locis paribus exi

flunt. Unde, quia prior feries eft ad hanc aliam,

ut v2 ad 1 5 erit , dividendo, ut 1 : v 1 + 1 : v3

-+- 1 : v5 + 1 : v7 +, 1 : v9 + &c. ad 1 : v2+1:

v4 -+- 1 : v6-H i : v8 -+ 1 : v 1 o + &c. , ita v 2

*— 1 ad i . Atque ita quoque , fi conficiatur

feries 1 : v3 1 + 1 : v32 + 1 : vs 3 + 1 : v34+

1 : v^35 + &c. ex radicibus cubicis inverfis nu

merorum naturalium, & ex unoquoque termino

capiatur ea pars , quam defignat v32 ; prodi

bit hæc alia feries 1 : V32 -+- 1 : V34-+-i : v36 +

- 1 : v38
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's : v38 + 1 : v3 io+ &c., quæ continet prio

ris feriei dumtaxat terminos, exiftentes in locis

paribus . Quare, quum prior feries fit ad hanc

aliam , ut v5s ad 1 ; erit , dividendo, ut 1 : v?r

+ 1 : v33 + i : v35+ 1 : v^37 + 1 : v39 -+- &c.

ad 1 ; v32 + 1 : v34-+- 1 : v36-+- 1 : v38 + 1;
v3 io + &c. , ita v32 — 1 ad i. I

689. Sed,re preffius confiderata, novi dein

ceps, demonftrationem iftam , utut elegantem,

fuas pati exceptiones . Nam profe&o , ubi ex

unoquoque termino feriei , de qua agitur , fu

mitur ea pars , quam binarii poteftas , aut radix

non diffimilis oftendit ; conftituitur alia feries, ,

eandem habens terminorum multitudinem cum

ferie priore. Quare dici nequit abfolute, quod

in ea ii tantum prioris feriei termini continen.

tur , qui in locis paribus exiftunt ; quum mani

feftum fit , iis peragratis , alios totidem dein

ceps fubfequi debere. Plane vero , fi aliorum

iftorum fumma fiat indefinitæ parvitatis, relate

. . . . ad fummam priorum ; tunc nihil obftabit , quo

*******7* minus eos • negligamus, ipfàmque feriem cónfi

deremus tantum , ut compofitam ex primis

terminis , iifdem plane cum iis , qui exiftunt in |

locis paribus prioris feriei . Quod quum ita fit,

abunde liquet , allatam demonftrationem dum

taxat in ifto cafu vim fuam habere ; nec adeo

extendendam effe ad cafum alterum , quum

fumma reliquorum terminorum non evanefcit,

relate ad fummam priorum.

69o. Jam prior cafus obtinet , quum agitur

de feriebus , quæ oriuntur, invertendo potefta

tes numerorum naturaliunu. Si enim ftatuatur

Mart. 494* m numerus infinitus, relate ad eum * unitas eva
IlC
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ncfcet; adeoque , quum fit , ut m ad 1 , ita 1 äå

1 : m; evanefcet quoq; ralate ad unitatem fra&iò

1 : h 5 multoque magis refpe&u ejufdem unita

tis evanefcent fraétiones 1 : m* , 1 ; m* , 1 : w*,

1 : m$ , &c, Eft autem quifque ex reliquis illis

terminis paulo minor ' aliqua iftarum' fra&io

num . Quare relate ad unitatem fiet indefinitæ

arvitatis , non modo quilibet eorum termino

fum , fed fumma ipforum omnium , Obtinet:

ergo prior cafus in feriebus , quæ fiunt per in

verfionem poteftatum aumerorum naturalium ,

Quare in iis habebit vim fuam allata demonftra

tio:& propterea,vi ejus demonftrationis,conclu

dere licebit , quod in qualibet earum ferierum,

fumma terminorum omhium in locis imparibus

eft ad fummam terminorum omnium in locis pa

ribus, ut eft poteftas non diffimilis binarii , uni

tate minuta, ad ipfam unitatem,

69 i. Alter porro cafus locum habet,quum

quæftio eft, de feriebus, quæ conftituuntur, in

vertendo radices numerorum naturalium. Nam,

ofito adhuc m numero infinito , evanefcet qui

dem relate ad unitatcm fraétio 1 : m ; fed refpe

&u ejufdem unitatis nulla harum fra&ionum

1 : vn , 1 : v3m , i : V*n , 1 ; v$m , &c. fiet in

definitæ parvitatis . Eft autem quifque ex re

liquis illis terminis paulo minor aliqua illarum

fraétionum. Quare, quum nullus eorum termi

norum, evanefcat relate ad unitatem , nec etiam

fumma omnium evanefcet relate ad fummam o

mnium primorum terminorum , Obtinet ergo

fecundus cafus in feriebus, quæ fiunt per inver

fionem radicum numerorum naturalium. Quare

in iis nullius momenti erit allata demonftratio;

11£



3o4 ALGEBRÆ ELEMENTORuM

ineque adeo,vi ejus, concludere fas erit, quod in

qualibet iftarum ferierum fumma terminorum

omnium in locis imparibus eft ad fummam ter

minorum omnium in locis paribus , ut eft radix

non diffimilis binarii, unitate minuta, ad ipfam

unitatem ,
-

692. Relinquitur feries harmonica , orta ex

inverfione numerorum naturalium, quæ ad u

tramque earum ferierum claffem referri poteft;

quum numeri naturales haberi queant , velut

primæ ipforum, five radices, five poteftates. Et

quidem in hac ferie , manente adhuc m numero

infinito , unufquifque reliquorum terminorum

fit paulo minor fraétione 1 : m. Plane vero fra

έtio ifta , etfi fit indefinitæ parvitatis relate ad

unitatem , attamen fi fumatur toties, quot de

fignat femiffis numeri m , æqualis fiet femiffi uni

tatis . Quare omnes illi reliqui termini fimul

unitatis femiffe minores erunt ; & confequen

ter fumma ex iis evanefcet, relate ad fummam

primorum terminorum, quæ eft infinita . Hinc

relate ad feriem harmonicam obtinet prior ca

fus. Unde habebit in ea vim fuam allata demon

ftratio; atque adeo, ope ejus, tuto concludi po

terit , quod in ferie harmonica fumma termino

rum omnium in locis imparibus eft ad fummam

terminorum omnium in locis paribus in ratio

ne æqualitatis.

693. Si ergo de generali illo Bernoullii

theoremate ex noftra demonftratione dijudican

dum effet 5 afferere oporteret , verum quidem

id effe in feriebus, ortis ex inverfione, tum nu

merorum naturalium , cum fuarum poteftatum;

{ed non item in feriebus, quæ fiunt, invertendo
tra

3.
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radices eorundem numerorum. Unde , fi ita res

foret , paradoxum , de quo paulo ante * locuti*art.683.

fumus , jam non amplius locum haberet ; ut

quod obtinebat in hypothefi , quod verum ef

fet theorema illud, etiam in feriebus , ortis ex

radicibus inverfis numerorum naturalium. Sed

quoniam illiufmodi theorema generaliter de

monftravit Jacobus Bernoullius; non abs re erit,

Bernoullii demonftrationem paulo diligentius

fioc loco expendere. Nam fieri facile poteft, ut

ipfe etiam Vir clariffimus aliquid humanitatis in

ea paffus fuerit.

694. Sane Jacobus Bernoullius , ut fupe

rius • vidimus , fic fuum theorema generaliter *art.6$ 1.

oftendit. Primo jubet, ut fiant infinitæ feries,

quarum termini a poteftatibus , vel radicibus

numerorum imparium inverfis decrefcant in ea

ratione , quam habet poteftas , vel radix non

diffimilis binarii ad unitatem . Deinde, velut

certum affumit , in omnibus hifce feriebus con

tineri eofdem plane terminos, qui continentur

in ferie, de qua agitur; adeoque eas fimul feriem

ipfam principalem adæquare. Jam horum pri

mum, u t fa&tu poffibile , ultro quidem admit

timus. Sed & alterum fuam patitur difficulta

tem . Nam in omnibus illis feriebus, præter

terminos feriei principalis , continentur infini

ties infiniti alii . Quare tunc tantum omnes ii

læ feries fimul adæquabunt feriem principalem,

quum fumma aliorum terminorum,in iis conten

torum, evanefcit, relate ad fummam ex terminis

primis.

695 .Quod quum ita fit,perfpicuum eft,Ja

vobi Bernoullii demonftrationem eafdem pati

£orm.I. W GX

/
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*art.691>

exceptiones, quibus noftra erat obnoxia. Unde,

- quemadmodum , ope noftræ demonftrationis ,

theorema illud, de quo eft quæftio , comperui

mus * verum dumtaxat in feriebus , ortis ex

inverfione, tum numerorum naturalium , cum

fuarum poteftatum ; fic facile erit , oftendere,

quod ipfa Bernoullii demonftratio tantummodo

relate ad iftas feries theorematis ejus veritatem

potis erit evincere. Non ergo obtinet theorema

in iis feriebus, quæ fiunt, invertendo radices

numerorum naturalium . Unde nil mirum cen

feri debet , fi in hifce feriebus finguli termini,

exiftentes in locis imparibus, majores fint fin

gulis terminis, qui extant in locis paribus; quia

omnino abhorret a vero , fummam illorum ter

minorum effe ad fummam iftorum in ratione mi.

noris ad majus.

VI. Enodatio aliorum paradoxorum, quæ funt

affmia præcedemti.

696. AjÉ ei,de quo mox egimus, plura

alia efferre licebit paradoxa,quibus

famen eadem prorfus ratione fatisfieri debet. Ita

in ferie numerorum naturalium 1 + 2 + 3 + 4

+ 5 + &c. fi capiatur duplum cujufque termi

ni,prodibit hæc alia feries 2 -+-4 + 6 + 8 -{- i o

+ &c. , quæ dumtaxat terminos , exiflentes in

locis paribus prioris feriei , continere videtur.

Quare dicendum foret, hanc aliam feriem mi

norem effe ferie priore ; quum tamen ex ipfâ

ejus conftitutione prioris dupla fit oporteat.Àt

que ita quoque, fi in eadem ferie numerorum

naturalium i *+ 2 + 3 + 4+ 5 + &c. capiatus

cri
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triplum cujufque termini, orietur hæc alia feries

g + 6+ 9 + 1 2 + 1 5 + &c.,quae eos ex prio

fe ferie terminos excerpere videtur , qui tertio

quoque loco reperiuntur 3 quum tamen ejus

çonftitutio talis fit, ut tripla prioris effe debeat.

697. Poffumus quoque , in eadem ferie nu

merorum naturalium 1 + 2 + 3 + 4+ 5 +&c.

fumere quädrata fuorum terminorum. Et tunc

prodibit hæc alia feries 1 + 4+ 9 + 1 6 + 25

+ &c. , quæ aliquos prioris feriei terminos,

valde a fe mutuo diffitos , comprehendere vi

detur . Quare hanc aliam feriem multo mino

rem priore ftatuere deberemus; quum tamen,

per ea, quæ fuperius * oftenfà funt , fumma

prioris feriei fit ad fummam fecundæ feriei in

eadem omnino ratione, quam habet numerus

finitus ad numerum infinitum . Nec ullus erit

paradoxorum finis , fi in ferie numerorum natu

ralium 1 + 2 + 3 + 4+ 5 + &c.capiantur cu

bi , quadrato-quadrata , tum item poteftates

aliæ fuperiores fuorum terminorum ; & ex iis

novæ adhuc feries conftituantur.

698. Omnium ergo horum paradoxorum

folutio exinde repeti debet , quod ubi ex ferie

numerorum naturalium eruitur alia feries, ca

piendo , five multiplices , five poteftates fuorum

terminorum, plane falfum eft, hanc aliam feriem

tantum terminos nonnullos feriei prioris couti

nere; quandoquidem ex ipfâ ejus formatione tot

præcife terminos contineat oportet , quot exi

ftunt in ipfa ferie numerorum naturalium. Sed

difficultas hic oritur, circa poffibilitatem alio

rum iftorum terminorum. Jam euin, feries nu

merorum naturalium , continuata ad eum uf.

V 2 que

*art.599
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que numerum , qui pro infinito debet haberi,

ulterius progredi non poteft . Plane vero , fi in

aliis illis feriebus , quæ oriuntur , capiendo nu

merorum naturalium , five multiplices , five po

teftates , continerentur termini alii , non con

tenti in ferie numerorum naturalium;hanc quo

que ultra numerum infinitum liceret extendere.

699. Interim huic difficultati facile quidem

•rit occurrere . Numeri enim naturales oriuntur

per continuam unitatis additionem . Sed unitas

ifta poteft nobis quamcumque rem exhibere.Li

cebit ergo, unitate illa repræfentare , tam pal

mum, exempli gratia, quam ulnam , quæ ex o&to

componitur palmis . Utroque cafu fubinde ad

infinitum ufque progreditur feries , ut eadem fit

femper multitudo fuorum terminorum, & iidem

numeri , quibus feriei termini funt notandi. Sed

omne difcrimen in eo fitum eft , quod quilibet

feriei terminus unitatibus fuis in priore cafu tot

palmos , in fecundo vero cafu ulnas totidem no

bis repræfentgt. Unde , fi duæ hujufmodi feries

confiderentur in abftra&to , hoc eft , non habita

tatione rei , quam unitas defignat , eædem plane

erunt inter fe ; different vero a fe mutuo , quum

confiderantur in concreto , & rei , quam unitas

exhibet in quaque ferie, ratio velit haberi,

7bo. Ad eundem itaque modum in ferie nu

merorum naturalium 1 + 2 + 3 + 4+ 5 + &c.

licebit, fumere duplum , triplum , quadruplum,

aut alium quemvis multiplicem cujufq; termini,

Verum,id agentes,non aliud efficimus, quam au

gere in eadem ratione valorem unitatis, perquam

numerorum naturalium feries crnftituitur.Unde

'hovae ferici termini, tam multitudine, quam no

t3•
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tatione , cenfendi funt iidem cum terminis feriei

prioris ; & omne difcrimen inter eos non aliun

de eft repetendum,quam ex diverfitate valorum,

quos unitas habet in utraque ferie. Quod luce

clarius apparebit , fi ipfà feries numerornm na

turalium exhibeatur in hunc modum i . 1 + 2. r

+ 3. 1 + 4. 1 + 5 . 1 + &c. Nam hac ratio•

ne exhibenda erit per 1 . 2 + 2. 2 + 3 . 2 -+-

4. 2-+- 5 , 2 + &c. feries , quæ oritur, capiendo

duplum cujufque termini illius;per 1 . 3 + 2 . 3

+ 3 . 3 + 4. 3 + 5. 3 + &c. feries , quæ con

ftituitur, capiendo triplum ; atque ita deinceps.

7oi. Quantum ad feries , quæ oriuntur , ca

piendo in ferie numerorum naturalium datam

cujufque termini poteftatem ; eæ ctiam , & mul

titudine , & notatione fuorum terminorum, cen

fendæ funt eædem cum ferie ipfà numerorum na

turalium. 5 difcrimen vero exinde eft deducen•

dum , quod relate ad eos valor unitatis in quo•

que termino fuum fubit incrementum. Nec ali

ter fe rem habere , hic etiam liquido patebit , fi

ipfa numerorum naturalium feries in hunc mo

dum exhibeatur 1 . 1 + 2 . 1 + 3 . 1 + 4 • i +•

5 . 1 + &c.lta enim oportebit,exhibere per 1 • I

+ 2. 2 + 3 . 3 + 4. 4 -{- 5. s + &c. feriem »

quæ oritur , capiendo quadratum cujufque ter

mini illius ; per i . ( 1 . 1 )-+- 2 . ( 2 . 2 )+ 3 •

( 3 . 3 ) + 4. ( 4. 4) + 5. ( 5. 5 ) + &c. fe*

riem , quæ producitur , capiendo cubum 5 atque

ita de aliis. -

7o2. Ex ferie numerorum naturalium alias

erui poffunt, capiendo, five datas aliquas partes»

five radices aliqüas ex terminis ejus. Et iftœ pa*

riter , tam multitudine, quam notatione termi*

W 3 nOe
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norum, eædem cenfendæ funt cum ferie ipfà nu

merorum naturalium. Nec aliunde, quam a valo

re unitatis , difcrimen , inter eas exiftens , eft re

petendum. Nam profe&o, exhibita femper in

hunc modum 1 . 1 + 2 . 1 + 3 . 1 +4. i-+-5. 1

+ &c. ferie numerorum naturalium 5 exhiben

da erit per 1 . ( i : 2 )-+- 2 . ( 1 : 2 ) + 3. (1 : 2)

+ 4. ( 1 : 2 ) + 5. ( 1 : 2)+ &c. feries , quae

orietur , capiendo femiffem cujufque termini il

lius ; & per i . ( 1 : vi ) -+- 2 . ( 1 : v2 ) -+- 3 .

( i : v3 ) -+- 4. (i : v4) + 5. ( 1 : v5 ) -+- &c.fe

ries , quæ conftituitur , capiendo cujuslibet ter

mini radicem quadratam.

7o3. Hinc , fi valores , quos habet unitas in

fingulis feriei terminis, defignentur litteris a, b,

c , d , e , &c. ; poterunt omnes hujufmodi feries

fub generali ifta comprehendi 1 . a+2 . &-+-3 . :

-+- 4. d + 5 - e + &c. Atque hac ratione liqui

do patet , non modo eandem effe in fingulis hifce

jferiebus multitudinem terminorum 5 fed nec

ctiam differre eas a fe mutuo , notatione eorun

' dem terminorum , fi earum litterarum , quæ va

lores unitatis in fingulis terminis repræfentant,

nulla ratio velit haberi. Unde , fi quod difcri

men intercedit inter hujufmodi feries , id totum

ex multiplici valore, quem unitas habere poteft,

vel in ipfis feriebus , vel in fingulis ipfarum ter

minis , repeti debet. -

7o4. Cæterum nolo hic reticere , quod ea

dem difficultas erui quoque poteft ex feriebus

numerorum figuratorum. Ipfà enim harum fe

rierum conftitutio illud præfeferre videtur , ut

in iis quamplures alii contineantur numeri , o

mnino non contenti in ferie numerorum natura

lium

* : ** • _
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lium . Unde , cur per hofce alios numeros etiam

ifta feries non excurrat, plane difficultatem fa

cit. Sed facile quoque erit oftendere , quod ip-*g.

fæ figuratorum feries tantum pro vario valore,

quem in iis unitas fubit, differunt a ferie nume

rorum naturalium ; adeoque , quod funt eædem

inter fe , tam multitudine, quam notatione ter

minorum, quotiefcumque diverfi ejus valoris,

quem unitas patitur , nulla ratio velit haberi.

7o5. Plane enim in ferie numerorum natu

ralium 1 + 2 + 3 + 4+ 5 + &c. , ficuti prior

terminus fignificat rem unicam, ita fecundus de

fignat res duas , tertius tres , quartus quatuor,

atque ita deinceps . Unde, fi litteris diverfis

omnes hafce res repræfentemus , fiet 1 . a primus

ejufdem feriei terminus, i . b -+- 1 . c terminus

fecundus , 1 . d -+- 1 . e + r . fterminus tertius,

1 . g + 1 . b + i . i + 1 . k terminus quartus •

1 . 1+ 1 . m -+- 1 . m -+- 1 . o + 1 . p terminus

quintus , atque ita de aliis. Qua ratione ipfa nu

merorum naturalium feries exhiberi poterit in

hunc modum 1 . a -+- ( 1 . b + 1 . c) -+- ( i ád +-

1 . e + i.f) -+- ( 1 . g -+- 1 . b -+- 1 . i + f. £)

-+ ( 1 . l + 1 . m -+- 1 . m -+- 1 . 0 + 1 . p ) -+- &c.

7o6. Jam , fi in ferie ifta generali pro fingu

lis litteris fcribatur 1 ; revera orietur ipfa feries-.

numerorum naturalium.Sed, fi pro litteris ctijuf

que termini fcribantur totidem numeri natura

les, ab unitate fe femper excipientes; tunc pro

dibit feries numerorum, qui conftituunt primum

ordinem figuratorum primi generis. Et, fi pro iis

fcribantur totidem horum figuratorum , femper

ab initio fumpti ; emerget feries numerorum,

qui in eodem primo genere conftituunt fecum.

V 4 dum
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dum ordinem figuratorum 5 atque ita deinceps.

Unde clare liquet , difcrimen inter iftiufmodi

feries oriri etiam ex multiplici valore , quem

unitas fubit in fingulis partibus cujufque ter

Inlni . -

7o7. Serierum ergo, quas modo contem

plati fumus, tres claffes ftatui poffunt. Prima

enim feries illas continet, quæ oriuntur, capien

do multiplices , aut partes numerorum natura

lium. Secunda comple&titur eas feries, quæ con

ftituuntur , capiendo poteftates , aut radices eo

rundem numerorum . Et tertia demum ipfàs fi

guratorum numerorum feries comprehendit.

Singulæ cujufque claffis feries non alia ratione

differunt a ferie numerorum naturalium , quam,

quia unitas , relate ad eas , alios fubit valores ab

eo, qucm habet in ipfa numerorum naturalium

ferie. Interim hæc valoris mutatio , quam uni

tas patitur, non eft ejufdem indolis in omnibus

feriebus.

7o8. Plane enim in qualibet ferierum primæ

claffis fubit quidem unitas valorem alium , fed

eum retinet eundcm , ac immutatum in fingulis

feriei terminis . At vero in unaquaqne ferierum

fecundæ claffis unitas valorem mutat in quolibet

feriei termino, & nonnifi in partibus ejus illum

retinet eundem , ac invariatum . Denique in fin

gulis feriebus tertiæ claffis valor unitatis muta

tioni fubjacet , non rnodo in terminis omnibus

ferierum , verum etiam in partibus fingulis eo

rum terminorum . Quæ quum ita fint , liquct,

feries primæ claffis retinere quidem indolem, ac

naturam feriei numerorum naturalium ; fed non

item feries alias , quæ ad claffes duas poftremas

referuntur. 7o9•
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7o9. Seriei namque numerorum naturalium

ea quidem eft indoles, atque natura, ut unitas,

a qua ea trahit initium fuum , & per cujus con

tinuam additionem in infinitum promovetur, ea

dem femper maneat , ac immutata. ld vero in fe

riebus primæ cla(fis adhuc obtinet . Nam in iis

unitas ita quidem mutat valorem fuum , ut ta

men in fingulis terminis maneat idem , ac inva

riatus . Sed non perinde eft in feriebus, tum fe

cundæ, cum tertiæ claffis.Enim vero in iis muta

tur valor unitatis in fingulis ferierum terminis}

in iftis autem mutationi eft obnoxius,non modo

in terminis omnibus , verum etiam in fingulis

partibus cujufque termini.

7 io. Ex eo autem , quod in feriebus primæ

claffis unitatis valor manet idem , ac immutatus

in fingulis terminis, fit, ut fumma terminorum

quotcumque cujufque earum ferierum fit ad

fummam terminorum totidem feriei numerorum

naturalium , ut eft valor, quem habet unitas in

illa ferie , ad valorem ejus naturalem . Unde,

fi valor unitatis fit a , erit (m* +m) a : 2 fum

ma tot terminorum , quot defignat numerus m;

quandoquidcm fumma ex totidem terminis feriei

numerorum naturalium inventa eft fuperius *

( m* -+- m ) : 2. Et quoniam , G m ftatuatur nu

merus infinitus , eadem fumma fit fimpliciter

m*a : 2 ; liquet, in hifce etiam feriebus fummam

terminorum omnium effe ad fummam termino

rum totidem, æqualium maximo , in ratione

fubdupla, hoc eft , ut 1 ad a. -

*art.*9o,

$94,
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*art.$63 •

S E C T I O I V.

De Generali Poteffatum Theoria.

7 1 1. A Bfoluto calculo ferierum infini

tarum, earundemq; theoria pau

lo fufius expenfù , quam prioris hujus libri no

ftrorum Algebræ elementorum ratio pati vide

batur; reliquum modo eft , ut poteftatum theo

riam ad fuam univerfàlitatem revocemus. Uni

verfaliorem autem reddemus theoriani iftam du

plici quidem ratione. Primo nempe, confideran

do, præter poteftates vulgares , de quibus jam

fuperius locuti fumus , plures alias poteftatum

fpecies , vulgo Algebriftarum antehac incogni

tas. Deinde, generalem quandam formulam afíe

rendo, cujus ope quælibet quantitas compo fita

ad quamcumque ex iis poteftatibus nullo neg o

tio evehi poffit.

7 1 2. Hac formula mediante, immenfus ille

calçulus, & fummo tædio plenus , quem in con

ficiendis fèriebus infinitis , five per divifionem,

five per radicum extra&ionem, fuperius experti

fumüs, omnino removetur. Sed ejufdem for

mulæ beneficio liquido etiam patebit veritas

ejus,quod fupra*di&tum eft: nimirum,quod certa,

ac definita lege in infinitum abeunt , non modo

termini earum ferierum, quæ ex divifione oriun

tur; verum etiam termini illarum , quæ ab extra

&ione radicum trahunt originem fuam . Un

de, quanto pretio iftiufmodi formula fit haben

da, fàtis pro dignitate enarrare non licet:
. - CA ~ |
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C A P ll T* I.

Variæ poteßatum fpecies explicatæ.

713. Oteftatem fuperius * appellavi- .

- mus id , quod producitur, quum

quantitas aliqua femel , aut pluries per fe ipfam

multiplicatur ; & indicem , feu exponentem po

teftatis diximus numerum illum , adfcriptum a

tergo quantitati , qui defignat , quoties quanti

tas illa per multiplicationem poni debet . Janm

in pofterum vosabimus poteftatem,omnem quan

titatem, cui a tergo numerus aliquis fit adfcri

ptus ; & fimiliter dicemus exponentem, feu in

dicem poteftatis, numerum illum , quem quan

titas adfcriptum habet a tergo.

7 14. Juxta hanc poteftatis definitio•

nem , non minus dicenda erit poteftas quan

titas illa , cujus exponens eft numerus integer;

quam ea , cujus exponens eft numerus fra

&tus . Et fimiliter non minus merebitur nomen

poteftatis quantitas , quæ habet pro fuo indice

numerum pofitivum ; quam, quæ pro exponente

habet numerum negativum. Unde perfpicuum

eft, poteftates omnes bifariam dividi poffe : pri

mo nempe in pofitivas, & negativas ; deinde ve

ro in perfe&as , & imperfe&tas.

7 1 5. Plane enim, quæ exponentes habent

pofitivos, poteftates erunt pofitivæ ; quæ vero

negativos, negativæ. Et eadem ratione potefta

tes illæ , quarum exponentes funt numeri inte

gri , poteftates erunt perfe£ta 5 eae vero, qua
- 1TUAITA

art.76;
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rum exponentes funt numeri fra&ti , poteftates

erunt imperfe&tæ . Sic a* , a3 , a* , &c. pote

teftates funt perfe&ae pofitivæ; fed a - a , a — 3,

a -«,&c. funt poteftates perfeétæ negativæ.At

que ita quoque ar:* , a*;3 , a33*, &c. potefta

tes funt imperfe&tae pofitivæ ; fed a- :* , a-*:s,

a-3**, &c. funt poteftates imperfe&ae negativæ.

I. AVatura progreffionis aritbmeticæ , &*

geometricae.

7 16. . T natura earum omnium pote

*art.% 14. ftatis fpecierum,quas modo * re

21s. cenfuimus, re&ius intelligatur & explicanda eft

prius natura progreffionis arithmeticæ , & geo

metricæ 5 tum item analogia eft oftendenda,

quæ inter utramque progreffionem intercedit.

Ut vero rem paulo altius repetamus , nota

bimus primo, quantitates inter fe mutuo dupli

ci quidem ratione poffe comparari : primo nem

pe ratione exceffus, vel defeétus ; & deinde ra
tione continentiæ .

7 17. Conferuntur duæ quantitates , ratio

ne exceffus, vel defe&tus, quum quæritur, quan

tum una excedit alteram , vel ab altera deficit.

Conferuntur vero , ratione continentiæ , quum

quæritur , quoties una continet alteram , vel in

altera continentur. Ita duo numeri 2 , & 6 di

centur collati inter fe mutuo , ratione exceffus,

vel defe£tus, quum notatur numerus 4 , per

quem primus deficit a fecundo, vel fecundus

excedit primum 5 dicentur vero collati , ratione

continentiæ , quum notatur numerus 3 , qui o

ftendit, quoties primus continetur in fecundo.

- vel
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vel fecundus continet primum.

7 18. Quocumque ex his modis duæ quanti

tates conferantur inter fe invicem , ipfà quan

titatum comparatio rationis vocabulo femper

defignabitur. Sed , ob duplicem modum , quo

conferri poffunt quantitates inter fe mutuo, du

plex etiam diftinguitur fpecies rationis ; & una,

quæ dicitur arithmetica , quantitates comparat

ratione exceffus , vel defe&tus ; altera , quæ vo

catur geometrica , confert quantitates ratione

continentiæ .

719. Duæ porro quantitates , quæ in quali

bet ratione , five arithmetiea, five geometrica,

conferuntur ad invicem , vocantur communiter

termini ipfius rationis. Et fpeciatim dicitur an

tecedens, prior terminus , qui confertur ; & vo

catur confequens, terminus fecundus, cum quo

prior comparatur. Sed ufu etiam receptum eft,

ut haberetur antecedens , velut terminus exce

dens, vel continens ; & viciffim haberetur con

fequens, velut terminus deficiens,vel contentus.

72o. Jam in ratione arithmetica vocatur

exponcns rationis quantitas illa , quæ defignat,

quantum antecedens confequentem fuum exce

dit. Et liquido patet, haberi hunc exponentem,

quotiefcumque confequens ex antecedente fub

ducitur. Unde in rationc arithmetica , quamha

bet a ad b , exponens ipfius rationis erit a— b;

quandoquidem, fi fubducatur confequens b ex

antecedente a, refiduum fiet a — b.

72 1. Hinc , fi alicujus rationis arithme

ticæ habeatur , tum exponens , cum termi

nus prinus; invenietur terminus fecundus, fub

aucendo exponentem ex termino primo. lta ,

fi ex
-

-
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fi exponens fit b , & terminus primus fit a 5 erit

terminus alter a -• b. Sed, fi una cum exponen

te habeatur viciffim terminus fecundus ; tunc

invenietur terminus primus, addendo exponen

tem cum fecundo termino. Qua ratione , fi ex

ponens fit b, & terminus fecundus fit a ; fiet

a + b terminus primus.

722. In ratione autem geometrica vocatur

exponens rationis quantitas illa , quæ defignat

quoties antecedens continet confequentem. Et

perfpicuum eft , haberi hunc exponentem, quo.

tiefcumque antecedens per confequentem divi

ditur . Unde in ratione geometrica , quam ha

bet a ad b, exponens ipfius rationis erit a : b ;

quandoquidem , fi dividatur antecedens a per

confequentem b, quotiens fiet a : b.

723. Hinc , fi alicujus rationis geometricæ

habeatur, tum exponens, cum teminus primus;

invenietur terminus fecundus, dividendo prio

rem terminum per exponentem . Ita , fi expo

!

-

nens fit b , & terminus primus fit a ; erit termi.

nus alter a : b . Sed , fi una cum exponente ha

beatur viciffim terminus fecundus; tunc invenie

tur terminus primus, multiplicando fecundum

terminum per exponentem. Qua ratione , fi ex

ponens fit b , & terminus fecundus fit a ; fiet

ab terminus primus.

724. Præterea duæ rationes, five arithmeti

cæ , five geometricæ , dicuntur æquales inter fe,

quum æquales funt exponentes ipfarum . Ita ra

tio arithmetica , quam habet a ad 5 , dicetur æ

qualis rationi arithmeticac , quam habet c ad d;

'arr.yas. fi quantitates duæ a- b, & c - d, quæ funt*

exponentes carum rationum , æquales fuerint

III
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jnter fe . Et ad eundem modum , fi fuerint

aequales inter fe fra&tiones duæ a : b , & c : d ;

ratio geometrica, quam habet a ad b, dicetur æ

qualis rationi geometricæ , quam habet c ad d.

725. Duarum autem rationum æqualitas

vocatur communiter proportio. Unde quatuor

quantitates dicuntur proportionales , quum ra

tio , quam habet prima ad fecundam, eft æqualis

rationi , quam habet tertia ad quartam. Sed &

ipfa proportio alia erit arithmetica , alia geome

trica. Nam æqualitas duarum rationum arith

meticarum dicetur proportio arithmetica;æqua

litas vero duarum rationum geometricarum pro

portio geometrica appellabitur.

726. Jam proportionis arithmeticæ illud eft

accidens præcipuum , ut fumma extremorum as

qualis fit fummæ niediorum . Efto enim a primus

terminus proportionis arithmeticæ , & c termi

nus tertius ; fitque etiam b exponens utriufque

rationis, hoc eft exceffus, quo, tum primus ter

minus fuperat fecundum , cum tertius fuperat

quartum. Itaque erit * a — b terminus fecun

dus , & c — b terminus tertius. Unde , quum

a , a— b, c, c- b fint quatuor termini pro

portionis arithmeticæ 5 liquet , fummam extre

morum a + c- b æqualem effe fummæ medio

rum a- b -+- c.

727. Proportionis autem geometricæ ea eft

proprietas præcipua, ut produétum extremorum

aequale fit produ£to mediorum. Ponatur enim,

quod a fit primus terminus proportionis geome

tricæ, & c terminus tertius; & ponatur quoque,

quod b fit exponens utriufque rationis , hoc eft

quantitas , defignans , quoties primus terminus

COm

*art.71 1 •
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continet fecundum,& tertius continet quartum.

“arb.y»y. Itaque erit • a : b terminus fecundus,& c: b ter

-
minus quartus.Unde,quum a, a : b, c, c : b fint

quatuor termini proportionis geometricæ ; li

quet, produ&um ex extremis ac: b æquale effe

produ&o ex mediis ac : b.

728. Tam arithmetica , quam geometrica

proportio quatuor terminos exigit ; quum utra

que fit æqualitas duarum rationum,quarum uns.

quæque duos terminos requirit.Sed poteft etiam

quælibet proportio fub tribus tantum termi.

nis confiftere : fcilicet , quum terminus me

dius bis fumitur , & gerit vices confequentis in

prima ratione , & vices antecedentis in fecundu.

Id quum accidit , proportio dicitur continua.Et

perfpicuum eft , in proportione continua arith

metica fummam extremorum æqualem effe du

plo termini medii; in proportione continua geo

metrica produ&um extremorum æquale effe

quadrato , quod fit ex termino medio.

729. Quum non tres , fed plurcs habentur

quantitates continue proportionales, dicentur

eæ progreffionem conftituere. Atque hæc rur

fus erit , vel arithmetica, vel geometrica : prout

nempe quantitates, progreffionem conftituentes,

funt vel arithmetice , vel geometrice proportio

nales . Ita feries numerorum 2o, 17, 14, 1 1 , 8.

5, 2, &c.conftituit progreffionem arithmeticam;

quia idem eft ubiq;exceffus.Per contrarium vero ]
feries numerorum 64 , 32, 16, 8, 4, 2, &c. con

ftituit progreffionem geometricam ; quia eadem

eft ubique continentia.

73o. Inter terminos ergo progreffionis a

rithmeticæ idem ubique fervatur exceffus , &

quau
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quantum primus excedit fecundum , tantundem

fecundus excedit tertiun , tertius excedit quar

tum , atque ita deinceps. Unde , fi in hujufmo

di progreffione à fit exponens, & a terminus pri

mus ; erit • a •-• δ fecundus terminus, a -• 26

terminus tertius , a -• 36 terminus quartus, at

que ita in infinitum. Qua ratione progreffionis

arithmeticæ termini omnes fic poterunt exhiberi

a, a -• b • a •-• 2b , a -* 36 , a •-• 46 , a - 5b,

a -* 6b , &c.

73 1. lnter terminos autem progreffionis

geometricæ eadem ubique fervatur continentia,

& quoties primus continet fecundum, toties fe

cundus continet tertium , tertius continet quar

tum , atque ita deinceps . Unde , fi in hujuf

modi progreffione à fit exponens , & a terminus

primus 5 erit * a : b fecundus terminus , a : ô*

terminuis tertius , a: b3 terminus quartus, atque

*art.7* 1 •

*art.7* 3.

ita in infinitum. Qua ratione progreffionis geo- ,

metricæ termini omines fic poterunt efferri a ,

à : b , a : b* , a: b3 , a : b* , a: b5 , a : 66 , &c.

732. Ex quibus modo facile erit intelligere,

quæ fint utriufq5progrcffionis proprietates prin

cipaliores . Nimirum in progreffione arithmetica

evidens eft,hæc duo effe accidentia prgcipua.Pri

mum,ut fumma duorum quorumvis terminorum

gqualis fit fummæ ex duobus aliis,gqualiter hinc

inde diftantibus ab iis . Alterum , ut duplum

unius termini adæquet fummam duorum alio

rum, qui utrinque æque diftent ab eo.

733. In progreffione autem geometrica,per

fpicuum eft, has duas effe proprietates præci

puas. Prima , ut produ&um ex duobus quibuf

libet terminis æquale fit ei , quod producitur ex

2öm.l. X. fau
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mutua multiplicatione duorum aliorum , utiin

que ab iis æqualiter diftantium . Altera , ut

quadratum unius termini æquale fit ei, quod

oritur , multiplicando per fe invicem duos alios

terminos,qui æqualiter hinc inde diftent ab illo,

734. Cæterum nolo hic reticere , quod

utraque progre(fio poteft effe, tum crefcens,cum

decrefcens . Ita termini progre{fionis arithme

ticæ a , a — b , a -• 2b , a - 3b , a~ 46, &c.

fient 2o, 17, 14, 1 1, 8, &c. , fi a fit 2o , & b fit

5 fient vero 2o , 2 3 , 26 , 29, 32, &c. , fi exhi

É a numerum 2o , ponatur b æqualis- 3.

Atque ita quoque termini progreffionis geome

tricæ a , a : b , a : b* , a : 63 , a : b* , &c. eva

dent 32, 16, 8, 4, 2, &c. , fi a fit 32 , & à fit 2;

evadent vero 32 , 64, 128 • 256 , 5 1 2 , &c. , fi

exhibente a numerum 32 , ponatur & æqualis

fra&tioni huic 1 : 2.

735. Eft autem notatu dignum , quod ubi

progreffio eft geometrica, ea, tum crefcendo,

cum decrefcendo progreditur femper per termi

nos pofitivos ; quotiefcumque vero progreflio

eft arithmetica , ea, crefcendo quidem, promove

tur in infinitum per terminos pofitivos ; decre

fcendo vero,non aliter abire poteft in infinitum,

quam per terminos negativos . Atque hinc eft,

ut in progreffione arithmetica decrefcente poteft

quidem aliquis ejus terminus evanefcere , & fieri

* aequalis zero , feu nihilo ; fed non item in pro

greffione geometrica decrefcente, ubi omnis ejus

verminus femper valorem aliquem contineat o

portet.

lI. Ama
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11. Analogia inter progreffiomem aritbmeticam,

- &* geometricam .

736. O Stenfa natura progreffionis, tum

- arithmeticæ, cum geometricæ ;

oftendenda eft modo analogia , quæ inter utram

que progreffionem intercedit . Hæc potiffimum

confiftit in eo , quod , quemadmodum termini

progreffionis arithmeticæ inveniuntur additio

ne , & fubtraétione ; ita termini progreffionis

geometricæ multiplicatione , & divifione debent

reperiri. Verum ex ifta analogia plura colligi

poffunt confe&taria , quæ recenfitis poteftatum

fpeciebus explicandis non parum c9nducent.

737. Affumantu retenim termini,progreflio

nem arithmeticam conftituentes, velut indices,

feu exponentes eorum, qui conftituunt progref

fionem geometricam •Jamquc illud ftatui primo

loco poteft, quod, fi in progreffione geometrica

capiantur quatuor termini geometrice propor

tionales;eorundem exponentes tales effe debent,

ut fumma ex exponentibus extremorum adæ

quet fummam ex exponentibus mediorum. Ne

que vero difficile id erit oftendere.

738. Nam ex hypothefi exponentes eorum

terminorum funt termini totidem arithmetice

proportionales. Sed quatuor terminorum arith

metice proportionalium illud eft • accidens præ

cipuum , ut fumma extremorum æqualis fit

fummæ mediorum . Itaque , fi capiantur in pro

greffione geometrica quatuor termini geometri

ce proportionales , funima ex exponentibus ex

tremorum æqualis erit fummæ ex exponentibus

mediorum. X 2 739.

*art.7 1 6•
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*4rt.** $,

739. Eadem hypothefi manente , ftatui fe

cundo loco poteft, quod, fi in eadem progreffio

ne geometrica capiantur tres termini geometrice

proportionales , adeo nempe , ut prior terminus

fit ad fecundum , veluti eft fecundus ad tertium;

eorundem exponentes tales effe debent, ut fum

ma ex exponentibus extremorum adæquet du

plum exponentis termini medii.

740. Nam ex hypothefi exponentes trium il

lorum terminorum funt termini totidem arith

metice proportionales . Sed trium terminorum

arithmetice proportionalium ea * eft proprietas

præcipua , ut fumma extremorum æqualis fit

duplo termini mcdii. Itaque , fi in progreffione

geometrica capiantur tres termini geometrice

proportionales, fumma ex exponentibus extre

morum æqualis erit duplo exponentis termini

medii.

74i, Quod (iautem progreffio geometria

ab unitate trahat initium fuum , tum item pro

reffio arithmetica incipiatur a zero , ita , et

ipfum zero fit index , feu exponens unita

tis ; licebit , ex duabus iis utriufque progreffio

nis fimul jun&tæ proprietatibus alias etiam deri.

vare , quarum ope facile erit, fuper terminis pro

grcffionis geometricæ additione , & fubtraétio

ne peragere quæcumque multiplicatione, & di

fione effent peragenda.

742. Primo namque , fi multiplicandi funt

per fe mutuo duo quilibet termini progreffioris

geometricæ 5 fatis erit , exponentes eorum ter

minorum in unum addere , & velut produ&tur !

habere terminum illum , qui eam fummam habct

pro fuo exponente , Enim vero generaliter,

quum

]
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quum tales funt ambæ progreffiones 3 quales

paulo ante * eas fuppofuimus ; fumma ex ex- *art.74i.

poneatibus multiplicandi , & multiplicatoris ,

exponenti ipfius produéti æqualis effe debet.

743. Oftendemus autem generalis hujus re

gulæ veritatem in hunc modum. Ex multiplica

tionis definitione, unitas eft ad multiplicatorem

in eadem ratione geometrica, quam habet nul

tiplicandus ad produétum . Quare ex oftenfis *

fumma ex exponentibus multiplicandi , & mul-*art.% 3 7 •

tiplicatoris æqualis erit fummæ ex exponen

tibus unitatis , & produ&i. Sed ex hypothefi

exponens unitatis eft zero. Itaque fumma ex ex

ponentibus multiplicandi , & multiplicatoris fo

lius produ&i exponentem adæquabit. -

744. Secundo, fi dividendi funt per fe mus.

tuo duo quilibet termini progreffionis geometri

cæ $ fatis erit, ex expofienté termini âividendi

fubducere exponentem alterius termini, qui ge

rit vices diviforis , & velut quotientem habere

terminum, qui illud refiduum habet pro fuo ex*

ponente. Nam generaliter, quum tales funt pro

greffiones,quales fuperius * eas fuppofuimus;dif- •art.74* •

ferentia exponentium dividendi , & diviforis

æqualis effe debet exponenti ipfius quotientis.

745. Hujus vero generalis canonis veritas

fic poterit oftendi. Ex definitione divifionis,

divifor eft ad dividendum in eadem ratione

geometrica , quam habet unitas ad quotien

tem . Quare ex oftenfis * fumima ex exponenti- *art.737•

bus diviforis , & quotientis æqualis erit fummæ

ex exponentibus dividendi, & unitatis. Sed ex

Ibypothefi exponens unitatis eft zero . Itaque

£umma exponentium diviforis, & quotieritis æ

3 : quaa
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qualis erit exponenti folius dividendi : & pro

pterea,fi ex exponente dividendi fubducatur ex

ponens diviforis,remanebit exponens quotientis.

746. Tertio, fi aliquis terminus progreffio

nis geometricæ elevari debet ad quadratum,

cubum, aut aliam quamvis poteftatem altiorem;

fatis erit , exponentis illius termini fumere du

plum , triplum , quadruplum, &c., & velut quæ

* fitam poteftatem habere terminum,qui eum mul

tiplicem pro fuo exponente habet . Nam gene

taliter, ubi utraque progreffio eft talis, qualis

*art.74 1• fuperius • pofita eft ; duplum exponentis lateris

dabit exponentem quadrati ; triplum , exponen

tem cubi ; quadruplum , exponentem quadrato

quadrati 5 atque ita deinceps.

747. Neque vero difficile erit, generalis hu

jus regulæ veritatem oftendere . Nam , quum

quadratum oriatur , multiplicando latus per fé

ipfum ; erunt unitas , latus , & quadratum in

„,.,,,. geometrica propgrtione.Quare ex oftenfis • fur

ma ex exponentibus unitatis , & quadrati æqua

Is erit exponenti lateris duplicato . Sed ex hy

pothefi exponens unitatis eft zero . Itaque ex

ponens folius quadrati duplum exponentis la

teris adæquabit.

748. Eadem ratione, quia cubus oritur,mul

tiplicando latus per quadratum ; erunt unitas,

latus , quadratum , & cubus in geometrica pro

•„;.,,;. portione . Quare ex oftenfis * fumma ex ex

ponentibus unitatis , & cubi æqualis erit fum

mæ ex exponentibus lateris , & quadrati . Sed

ex hypothefi exponens unitatis eft zero ; & is

*,.,t. 747. hac eadem hypothefi cxponens quadrati eft • *•

qualis exponenti lateris duplicato . ltaque ex

go
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pones folius cubi triplum exponentis lateris

adæquabit. .

749. Non diffimiliter res oftendetur de po

teftatibus altioribus . Nam quadrato-cubus ,

exempli gratia, oritur ex du&tu quadrati per cu

bum . Quare unitas ad quadratum erit in eadem

ratione geometrica , quam habet cubus ad qua

drato-cubum:proindeque ex oftenfis • fumma ex

exponentibus unitatis , & quadrato-cubi aequa

lis erit fummæ ex exponentibus quadrati , & cu

bi. Sed ex hypothefi exponens ünitatis eft ze

ro; & in hac eadem hypothefi exponens quadra

ti adæquat • duplum , & exponens cubi adæ

quat * triplum exponentis , qui refertur ad la•

tus . Itaque exponens folius , quadrato-cubi

quintuplum exponentis lateris adæquabit.

75o. Denique , fi ex aliquo tcrmino pro

grefïionis geometricæ extrahenda efb radix qua

drata , cubica , aut alterius cujufvis ordinis ; fa- '

tis erit , exponentis illius termini fumere femif

fem , trientem , quadrantem, &c, , & velut quæ

fitam radicem habere terminum , qui eam par•

tem aliquotam habet pro fuo exponente . Nam

generaliter, quum utraque progreffio eft talis,

qualis fuperius • a nobis pofita eft ; femiffis ex

ponentis alicujus quantitatis erit æqualis expo

ponenti fuæ quadratæ radicis, triens exponenti

fuæ radicis cubicæ , quadrans exponenti fuæ ra

dicis quadrato-quadratæ , atque ita deinceps.

75 1. Oftendetur vero generalis hic canon in

hunc modum . Quum progreffio geometrica

incipit ab unitate , & exponens unitatis eft ze

ro , feu nihil ; jam quidem oftenfum eft * , du

plum exponcntis lateris exhibere nobis expo
X 4 {\€I1

*art.7 37•

*4rt.767.

*art.74$.

--_

*4rf.741 •

*4rt.746.
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nentem quadrati,triplum exponentem cubi,qua

druplum exponentem quadrato-quadrati , atque

ita in infinitum. Quare per contrarium omnino

neceffe eft , ut in eadem hypothefi femiffis ex

porrentis datæ quantitatis adæquet exponentem

fuæ quadratæ radicis , triens exponentem fuae

radicis cubicæ , quadrans exponentem fuæ radi

cis quadrato quadratæ , atque ita de aliis.

111. ÄVatara poteffatam, quæ dicumtur perfefta

megativae •

752. C Ognita analogia , quæ exiftit in

ter progreffionem arithmeticam,

& progreffionem geometricam ; haud difficile

modo erit , naturam poteftatum omnium im

"art.71 *• telligere. Et quidem jam vidimus fupra * , qua

tuor dari poffe poteftatum fpecies,nimirum per

'feétas pofitivas, perfeétas negativas, imperfe

&tas pofitivas , & inperfe&tas negativas . Quum

ergo poteftates perfe&tae pofitivæ jam fatisTfu.

perque fupcrius explicatæ fint ; videamus

modo , quæ fit natura earum poteftatum , quæ

dicuntur perfe&tae negativæ , & qua ratione eæ

a perfe&tis pofitivis diftinguantur.

753. Circa poteftates perfe&tas pofitivas,

quæ habent pro fuis exponentibus numeros in

• „,,.,«. tegros , eofque pofitivos, jam illud fupra * fta

tuimus , eas exponentibus fuis defignare, quo

ties quantitas per multiplicationem poni debet:

ita nempe , ut a , feu a: defignet ipfam quanti

tatem a femel pofitam ; a* eandem quantitatem

a pofitam bis , hoc eft produétum , quod oritur,

multiplicando a per fe ipfam ; a3 eandem adhuc

guan
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quantitatem a pofitam ter,five etiam produétum '

ex aa per a ; atque ita de aliis.

754. Inde vero liquet , poteftates perfe&tas

pofitivas , fi ordine fcribantur, progreffionem

geometricam conftituere ; quandoquidem a* eft

ad aa ut a* ad a3; & a* eft ad a3, ut aa ad 44 ; &

a3 eft ad a4; ut a4 ad af; atque ita deinceps. Sed

exponentes earundem poteftatum, ordine etiam

fumpti, progreffionem component arithmeticam;

quippe qui funt ipfi numeri naturales 1 , 2 , 3» 4»

5 , &c., qui ab unitate per unitatis intervallum

in infinitum progrediuntur.

755. Hinc hujufnodi poteftatibus, earun

demq; exponentibus applicari poterunt duo illa

theoremata , quæ de utraque progreffione fimul

jun&ta paulo ante • oftenfa funt. Itaque primo, *art. 737•

fi in ferie poteftatum capiantur quatuor termini 739•

geometrice proportionales, erit fumma ex expo

nentibus extremorum æqualis fummæ ex expo

nentibus mediorum. Et fecundo, fi in eadem

ferie capiantur tres termini in geometrica pro

portione , erit fumma ex exponentibus extre

morum æqualis duplo exponentis termini medii.

756. Jam , fi feriei poteftatum at, a*, a3, a*,

a* , &c. unitas præfigatur , hæc quoque cum ip

fis illis poteftatibus progreffionem conftituet

geometricam ; quum fit, ut 1 ad a* , ita at ad

a*. Sed ejus exponens non alius, quam zero, ef

fe poteft. Nam, quum fint geometrice propor

tionales 1 , ai , a*; erit • fumma exponentium, *art.739•

qui referuntur ad i , & a*, æqualis duplo ex

ponentis , qui refertur ad as : proindeque, quia

duplum hujus exponentis adæquat exponens

folius a* 3 omnino necefíe eft , ut fit zero exa

ponens unitatis, - 757.
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757. Ubi autem exponens unitatis eft zero,

tunc fumma exponentium multiplicandi,& mul

•art.74». tiplicatoris adæquat * exponentem produ&i,

Unde , fi in ferie earum poteftatum duo quilibet

termini per fe mutuo debeant multiplicari ; fatis

erit, in unum addere eorum exponentes , & ve

lut produétum habere terminum illum, qui eam

fummam habet pro fuo exponcnte. Qua ratione

erit a* produ&tum , quod oritur , multiplicando

a* per a3 ; & a? id, quod producitur, multipli

cando a3 per a*.

758. Sed in eadem hypothefi , quod expo

nens unitatis eft zero , exponens diviforis , fub

*art.744. du&tus ab exponente dividendi, relinquit • ex

ponentem quotientis. Quare , fi in ferie earun

dem poteftatum duo quilibet termini per fe mu

tuo dividi debeant 3 fatis erit , ab exponente

dividendi fubducere exponentem diviforis , &

fiabere velut quotientem terminum illum , qui

illiufmodi refiduum habet pro fuo exponente.

- Qua ratione erit a3 quotiens, qui oritur , divi

dendo a* per a* ; & a* quotiens,qui producitur,

dividendo a? per a3.

759. Atque hinc modo haud difficile erit,

naturam intelligere earum poteftatum , quæ di

cuntur perfe&tæ negativæ. Nam , quemadmo

dum a3 eft quotiens , qui oritur , dividendo a$

per a* 3 ita a -* defignare debet quotientem,qui

producitur , dividendo vicißim a* per a*; quan

doquidem , fi ab exponente dividendi a fubdu

catur exponens diviforis y,refiduum erit 2- 5,

hoc eft— 3. Et ob eandem rationem , ficuti a*

eft quotiens, qui oritur, dividendo a? per a3;

ita a -* exhibebit quotientem, qui producitur,

. di
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dividendo viciffim a3 per a?. -

q6o. Jam , fi methodo vulgari dividatur a*

per a* , quotiens fiet a* : a*, five etiam 1 : aa.

Unde, quia idem quotiens exhiberi quoque po

teft per a -3 ; confequens eft , ut a -3 idem fit,

ac 1 : a3. Atque ita quoqüe , fi dividatur as per

a?, prout vulgo divifio peragitur, prodibit quo

tiens a3 : a? , five etiam i : a* . Quare , quum

idem quotiens poffit quoque defignari per a -*;

omnino neceffe eft , ut a -* perinde valeat , ac

I : 44 .

761. Quæ quum ita fint, liquet, poteftates

perfe&tas negativas aliud non effe, quam fra&io

nes , quæ velut numeratores habent unitatem,

velut denominatores vero eafdem illas potefta

tes, confideratas tamquam pofitivas. Qua ratio

ne , ficuti a — 3 idem eft, ac i : a3 ; & a -4 idem,

ac 1 : a* : fic quoque a -1 perinde fignificabit•

ac r : a5 ; & a -? tantundem valebit , ac 1 : a7.

Unde etiam a ~ i idem erit , ac 1 : at , five 1 : a.

762. Ex quo patet , ope earum poteftatum,

quæ dicuntur perfe&tae negativæ , poffe fra&tio

nes quodammodo ad quantitates integras revo

cari. Nam in fra&ione a3 : c* quantitas a3 repe

ritur multiplicata per i : c* : proindeque, quia

1 : ca idem eft • , ac c -* , fcribi poterit loco

• ejus fra&ionis a3 : c* hæc quantitas quodammo

do integra aac -*. Et fimiliter , quia in fra&io

*4r#,761 •

ne a* : bc* quantitas a* reperitur multiplicata» '

non modo per i : c* , verum etiam per r : & $ de

fignari poterit fra&io illa a4 : bca ad inftar quan

titatis integræ in hunc modum a*b -* c ** .

Nam, ficuti 1 : ca idem valet, ac c -a ; ita 1 : &

perinde figuificat, ac $ ~?. -

763.
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763. Sed viciffim,ope earundem poteftatum,

poterunt quantitates integræ quodammodo aú

fra&iones revocari. Nam quantitas integra asc*

producitur, dividendo a3 per 1 : c*. Unde, quia

i : ca idem eft , ac c -* , fcribi poterit loco inte

græ ejus quantitatis a2c* hæc fra&io a3 : c -* .

Et fimiliter, quia quantitas integra a*ba oritur,

dividendo a4 per 1 : b 3 , five etiam a4 per b -3;

defignari ea poterit ad inftar fra&ionis in hunc

modum a4 : b -3.

764. Generaliter autem , ficuti quælibet

quantitas, faltem fubfcripta ei unitate, fuum ha

bet numeratorem, fuumque denominatorem;|ita,

inutato figno exponentis , licebit , transferre

aliquid , five ex numeratore in denominatorem,

five viciffim ex denominatore in numeratorem.

Ita , fi habeatur quantitas a*b : cd , five etiam

a°b: : ci di , & in ea transferendum fit bi ex nu

meratore in denominatorem ; fcribendum eft aa :

cr di b -f . Quod fi vero in eadem quantitate

a* bt : cf dr tränsferri debeat di ex denominatore

in numeratorem, fatis erit,fcribere a*bi d -* : c t.

IV. De poteflatibus imperfe£iis , tam po/ftivjr ,

cam megativir.

765. Q. Uid fibi velint poteftates perfe

4 étæ , tam pofitivæ , quam nega

tivæ ; jam quidem nobis innotuit. Sequitur mo

do , ut naturam oftendamus earum poteftatum,

quæ funt , vel imperfe6tae pofitivae , vel imper

fe&tæ negativæ .. Et quantum ad primas , con

fideremus rurfus , poteftates perfe&tas pofitivas,

ordine difpofitas , progreffionem geometricam

-

Gon
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conftituere ; & earum indices , feu exponentes,

ordine etiam collocatos , progreffionem aliam

arithmeticam componere.

766. Memoria etiam recolamus,geometricam

illam poteftatum progreffionem poffe ab uni

tate fumi fuum initium , quum eandem ratio

nem habeat i ad a* , quam habet at ad a* ; nec

alium effe debere exponentem unitatis , quam

zero, feu nihil , quum fumma exponentium ,

qui referuntur ad 1 , & a* , aequalis cffe debeat

duplo exponentis ipfius at . His enim præmiffis,

facile erit, oftendere naturam earum poteftatum,

quæ dicuntur imperfeétæ pofitivæ.

767. Vidimus namque fuperius*quod,quum

exponens unitatis eft zero , tunc exponens late

*art.746.

ris , duplicatus dat exponentem quadrati , tri- '

plicatus exponentem cubi , atque ita deinceps.

Quare, fi in ferie illa poteftatum quæratur qua

dratum , cubus , aut alia quævis poteftas altio

ris ordinis alicujus termini; fatis erit,fumere du

plum,triplum,quadruplum fui exponentis, & ut

quæfitam poteftatem habere terminum illum,qui

eum multiplicem habet pro fuo exponente. Qua

ratione ipfius a* quadratum erit g4 , cubus a6,

quadrato-quadratum a* , atque ita in infinitum.

768. Similiter demonftravimus fupra*,quod,

ubi zero eft exponens unitatis, femiffis exponen

tis alicujus quantitatis exhibet exponentem fuæ

quadratæ radicis , triens exponentem fuæ radi

cis cubicæ , atque ita deinceps . Quare , fi in

eadem illa ferie poteftatum quæratur radix qua

drata , cubica , aut altioris cujufvis ordinis ali

cujus termini ; fatis erit, fumere femiffem, trien

tem , quadrantem fui exponentis , & ut quæfi

tam

*art.7$e.
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tam radicem habere terminum illum,qui eam par

tem aliquotam habet pro fuo exponente.Qua ra

*ione ipfius a** quadrata radix erit a6 , Tradix

cubica a* , & radix quadrato-quadrata a3.

769. Quod quum ita fit, haud arduum mo

do erit , naturam intelligere earum poteftatum,

quæ dicuntur imperfe&ae pofitivæ. Plane enim,

quemadmodum a* eft quadrata radix ipfius a*,

ita ai : * defignare debet quadratam radicem,

quæ elicitur ex a , five at 5 quandoquidem , fi

cuti exponens ipfius a* eft femiffis exponentis

alterius a4 , ita exponens ipfius a* : * adæquat

femiffem exponentis alterius at . Et fimiliter, fi.

cuti a* eft radix cubica , quæ elicitur ex a6 , ita

at : 3 erit radix cubica , quæ extrahitur ex ai ;

nam , non minus exponens ipfius a* eft tertis

pars exponentis alterius a6 , quam exponens ip

fius as : 3 eft tertia pars exponentis alterius at.

77o. Ob eandem rationem a3 : * defignabit

quadratam radicem ipfius a3 ; a* * 3 radicem cu

bicam ipfius a* ; a3 : 4 radicem quadrato.qua

dratam ipfius a3 ; atque ita de aliis . Quo

circa generaliter poteftates imperfe&tæ pofiti

væ non aliud erunt , quam radices , defignatæ

a denominatoribus earum fraétionum , quæ funt

exponentes talium poteftatum , & extraétæ ex

poteftatibus perfeétis pofitivis , quarum expo

mentes funt nuneratores earundem fra&ionum.

qua ratione, per poteftates imperfe&tas pofiti

vas , ufus fignorum radicalium omnino ex Al.

gebra eliminatur.

771. Superfunt poteftates imperfe&ae nega

tivæ , hoc eft , quæ habent pro fuis exponen

cibus numeros fraétos negativos. Ut harum po

tc
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teftatum naturam oftendamus,notabimus primo,

poteftates perfe&tas negativas, non minus ac eæ,

quæ pofitivæ funt , ordine fumptas , progreffio

nem geometricam conftituere . Jam enim vidi

mus fupra * , a - r , d T * , a ~ 3 , a — 4, &c. pe

rinde valere , ac i : a • 1 : a* • 1 : a3 , i : a* , &c.

Quare, ficuti quantitates iftae i : a, 1 : a*, i : a3,

1T: a4 , &c. progreffionem conftituunt geome

tricam ; fic eandem progreffionem formabunt

quoque quantitates priores a - : » a - * , a - 3,

a - * , &c.

772. Notabimus quoque, quod , licet ex

ponentes harum poteftatum a ~ i , a - * • a - 3,

a - * , &c. fint negativi ; tamen, ordine fumpti,

conftituunt progreffionem arithmeticam , non

fecus ac ii , qui referuntur ad poteftates perfe

&tas pofitivas at, a*, a3, a4,&c. Unde, quia præ

fixa iifdem poteftatibus unitate , hacc pariter

cum iis progreffionem conftituit geometricam;

omnino neceffe eft,ut, etiam relate ad iftiufmodi

poteftates , zero fit exponens unitatis. Nam ali

ter fumma exponentium unitatis , & a - * non

foret æqualis duplo exponentis, qui refertur ad

g ~ t.

773. Hæc vero quum ita fint , liquet, ea o

mnia, quæ locum habent in poteftatibus perfe

&tis pofitivis, obtinere quoque , relate ad pote

ftates perfe&tas negativas. Quocirca , ficuti po

teftatis perfe&tae pofitivæ a* quadratum eft a*,

cubus a6 , quadrato-quadratum a8 , atque ita de

aliis 3 ita quoque poteftatis perfe&tæ negativæ

a - * quadratum erit a'- 4, cubus a — 6 , qua

drato-quadratum a - *, atque ita deinceps. Pa

riterque , ficuti poteftatis perfe£tæ pofitivæ a**

ra

*art.761.
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radix quadrata eft a6 , radix cubica a4 , & radix

quadrato-quadrata as ; fic pariter poteftatis pet

fe&tæ negativæ a - : a radix fecunda erit a -$,

radix tertia a - * , & radix quarta a ~ 3.

774. Unde porro , quemadmodum at : *,

ai : 3 , at : 4 funt radices quadrata , cubica,

quadrato-quadrata ipfius a:;ita a - i : *,a - i : 3,

a - : : 4 erunt radices cognomines ipfius a - v.

Pariterque, ficuti aa : 3 , a3 ; * , a* : * funt ra

dices tertia , quarta , quinta ipfarum u*» a3, a*;

ita a - a : 3, a — 3 2 4, a - 4 : 5 erunt radices non

diffimiles ipfàrum a - * , b — 3 , a - *. Qugre ,

quum a - * , a — 3 , a - * perinde valeant , ac

1 : a* , 1 : a3 , 1 : a* ; liquct , a - a : 3 e(Te radi

cem cubicam fraétionis 1 : a* , a — 3 : • radicem

quadrato-quadratam fra&ionis r : as, & a - 4: *

radicem quadrato-cubicam fra&ionis 1 : a*.

, 775. Jam , quæcumque radix ex unitate fit

extrahcnda , ea erit ipfa unitas. Quocirca pote

ftates imperfe&tæ negativæ generaliter non aliud

erunt, quam fraétiones, habentes pro fuis nume

ratoribus unitatem, & pro denominatoribus eaf.

dem illas radicales , quas eæ poteftates defigna

rent , fi utique effent pofitivæ . Ita a* : s idem

eft , ac vaaa : proindeque a - a : 3 tantundem

valebit , ac r : v3a2 . Similiter a3 : « idem eft,

ac v4a3 ; ideoque a T 3 : * perinde fignificabit,,

ac r : v*43.

776. Mediantibus ergo poteftatibus imper

fe&tis , radicalia figna omnino ex Algebra elimi

nare licebit. Nam quadrata radix , exempli gra

tia,quantitatis a, ficuti vulgo exhibetur per va,

fic poterit defignari ad inftar poteftatis jxhunc

modum at : *.Et fimiliter radix cubica quantita

tis
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tis a* , quæ vulgo defignatur per v3a* , formam

induens poteftatis , exprimi poterit per a* : 3.

Sed, fi quæratur quadrata radix ipfius ab , five

at åt ; ea erit a* : * b* : a. Pariterque , fi extra

henda fit radix cubica ex a3b,five etiam ex a*65 ;

erit aa : 361 : 3 radix ifta.

V. Gemeffs aliarum poteßatum , &• calculas

- omniam per expomemter.
-

777. E. X iis, quæ ha&enus di&a funt,

abunde, opinor, liquet, quæ fit

natura poteftatum omnium, quodve difcrimen

inter eas . Verum , ut genefis aliarum potefta

tum clarior evadat, confideretur primo velim,

quod , ficuti progreffio geometrica poteftatum

vulgarium a* , a* , a3, a*, &c., continuata ver

fus at , primo per unitatem , tum per terminos

iftos 1 : a , 1 : 0* , 1 : a3 , 1 : a* , &c. excurrit;

fic progreffio arithmetica fuorum exponentium

1, 2, 3, 4, &c. , continuata verfus 1 , primo qui

dem per zero , deinde vero per numeros negati

vos -• 1 ,-* 2 , - 3 , •-•4 , &c. promovetur.

778. Hinc ergo facile erit intelligere , de

bere effe zero exponentem unitatis , & — i ,

~ 2 , •-• 3 • -• 4, &c. exponentes terminorum

1 : a , 1 : a* , 1 : a3 , 1 : a* , &c. Unde, fi alii ifti

termini per fuos exponentes effent defignandi;

oporteret,unitatem quidem exhibere per a*,ter

minos vero alios 1 : a , 1 : a* , 1 : a3 , 1 : a*, &c.

per a - s , a - * , a ~ 3 , a - * , &c. : proinde

que oriuntur poteftates perfe&tæ negativæ, quo

tiefcumque progreffio geometrica poteftatum

7öm.1. Y vul



3 3 $ ALGEbrae ELEMENTORuxa

vulgarium at , a* , a3, a4 , &c. continuatur verè

fus at.

779. Inter terminos porro ejufdem progref.

fionis geometricæ , utrinque continuatæ, nihil

prohibet, quin infiniti alii interponantur. Li

cebit enim , inter duos quofque terminos ejus

progreffionis , five unam , five duas , five quot

vis alias medias proportionales interponere ; nec

ideo progreffionis geometricæ naturam amittet.

Sed interpofitorum terminorum exponentes ha

bebuntur , fi alii totidem interjiciantur inter

terminos progreffionis arithmeticæ, quæ eft fe

des, feu locas exponentium. -

78o. Ita , fi intcr duos quofque terminos

. progreffionis geometricæ una media proportio

nalis interponatur ; iftæ erunt va , va3 , vas,

va?, &c. , quum ab unitate afcendimus ad po

teftates perfe&tas pofitivas ; & i : va , i : va3,

1 : va* , i : va7, &c., quum viciffim ab unitate

ad poteftates perfe&tas negativas defcendimus,

Unde , relate ad primas, exponentes;erunt i : a,

3 : 2 , 5 : 2 , 7 : 2 , &c. 5 relate vero ad fecun-.

das,erunt exponentes-• 1 : 2,- 3 : 2, -5 : 2,

•-7 : 2 , &c. ; proindeque , adhibitis exponen

tibus , primæ quidem per a* * * , a3 : a , ai : *,

a7 : a , &c., fecundæ vero per a - r : a,a - 3 : *,

a - s : a , a — 7 ; * , &c. debent exhiberi.

781. Eadem ratione , fi inter duos quofque

terminos progreffionis geometricæ duæ mediæ

proportionales interponantur ; ifta: erunt v34,

v/3α* 3 v(3a*, v3a5 ; v3a7, v3a8 ; v3a: o , v441 r;

&c. , afcendendo ab unitate ad poteßates perfe

&tas pofitivas 5 & 1 : vaa , i : vaa* 5 1 : v3a*,

a : v*453 V : v3a*, 1 : v*a*j i : väai9,1 : vaai *#

&c.
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&c. ; defcendendo ab unitate ad poteftates per- .

fe&tas negativas. Quare, in ordine ad primas, ex

ponentes erunt 1 : 3 , 2 : 3 ; 4 : 3 , 5 : 3 5 7 : 3,

8: 3 3 1 o : 3-, i 1 : 3 ; Stc. ; in ordine vero ad

fecundas , erunt — i : 3 ; -• 2 : 3 ;— 4: 3, •-•

5 : 3 5 •-• 7 : 30—8 : 33—1® : 3,—1 1 : 35&c.: &

propterea, ope exponentium, primæ quidem per

at : 3 , aa : 35a4 : 3 , a3 : 3; a7: 3 , a8 : 3 5 a 1 o : 3,

at t : 35 &c.,fecundæ vero per a - : : 3, a - * : 3;

a — 4: 3 , a - * : 35 a - 7: 3, a — 8: 3;a - : • : 3,

a - : : : 33 &c. forent repræfentandæ.

782. Quæ quum ita fint , liquet, oriri pote

ftates imperfe£tas, five pofitivas , five negativas,

quotiefcumq5 inter terminos progreffionis geo

metricæ poteftatum vulgarium , utrinque con

tinuatæ , interponuntur termini alii. Sed, quum

fiaec fit genefis aliarum poteftatum , perfpicuum

eft quoque , in una eademque progreffione geo

metrica omnes omnino poteftates includi. Et

quoniam in hac eadem progreffione reperitur

unitas , quæ non alium in ga exponentem ha

bet , quam zero ; licebit , calculum poteftatum

omnium , adhibitis exponentibus , paulo fim

plicius in hunc modum abfolvere.

783. Nimirum primo , quantum ad multi

plicationem duarum poteftatum unius, ejufdem

„ que quantitatis ; licebit, eam inftituere , adden

do fimul exponentes datarum poteftatum , &

fcribendo fummam pro exponente produ&i. Ita,

ad multiplicandum a* per a3, fcribendum eft as ;

quia exponentes 2 , & 3 fimul additi conficiunt

$ . Similiter , ad multiplicandurn a* per a - 3,

fcribendum eft a* ; quia fumma exponentium

s , & •-• 3 eft 2. Atque ita quoque , ad multi

Y 2 pli.
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plicandum a* per a: : *, fcribi debet a* * *; quis

2 , & i ; 2 fimul funt 5 : 2 . Tandemque erit

a - 3 : a produ&tuni , quod oritur, multiplican

do a - * per a* : *; quandoquidem- a , & 1 : 2 *

fimul funt —• 3 : 2.

784. Secundo, quantum ad divifionemdua

rum poteftatum unius , ejufdemque quantita

tis , poterit ea inftitui , fubducendo a fe mutuo

exponentes datarum poteftatum , & fcribendo

refiduum pro exponente quotientis . Ita , ad

dividendum a* per a* , fcribendum eft a3 ; quia

exponens 2 , fubduétus ab exponente 5 , relin

quit 3 . Similiter, ad dividendum a* per a - a,

fcribendum eft a* 3 quia , fi ex exponente 2 fub

ducatur exponens—• 3 , refiduum erit 5 . Ea

dem ratione , ad dividendum a* : a per aa , fcri

bi debet a* * * 5 quia, fi ex 5 : 2 fubtrahatur 2,

refiduum fiet 1 : 2. Atque ita demum erit a - *

quotiens , qui oritur , dividendo a — 3 : a per

a* : *;quandoquidem 1 1 2,fubduétus ex — 3 : 2,

relinquit— 4: 2 , five— 2.

' 785. Tertio , quantum ad formationem po

teftatum vulgarium , fiet ea , fi exponens dats

quantitatis toties accipiatur , quot funt uni

tates in exponente poteftatis , ad quam illa eft

elevanda . Ita quantitatis a* quadratum erit

a* , cubus a6 , & quadrato-quadratum a* ;

nam ejus exponens 2 , fumptus bis facit 4, fum

É; ter facit 6 , fumptus quater facit 8. Simi

iter quantitatis a - * quadratum erit a — 4, cu

bus a T 6 , & quadrato-quadratum a — 8 ; quan

doquidem , funicndo bis , ter, quater exponen

tem ejus— 2 , oriuntur numeri -• 4 , —• 6 ,

*-i 8 , Et ob eandem rationem erunt a8 , a3 : *}

4*
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:

&* confimiles poteftates quantitatis a: : • ; &

a - r , a - a : * , a - * poteftates cognomines

quantitatis a - : : *•

786. Denique , quantum ad radicum extra

&tionem , inftituetur ea , fi ex exponente datæ

poteftatis ea pars capiatur, quam denominat ex

ponens radicis extrahendæ . Ita quantitatis &*

quadrata radix erit at , radix cubica a* * 3 , ra

dix quadrato-quadrata a 1 : * 5 nam fui expo

nentis 2 femiffis eft 1 , triens eft x : 3, quadrans

eft 1 : 2 . Similiter quantitatis a ~ 2 radix

quadrata erit a - * , radix cubica 4 - * : 3 , ra

dix quadrato. quadrata a - * * *; quandoquidem

femiffis , triens, quadrans fui exponentis - 2

funt -• 1 , ~ 2 : 3 ,— i : 2 . Et ob eandem

rationem erunt at : 4 , at : 6, a: : * confimiles

radices quantitatis at : a 5 & a - i : *, a * i : 6»

» - : : 3 radices cognomines quantitatis a-* * *.

787. Pendent autem hæc omnia ex iis , quæ .

fuperius circa quatuor hafce operationes often

fa funt . Nimirum , quod , ubi exponens unita

tis eft zero , tunc neceffe eft ; primo , ut fumma

exponentium multiplicandi , & multiplicatoris

adæquet * exponentem produ&i 5 fecundo, ut

exponens diviforis , fubdu&tus ab exponente

dividendi , relinquat * exponentem quotientis; •„,,., 44.

tertio , ut duplum exponentis lateris adæquet

• exponentem quadrati , triplum exponentem *art.y4s,

cubi , quadruplum exponentem quadrato-qua

drati , atque ita deinceps ; & quarto demum, ut

femiffis exponentis alicujus quantitatis adgquet* ., -

exponentem fuæ quadratæ radicis , triens expo- art.75o,

nentem fuæ radicis cubicæ , quadrans exponen

tem fuæ radicis quadrato-quadratæ , atque ita

ininfinitum , Y a 788,

*ar*.#4A.
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788. Præterea , quum fra&iones , per pote

*art. 762. ftates negativas , poffint quodammodo * ad

' quantitates integras revocari ; nolo hic reticere,

fiujufmodi artificio poffe calculum fra&ionum ,

iifdem omnino regulis perfici , quibus quantita

tum integrarum calculus inftituitur . lta , fi

oporteat multiplicare a* : b per c* : d ; revoco

primum fra&tiones iftas a* : b, ca : d ad quantita

tes integras aa b - * , c*d- • ; & fiet produétum

quæfitum a*b - * c*d- k , quod reducitur ad

a*ca : bd. Similiter, fi dividere oporteat a3 : c

per ba : d ; exprimo prius fra&tiones iftas a3 : c,

&* : d ad inftar quantitatum integrarum in hunc

modum a3c - : , &*d - s ; & fiet quotiens quæ

fitus a3c - * : ò*d- * , qui perinde valet , ac

a3d : bac.

789. Denique , confiderando quantitates

radicales, velut poteftates imper fe&tas, facillime

*art.154. ihtelligitur veritas regulæ , fuperius * traditæ,

pro reducendis radicalibus ad eandem denomi

nationem.Jam enim radicales duæ va , & v3b,

redu&tæ ope ejus regulæ ad idem nomen , fiunt

v6a3, & v6b* . Plane vero, quum -a idem fit,

ac ai : *, & v3b idem, ac bi : 3 ; pro earum radi

calium redu&tione non aliud fieri debet, quam

revocare ad eandem denominationem fra&iones

duas 1 : z , & i : 3 , quæ funt earundem expo

nentes. Unde,quia fra&iones duæ 1 : 2, & i : 3,
redu&tæ ad idem nomen, evadunt 3 : 6 , & 2 : 3; I

erunt ai : * , & bt : 3 idem ac a3 ; 6 , & ba : 6 ;

hoc eft idem, ac v*a*, & v«4*. T
|
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ά

C A P Ul T II.

Poteffatum va&arium fórmala gemeralis.

79o. E X iis, quæ de formatfone pote

ftatum vulgarium fuperius di&a

fünt , perfpicuum eft , quantitatem , ex duabus

partibus compofitam , non una , eademque re

gula ad poteftatem quamvis evehi poffe ; fed alia

quidem opus effe , pro elevanda ea ad quadra

tum ; alia , pro elevanda a*cubum ; & alia de

mum, pro elevanda eadem quantitate ad potefta

tem aliam fuperiorem . Itaque , quum pro fingu

lis poteftatibus totidem regulæ diverfæ requi

rantur 5 erit equidem compendii, numquam fàtis

deprædicandi , fi quæ poffit formula generalis

excogitari , quæ ad omnem quamcumque pote

ftatem fe extendat.

791. Et quidem, ubi quantitas eft fimplex,

facile quidem erit , una eademque expreffione

omnes ejus poteftates exhibere. Ut enim quili

bet numerus poteft generaliter, ac indefinite

repræfentari littera m ; fic , fcribendo a* , jam

omnes poteftates exhibentur , ad quas evehi po

teft quantitas fimplex a , Ponatur namque m

aequalis unitati ; & fiet a*dem , ac 4* . Pona

tur deinde m æqualis binario ; & o* perinde va

lebit , ac a* . Atque ita quoque , fi pro m fuc

ceffive fcribantur 3 , 4, 5 , &c. ; fient a3, a*, a*,

&c. valores ipfius a^.

792. Sed non perinde res eft , quum quati

gitas duabus ex partibus conftat. Nam, fi ad de

Y 4 figuan
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fignandam quamcumque poteftatem quantitatis

binomiæ a + b, fcribi velit (a + b )* 5 genera

Ii ifta expreffione optatum finem nequaquam af

fequemur . Ponatur enim , exempli gratia , ex

ponens generalis m æqualis binario . Et licet

( a -+- b jn evadat in höc cafu ( a -+- δ )* 5 non

tamen cognitæ fiunt , ac exploratæ partes , ex

quibus componitur quadratum ipfius a + b .

Itaque formula generalis, relate ad quantitatefn

bimembrem a + b, talis fit oportet , ut ope ejus

partes cujufcumque fuæ poteftatis ftatim ha

beantur.

1. 7'ermimorum 2f/,a. poteftatis generalis

expreffio.

793. Uum quantitas eft bimembris,

- quæcumque ejus potcftas , non

modo plures partes , feu terminos involvit , fed

quifque horum terminorum fuum habet coeffi

cientem. Unde , pro conficienda formula gene

rali , quæ ad omnes omnino poteftates fe exten

dat, duo quidem erunt nobis oftendenda. Pri

mum, qua ratione defignari debeant generaliter,

ac indefinite termini cujufcumque poteftatis

ex quantitate bimembri. Deinde , quo paéto ge

neraliter, ac indefinite fint defignandi coefficien

tes eorum terminorúh.

794. Sane in formatione poteftatum, quod

potiffimum difficultatem facit, eft inventio coef.

ficientium , quibus afficiendi funt termini ipfa.

rum poteftatum . Nam , quantum ad ipfos ter

minos, habentur ii nullo negotio, fi conftituan

tur duæ progreffiones geometricæ , quarum

- IJI1&
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una a quæfita primiæ partis poteftate defcendat.

per poteftates inferiores ufque ad unitatem , al

tera viciffim ab unitate afcendat per omnes infe

riores poteftates ufque ad quæfitam poteftatem

partis alterius ; & termini unius progreffionis

ordine multiplicentur per terminos alterius.

795. Ut fi velim , exempli gratia, invenire

terminos cubi ex quai*tate binomia a + b,con

ftituo primum duas progreffiones geometricas;

quarum una defcendat a cubo prioris partis a

per poteftates inferiores ufque ad unitatem ; al

tera viciffim afcendat ab unitate fimiliter per po

teftates inferiores ufque ad cubum partis alterius

b.Jamque harum progreffionum prior erit a3, a*,

a, i ; altera 1, b, b*, b3. Multiplico deinde ter

minos unius progreffionis ordine per terminos

alterius ; & quantitates , inde ortæ, a3 , a*b»

ab* , b3 erunt termini cubi quæfiti.

796. Similiter, fi inveniendi fint termini,

quos continet quadrato-cubus , feu quinta po

teftas ejufdem quantitatis binomiæ a + b , for

mentur prius duæ progreffiones geometricæ ;

quarum una a quadrato-cubo ipfius a defcendat

per poteftates inferiores ufque ad unitatem, ita,

ut fit a*, a4, a3, a*, a, 1; altera viciffim ab uni

tate per poteftates inferiores afcendat ufque ad

quadrato-cubum ipfius b, ita , ut fit 1 , b, ba,

b3, b *, b*. Multiplicentur deinde termini unius

progreffionis ordine per terminos alterius 3 &

quæ inde oriuntur quantitates a£ , a4b, a3b*.

a*b3 , ab* , b; , erunt termini quadrato-cubi

quæfiti. -

797. Eadem ratione, fi quæftio fit de inve

diendis terminis feptimæ poteftatis ejufdem

- - quan
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*art.794.

quantitatis bimembris a+ b, fiant duæ progref

fiones geometricae ; quarum una a feptima pote

ftate prioris partis a defcendat per póteftates in

feriores ufque ad unitatem 5 altera viciffim ab

unitate per poteftates inferiores afcendat ufque

ad feptimam poteftatem partis alterius &. ifta

rum ergo progreffionum prior erit a7,a6, ar, g«,

a3, a*, a, 15 pofterior 1, ®*, 83,b*, br, b6, 57.

Multiplicentur poftea termini unius progrefTio

nis ordine per terminos alterius ; & fient termi

ni quæfitae poteftatis quantitates, quæ inde pro

ducuntur , a7, a6b, a*&*, a4b3, a3b*, 4*4*, ab*,

47.

798. Jam ex hac methodo determinandi ter

minos cujufcumque poteftatis ex radice binomia

colligere licct primo , in unaquaque poteftate

terminorum numerum defignari ab exponente

ipfius poteftatis , au&to unitate una. Narn ha

bentur * termini cujufque poteftatis, multipli

cando per fe invicem terminos duarum progref

fionum geometricarum 3 quarum una a quæfita

poteftate partis prioris defcendat per omnes po

teftates inferiores ufque ad unitatem 5 altera per

contrarium ab unitate afcendat per omnes po

teftates inferiores ufque ad quæfitam poteftatem

partis alterius. Itaque , quia numerus termino

rum in utraque progreffione defignatur ab ex

ponente poteftatis , au&to unitate una 3 defigna

bit idem exponens , unitate au&tus, numerum

terminorum quæfitæ poteftatis.

/99. Colligere licet fècundo, in terminis

extremis cujufque poteftatis ex radice binomia

contineri tantummodo poteftates partium ejuf

fiem ordinis cum illa, de qua agituri in terminis

- 4UU*a
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autem interniediis contineri poteftates omnes

inferiores earundem partium,per fe mutuo inver.

fo ordine multiplicatas . Nam ex duabus illis

progreffionibus geometricis , quarum ope ter

mini cujufque poteftatis inveniuntur , una qui

dem a quæfita primæ partis poteftate defceiidit

ad unitatem ufque per poteftates omnes inferio

res ; altera viciffim ab unitate per eafdem pote

ftates inferiores afcendit ufque ad quæfitam po

teftatem partis alterius . Unde quæfitae potefta

tes partium multiplicantur per unitatem, earun

dem vero poteftates inferiores multiplicantur

per fe mutuo ordine inverfo.

8oo. Colligcre licet demum , terminos cu

jufque poteftatis ex radice aliqua bimembri

progreffionem geometricam conftituere , pto

gredientem in ea ratione , quam habent ipfæ ra

dicis partes inter fe ,. Notum eft enim , quod

fi termini unius progreffionis geometricæ multi

plicentur per terminos alterius progreffionis

geometricæ, produéta progreffionem aliam fimi

Iiter geometricam conftituunt. Itaque , quia ad

inveniendos terminos cujufcumque poteftatis

ex radice aliqua binomia , multiplicandi * funt *art.79A*

termini unius progreffionis geometricæ per ter

minos alterius 3 omnino neceffe eft, ut ipfi ejus

poteftatis termini progreffionem aliam pariter

geometricam componant.

8oi. Sed ex eadem methodo colligere quo

que licet , qua ratione termini cujufque potefta

tis ex radice bimembri generaliter, ac indefinite

poffint defignari. Oporteat enim, invenire ter

minos poteftatis ex a+ b, cujus exponens ge

Veraliter , ac indefinite fit aumsrus pa . Confti*

$ueqe
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tuendæ funt ergo duæ progreffiones geometri.

cæ : quarum una ab ea poteftate partis a , quam

defignat numerus m , defcendat per poteftates

omnes inferiores ufque ad unitatem ; altera vi

ciffim ab unitate per poteftates omnes inferiores

afcendat ufque ad eam poteftatem partis alterius

&, quæ habet pro fuo exponente eundem nume

rum m . Unde iftarum progreffionum una erit

am , am- r , am- a , a* — 3 , a* — 4, &c. altera

1 , b, b *, b3, b*, &c. Multiplicentur poftea ter

mini unius progreffionis ordine per terminos

alterius ; & fient termini quæfiti quantitates,

quæ inde oriuntur,a*, a*- ■ b,a*-*&*,a*-abs,

qm - 444 • &c. -

8oz. Verum quidcm eft , quod termini ifti

videntur effe numero infiniti;attamen,quum ex

ponens generalis m determinatur, multitudo eo

rum evadit finita. Eo namq;determinato,neceffe

eft tandem pervenire ad terminum aliquem , in

quo exponens poteftatis, ad quam afcendit pars

prior radicis a , eft zero , feu nihil. Plane vero,

quum ad hujufmodi terminum perventum eft,

non amplius progredi licet; quia ea poteftas tan

tundem valet,ac unitas.Ita,fi ponamus exponen

tem generalem m binarium repræfentare, prior

terminus erit a*, fecundus ab, tertius autem b*s

nam a*- * , quum idem fit , ac ae , non differt

ab unitate: proindeque termini quæfiti erunt a*.

ab, b*. Similiter, fi ponatur m æqualis ternario,

prior terminus erit a3 , fecundus aab , tertius

ab* , & quartus b3; quandoquidem a*- 3, quum

fit idem , ac a° , tantundem valet, ac unitas : &

propterea quæfiti termini erunt a3, a*b, ab-, ba?

8o3. Cæterum, quod quantitas elevata ad

- .. • * - Po
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poteftatem , cujus exponens fit zero, tantundem

valet,ac unitas,id liquet ex eo,quod fuperius* o- •art.y*«,

ftenfum eft: fcilicet, quod, unitate inter potefta

tes collocata, non alius effe debet ejus exponens,

quam zero , feu nihil. ldem autem licebit etiam

exinde deducere,quod munus.exponentis fit*de- *art. y«.

fignare , quoties quantitas poni debet per mul

tiplicationem in eo termino , in quo reperitur.

Hinc enim fit , ut quoties habetur a° , five 1 ao,

quantitas a nullies in hoc termino poni debeat;

proindeque 1 a* idem erit , ac i . Ex quo facile

modo erit intelligere , quod licet idem fit valor,

tam ipfius a° , quam ipfius b• , non hinc tamen

colligi poteft , quantitates a , & b æquales effe

inter fe ; quandoquidem hujufmodi quantitates

apparenter tantum in iis terminis continentur.

II. 7'abulae , termimorum cujufque poteflatis

coefficientes exbibentis , conflitatio.

8o4. Uo pa&to termini cujufcumque

poteftatis ex radice aliqua bind

mia poffint generaliter , ac indefinite defignari;

jam quidem nobis * innottit. Videndum eft mo- - - • -

áo, qua ratione coefficientes eorundem termino- ******** *

rumeadem univerfalitate exprimú queant. Hunc

in finem exhibeantur prius in tabula aliqua or

dine coefficientes illi, prout ad terminos cujufq;

poteftatis referuntur ; & fedulo perpendamus,

num aliqua iis infit proprietas generalis , qua

mediante generaliter etiam eos exprimere liceat.

8o5. Itaque in columnis horizontalibus fe

quentis tabulæ collocentur ordine coefficientes

terminorum cujufque poteftatis :. nimirum in

,pri
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jjrima coefficientes terminorum poteftatis primæ

1, 1 ; in fecunda coefficientes terminorum pote

ftatis fecundæ 1 , 2 , 1 ; in tertia coefficientes

terminorum poteftatis tertiæ 1 , 3, 3, 1; in quar

ta coefficientes terminorum poteftatis quartæ 1 ,

4, 6, 4, 1 5 atque ita deinceps . Jamque in pri

ma columnarum verticalium ejufdem tabulæ erit

coefficiens primi termini cujufque poteftatis ; in

fecunda coefficiens termini fecundi ; in tertia

coefficiens termini tertii ; atque ita in infinitum.

I 1 O I O o, I o O i O | Q

-I _•I • -I-• 1 • • II•-•I-I *-•I•-•

I I* 2 I I I O I O I O I O I O I O I

•_•]•_ I - •II- I-I- aI •- •I•-•I•-•

I. 3 3 I I o O I O I O I O

-•I• • 1- • ■_•I • •I- I - • I- •I•-•

1 || 4 || 6 || 4 | i I o I o I o I o

-|-|-|-|-|— ■*-•]-*[•—•

i || 5 | i o I io] 5 [ 1 ] o I o I o

-|- |-|- | • • 1•-• 1 •-•[•—•]•—•

1 || 6 || 15 [2o] i 5| 6 || 1 I o I o

•_•I • • I • • 1-1 • • 1•-• I • •!• •!•-•

1 1 || 7 | 2 1 [35] 35] 2 1 || 7 | 1 I o

-l-M- 1-!-l-.l•—•!.—•l•-•

1 ] 8 l 28I;6!7o 156|28| 8 ] 1

8o6. Hinc tabulæ hujus ftru&ura talis

erit, ut numeri , exiftentes in quacumque colu

mna horizontali , defignent ordine coefficientes

terminorum ejus poteftatis , quam columnæ lo

cUIS
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cus oftendit ; numeri vero, exiftentes in quaque

columna verticali defignent ordine coefficientes,

qui in fingulis poteftatibus ad eum terminum

' referuntur, quem locus indicat cjufdem colu

mnæ . Unde eo res redit , ut inquiramus, an

numeri cujufque columnæ verticalis aliquam

habeant proprietatem , cujus ope poffint ge

neraliter , ac indefinite defignari.

8o7. Et quidem in tabula ifta termini prioris

columnæ verticalis conftituunt feriem unitatum,

termini fecundæ columnæ conftituunt feriem

numerorum naturalium , ac demum termini alia

rum columnarum tales funt , ut quilibet ex iis

in quaque columna æquetur fummæ omnium

fuperiorum columnæ præcedentis. Unde , ficu

ti , ope hujus proprietatis , tabula ipfa nullo ne

gotio poteft in infinitum continuari ; ita exinde

colligere licct , quod , ad inveniendum optatum

quemcumque terminum in quavis aliarum colu

mnarum , fatis eft , in unum addere omnes ter

minos fuperiores , qui funt in columna præce

dente.

8o8. Sed exinde colligi quoque poteft, nu

meros, qui funt in aliis columnis verticalibus

ejufdem tabulæ , effe numeros figuratos primi

generis.Jam enim in iis columnis numerus quif

que oritur ex colleétione numerorum fuperio

rum columnæ præcedentis. Itaque , quia in fe

cunda columna adfunt numeri naturales , qui ex

continua unitatum colle&ione oriuntur 5 omni

no neceffe eft * , ut in tertis columna reperian

tur numeri , conftituentes in primo genere pri

mum ordinem figuratorum ; in quarta numeris

conftituentes in eodem genere fecundum ordi

■Crra

-

*art.yy?.
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nem figuratorum ; atque ita deinceps.
3og. Neque vero difficile erit oftendere,

conftítutionem tabulæ prædiétæ talem effe opor

tere , qualem modo defcripfimus .Jam enim ex

genefi poteftatum vulgarium • fuperius tradita,

ûanifeítum eft , unamquamque harum potefta

tum oriri , multiplicando poteftatem proxime

præcedentem per radicem , ad quam refertur.

itaque omnino neceffe eft , ut fi cgefficientes tet.

minorum alicujus poteftatis , quibus cyphra fit

præfixa , addantur ordine cum iifdem coefficisn

tibus, quibus eadem cyphra fit poftpofita»orian

tur coefficientes terminorum poteftatis prox ime

fequentis.

81 o. Ita quadratum , feu fecunda poteftas

radicis binomiæ a+ b oritur, muitiplicando pri

mam ejus poteftatem 1 a -+- 1 b per radicem ipfam

a + b . Unde , fi fiat multiplicatio , & produ

&ta partialia homogenea , hoc eft iifdem litteris

notata , in eodem loco fcribantur ; abunde con

ftabit, coefficientes terminorum quadrati 1 , 2, 1

oriri , addendo coefficientes primæ poteftatis,

2ero habentes in principio, o • 1 , 1 ordine cum

iifdem coefficientibus , zero habentibus in fine,

I • I • O •

8 1 1. Similiter cubus, feu tertia poteftas ra

dicis binomiæ a + b producitur , multiplicando

quadratum 1 a* + 2ab + 1 b* per radicem ip

fam a+ b. Quare , fi in multiplicatione peragen

da fcribantur in iifdem locis produ&ta illa partis

lia , quæ homogenea funt; liquido patebit, coef

ficientes terminorum cubi 1, 3, 3, 1 prodire, ad

dendo coefficientes quadrati , zero habentes in

principio,o, 1, 2, 1 ordine cum iifdem coefficien

fi
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.

tibus, cyphram habentibus in fine 1, 2, 1, o.

81 2. ld vero quum ita fit, liquet, coefficien

tes terminorum cujufque poteftatis ex radice bi

nomia haberi , fi præfixa, ac poftpofita cyphra

iis coefficientibus , qui referuntur ad terminos

poteftatis præcedentis, addatur quifque eorum

cum fuo fubfequente.Nam hac ratione,non aliud

efficitur, quam coefficientes iftos , cyphram ha

bentes in principio, addere , cum iifdem coeffi

cientibus , cyphram habentibus in fine.

8 1 3. Ut, quoniam coefficientes terminorum

fecundæ poteftatis , habentes cyphram , tam in

principio , quam in fine , funt o, 1, 2, 1, o;fient

coefficientes terminorum tertiæ poteftatis o+1 ,

1 + 2 , 2 + 1 , 1 + o 5 hoc eft 1, 3, 3, 1 . Et fi

militer , quia ifti coefficientes , quum cyphram,

utrinque habent , funt o, 1 , 3 , 3 , 1 , o; erunt

coefficientes terminorum quartæ potcftatis o-i- i

1 + 3, 3 + 3* 3 + 1, 1 + o; hoc eft 1 , 4, 6,4,1 •

814. Hinc , fiquidem tabula coefficientium

conftruatur in hunc modum , proprietas ejus

hæc erit , ut quilibet terminus cujufque colu

mnæ verticalis adæquet, & fibi imminentem ter

minum, & qui ad dexteram hujus reperitur. Un

de , quia in prima columna verticali adeft feries

unitatum ; omnino neceffe eft , ut in fecunda

columna reperiantur numeri naturales , qui per

continuam unitatis additionem oriuntur.

8 1 5. Jam aliæ columnæ verticales fimiliter

ab unitate fuum funiunt initium;fed unaquæque

ex iis eft uno termino depre(fior fua præcedente.

Quare in iifdem columnis non poterit quifque

terminus adæquare , & terminum fibi imminen

fem , & eum , qui ad dexteram hujus reperitur,

7öm.I. Z nifi

*
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nifi adæquet eodem tempore terminos omnes fu

periores columnæ præcedentis : proindeque ter

mini cujufque aliarum columnarum orientur ex

colle£tione continua terminorum fuperiorum,

qui in præcedente columna reperiuntur.

lll, Coefficientium terminoram cujafque pote

/latis expreffio generalis.

816, C Ognita conftitutione tabulæ,ter

minorum cujufque poteftatis

coefficientes exhibentis ; videamus modo , qua

ratione iidem coefficientes poffint generaliter, ac

indefinite repræfentari. Et quidern , fi loca va

cua columnarum verticulium cyphris replean

tur , habebit in principio unam cyphram tertia

columna , duas cyphras quarta , tres cyphras

quinta, atque ita deinceps. Unde, fi in fingulis

columnis capiantur tot termini , quot defignat

numerus m ; multitudo terminorum fignifican

tium erit m , tam in prima, quam in fecunda co

lumna; fed erit m- 1 in tertia, m — 2 in quar

ta , m •-• 3 in quinta , atque ita in infinitum.

817. Id vero quum ita fit , facile erit , defi

gnare generaliter, ac indefinite terminum quem

cumque cujufque columnæ verticalis . Nam ,

quantum ad primam columnam , quia in ea ha

betur feries unitatum , quæ nulîàm habet cy

phram in principio ; defignabit ipfà unitas ter

minum quemcumque ejus columnæ. Quantum

vero ad fecundam, quia in ea exiftit fefies nu

merorum naturalium , cui fimiliter nulla cyphra

eft præfixa;fi proponatur inveniendus terminus,

qui occupet locum, defignatum a nu; m .

cxlll
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exhibebit idem numerus m terminum , quem

oportet invenire, -

818. Quantum autem ad alias columnas,ne

que etiam difficile erit,in iis terminum quemcum

que generaliter , ac indefinite defignare. Quum

enim in columnis illis contineantur • ordine

feries numerorum figuratorum primi generis; fa

tis erit , in unum colligere tot eorum numero

rum, ex quorum colleétione ii generari intelli

guntur, quotus eft locus , quem in columna oc

cupat terminus inveniendus , exclufis cyphris

initialibus.

8 1 9. Ita in tertia columna exiftunt numeri,

qui in primo genere primum ordinem figurato

rum conftituunt , iidemque unam cyphram ha

bent in principio. Quare, fi in ea oporteat in

venire terminum, qui occupet locum , defigna

tum a numero m 5 fatis erit , in unum adderc tot

numeros naturales , quot defignat m — i . At

que ita quoque in quarta columna habentur

numeri , conftituentes in eodem primo genere

fecundum ordinem figuratorum , iifque duæ cy

phræ funt præfixæ . Itaque , fi inveniendus fit

in ea terminus, cujus locum referat numerus m;

addendi erunt in unum tot figurati primi ordi

nis , quot defignat m •-• 2.

8. o. Jam vidimus fupra * , fummam quot

cumque numerorum figuratorum primi generls

reperiri ; conftituendo duas progre(fiones arith

meticas , ambas afcendentes per unitatis incre

mentum , unam quidem a multitudine numero

rum , in unam fummam colligendorum , alteram

ab unitate , & utramque tot terminorum , quot

defignat exponens ordinis numerorum, duabus

*art.8<5.

Z 2 uni

*art.593.
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unitatibus au&tus ; & dividendo produ&um ex

terminis primæ progreffionis per produétum ex

terminis fecundæ.

82 1. Itaque , fi inveniendus fit terminus,

qui in tertia columna verticali locum occupet,

defignatum ab m ; progreffionum conftituenda

rum una erit m— i , m , altera i , 2 : proinde

' que , oftendentibus pun&tis , inter progreffio

num terminos pofitis , mutuam eorum multipli

cationem , erit ( m. m •— 1 ) : ( 1 . 2 ) termi

nus quæfitus . Sed , fi confimilis terminus in

veniendus fit in quarta columna verticali 5 ex

progreffionibus conftituendis una erit m •-• 2 •

m *-• 1 , m , altera 1, 2, 3 : & propterea quæfi

tus tcrminus erit(m. m — i . m •—• 2) : (i. 2. 3).

822. Hinc facile modo erit , coefficientes

terminorum cujufque poteftatis generaliter, ac

indefinite defignare . Nam numeri, exiftentes in

•„,,se4. Quâque columiia verticali,defignant*ordine coef.

-.

ficientes,qui in fingulis poteftatibus ad eum ter

minum referuntur, quem indicat locus ejufdem

columnæ. Quare illæ eædem quantitates, quæ

numeros columnarum verticalium generaliter ,

ac indefinite defignant , defignabunt quoque in

unaquaque poteftate generaliter , ac indefinite

coefficientes fuorum terminorum.

823. Ut ergo relate ad primum terninum

coefficiens pro qualibet poteftate debet efTe uni

tas ; ita generalis expreffio coefficientis erit th,

five m : 1 relate ad terminum fecundum , ( m. m

*-* 1 ) : (1 . 2) relate ad terminum tertium , ( m .

r^ •-• i . m — a ) : ( 1 . 2 . 3 ) relate ad termi

num quartum , atque ita deinceps . Nam iftae

cædem quantitates defignant generaliter ,i in•

©• ,
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definite numeros earum columnarum vertica

lium , quæ primam excipiunt.

824. Quemadmodum autem multitudo tcr

minorum cujufque poteftatis evadit finita , ubi

exponens generalis m determinatur; ita,determi

nato codem exponente , multitudo eorum coef

ficientium tanta prodit , quotus eft numerus

terminorum illius poteftatis , ad quam exponcns

ille refertur. Qua ratioiie , fi exponens genera

lis m fit 2 , non plures, quam tres coefficientes

fiabebuntur 1 , 2, 1 . Pariterque , fi idem expo

nens m fit 3 , invenientur quatuor tantum coef.

ficientes I, 3, 3, 1.

825. Hujus rei ratio exinde eft repetenda,

quod omnis quantitas, per zero multiplicata, fit

etiam 2ero . Nam , ubi m eft 2 , valet m - 2

tantundem, ac zero : proindeque negligi debent

omnes illi coefficientes , in quibus reperitur

nm •-• 2 . Atque ita quoque , quum m eft 3 , nul

la ratio haberi debet eorum coefficientium , in

quibus extat m - 35 quandoquidem m •— 3 pe

rinde valet , ac zero. Unde liquido patet, pro

qualibet poteftate tantam fieri coefficientium

multitudinem , quotus eft numerus fuorum ter

minorum. -

JV. Poteffatam formula generalis exhibetar.

826. E Xpreffis generaliter , ac indefinia

te, tum terminis cujufque pote

ftatis ex radice binomia , cum coeffigientibus,

qui ad terminos illos referuntur ; haud difficile

modo erit , ipfàm poteftatum formulam genera

Aem exhibere . Afficiantur etenim ordine fingu.

Z 3 li
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li ternini propriis fuis coefficientibus. Et fiqui.

dem iidem tcrrnini iis fignis inter fe mutuo con

jungantur , quæ multiplicationis exigunt regu

læ 5 jam quæfita formula orietur.

827. Sint ergo a , & à partes radicis bino

miæ.Et elevahda fit radix ifta ad eam poteftatem,

- cujus exponens eft numerus ra. Per ea itaque,

*****°'* quia fupérius • oftenfa funt, erit a^ primus ter

minus quæfitæ poteftatis,a* Ti b terminus fecun

dus , am- ab* terminus tertius , a* -353 termi

nus quartus , atque ita deinceps. Et , ut vidi

*art.s x 3 mus paulo ante •, erit 1 coefficiens primi termi

• ni,m : i coefficiens fecundi termini,(m . m— 1):

( i . 2 ) coefficiens termini tertii , ( m. m— i.

m •-• 2 ) : ( 1 . 2. 3) coefficiens termini quarti,

atque ita in infinitum.

828. Afficiantur modo finguli termini fuis

propriis coefficientibus. Et fiet quæfitae pote

ftatis ia* pars prima , ma* -* & : i pars fecun

da , ( m . m •—• 1 ) a*~*b* : ( 1 . 2 ) pars ter

tia , ( m. m •-*• i . m -i 2 ) a*- 363 : (1 . z. 3)

pars quarta , ficque deinceps. Unde , non aliud

fupereft , quam ut partes iftae iis fignis fimu!

conneétantur,quæ multiplicationis exigit opus,

hoc eft, quæ requirunt produ&ta ex inferioribus

poteftatibus ipfarum partium a , & b.

829. Hunc in finem meminiffe oportet eo

*art. 3 1 1. rum, quæ fuperius • di&ta funt : nimirum pote

ftates pares effe femper pofitivas, five pofitivs

fint radices ipfarum, five negativæ; fed non item

poteftates impares : ut quæ effe debent ejufdem

generis cum radicibus ipfis , ad quas referuntur;

hoc eft pofitivæ, quum radices funt pofitiv=;

& negativæ, quum per contrarium negativae fua:

ipfæ radices. 83o.
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83o. Hinc itaque liquet , partes omnes fore

mulæ generalis effe fimul conjungendas figno +,

quum radix binoriiia,ad quam refertur,eft a + b.

Sed , fi eadem radix binomia fuerit d— b; tunc

evidens eft , muranda effe figna iis partibus , in

quibus quantitatis negativæ— b poteftates im

pares occurrunt ; cujufmodi profeéto funt eæ

omnes , quæ locis paribus pofitæ reperiuntur.

83 t. Si ergo radicis binomiæ a + b quæra

tur ea poteftas, quam defignat generaliter , ad

indefinite numerus m;illa erit ta*-* md*** b : t

+-( m . m •-• 1 ) a* -*44 : ( i . 2 ) + (m . m-i •

m •-• • ) a*-3b3 : ( t . 2. 2 ) + &c.Quod fi ve

ro quæratur poteftas non diffimilis radicis bi

nomiæ a •-• b ; ea fiet 1 d*— md*** b : i +

( m. m - 1 ) a*-ab* : ( 1 . 2 )•—• ( m. m •-* t.

n -• 2 ) a*-343 : ( 1 . 2. 3 ) + &c. Sed utro

que cafu poterunt partes qüaefitæ poteftatis ele•

ganter contrahi in hunc modum.

832. Vocetur c quotiens , qui oritur , divi

dendo fecundam partem à per primam a. Et quo«

niam quotiens , in multiplicatorem duétus, re

ftituit dividendum , erit ac æqualis ipfi b . Pona

tur deinde in fingulis partibus ac loco ipfius &

& fiet ma* c : 1 pars fecunda,(m • m- 1) a* c* *

( 1 . 2 ) pars tertia, ( m. m •-* i • m - 2 ) 4* cai

( 1 . 2. 3 ) pars quarta, atque ita deinceps,

833. Sed fingulæ ifta: partes poffunt ulte

tius contrahi . Quum enim pars prima fit ia* ,

& pars fecunda ma* c * i 5 liquet partem primam

effe ad partem fecundam , ut t ad mc : 1 . Quare,

fi pars prima dicatur d, fiet pars fecunda m37 : t.

Et fimiliter,quia pars fecunda eft ma* c: t,& pars

certia eft ( m , m — i ) a* c* * ( 1 . 2 ) } liquet,

4 pare
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partem fecundam effe ad partem tertiam , ut eft ,

ad ( m— i ) c : 2. Unde , fi pars fecunda voce

tur e, fiet pars tertia (m- 1') ce : 2.

834. Eadem ratione, quoniam pars tertia eft

(m.m — i) am ca : ( 1 . 2 ),itemq5 pars quarta eft

( m . m —• i . m — 2 ) a* c3:( 1 . 2 • 3 )5 liquet ,

partem tertiam effe ad partem quartam , ut eft

1 ad ( m— 2 ) c : 3 . Quocirca , fi pars ter

tia dicatur f, fiet pars quarta ( m •-• 2 ) cf: 3 .

Atque ita quoque, quia pars quarta eft ( m. ms

— i. m— 2 a* c3 : ( 1 . 2 • 3 . ) , & pars quin

ta effe debet ( m . m •-• i . m — 2 • m •-• 3 )

am c4 : ( 1 . 2. 3. 4) ; liquet , partem quartam

effe ad partem quintam , ut eft 1 ad ( m •-• 3 ) c.

4. Quare, fi pars quarta dicatur g , fiet pars

quinta ( m •-• 3 ) cg : 4.

835. Si ergo radix binomia , elevanda ad

poteftatem , cujus exponens eft m , fit a -+- ac;

erit poteftas quæfita 1 a* -+- mdc: 1 + (m —• 1 j

ec : 2 -+- ( m — 2 ) fc: 3 + (m •-• 3 ) gc : 4 +

&c. Quod fi vero fit a—ac , eadem poteftas

erit i dm— mdc : 1 + (m •-* 1) ec : 2 -.(m — 2)

fc : 3 + ( m— 3 ) gc: 4 &c. Verum in utroque

cafu illud obfervandum eft , quod , ficuti in ra

dice binomia c refert quotientem , qui oritur,

dividendo fecundam partem per primam ; ita in

ipfâ ejus radicis poteftate d, e, f, g, &c. referunt

ordine partes ipfius primam , fecundam , tertiam,
quartam, &c. w

836. Patet autem,in utroque cafu partes po

teftatis certa , ac præfinita lege in infinitum abi

re. Quum enim litteræ d, e , f, g , &c. referant

partes, quæ proxime præcedunt eas • in quibus

litteræ illæ reperiuntur 5 & c fit quotiens , qui

Ori
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oritur , dividendo fecundam partem radicis , per

primam : liquet , unamquamque partem potefta

tis effe ad fuam fubfequentem in ratione compo

fita ex prima parte radicis ad fecundam, & ex

numero, locum partis indicante , ad exponentem

poteftatis, au&tum unitate una, & eodem nume

ro diminutum .

V. Formulae ufus im comficiendis poteßatiöas

qffenditur.

837. E. Xhibita poteftatum vulgarium

formula generali , oftendamus

modo ufum ejus in cafibus fpecialibus , & videa

mus, quo pa&to, ea mediante , radix binomia ad

quamcumque datam poteftatem evehi poffit. Id

itaque obtinetur , fcribendo prius in formula

generali primam partem radicis binomiæ propo

fitæ loco a 5 quotientem , qui oritur , dividendo

fecundam partem per primam , loco c ; & expo

nentem quæfitae poteftatis loco m. Nam, fi dein

de loco ipfarum d , e , f, g, &c. valores fui repo^

nantur, fignis probe obfervatis, habebitur pote

ftas quæfita.

838. Fieri autem debet hujufmodi fubfti

tutio ufque donec ad eam partem formulæ gene

ralis perventum fuerit, quæ evanefcit , fubro

gando loco m valorem fuum. Nam , quum pars

ifta in omnibus aliis, quæ ipfàm excipiunt, repe

riatur pofita per multiplicationem ; cæ quoque

evanefcent , & fient nihilo æquales. Unde haud

quidem neceffe eft, ulterius progredi ; fed fiften

dum in ea parte , quæ prima omnium evanefcit.

339. Propoaatur , exempli gratia, elevanda

ad
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ad quadratum , feu fecundam poteftatem radixe

binomia p + x. Quoniam partes ejus funt fimul

conjunétæ figno +, eligenda eft formula genera

1is,quæ refertur ad a+ac,nimirum ia*-+- mdc : t

+ (m— 1 ) ec : 2 + ( m- 2 )fc : 3 + ( m•

3 ) gc: 4+ &c. ; & fcribendum eft in ea p loco

a , x : p loco c , & 2 loco m.

846. Jam,hujufmodi fubftitutionibus,prima

pars formulæ generalis ia* fiet ip* , fecunda

+ mdc : i fiet + 2dx : rp • tertia -+- ( m — 1 )

ec : 2 evadet + 1 ex : 2p, & quarta + (m — 2 )

f: : 3 evanefcet. Quare in cafu , de quo agitur,

formula generalis mutabitur in iftam ip* + 2dx:

1p + 1ex : 2p. Ponatur deinde 1pa loco d , &

2dx : 1 p , five etiam 2px loco e . Et fiet quadra

tum quæfitum ip* -+- 2px -+- 1 x*.

841. Oporteat ,' eandem radicem binomiam

p + x elevare ad cubum, feu tertiam poteftatem,

Affumatur rurfus formula generalis , quæ refer

tur ad a + ac, nimirum ia*-+- mdc : i + ( m •-,

1 ) ec : 2 -+- ( m- 2 )f& : 3 +- ( m •-• 3 ) gc: 4

+ &c. ; & in ea fcribatur quidem p loco a , &

» : p loco c , verum pro m fubftituatur numerus

3 , qui eft exponens quæfitae poteftatis.

842. Hujufmodi ergo fubftitutionibus, pri

ma pars formulæ generalis ia* fiet ip$ , fecunda

+ mdc : i evadet + 3dx : 1 p , tertia +J m— 1 }

ec : 2 prodibit + 2ex: 2p,quarta + m-2Jfc : 3

vertetur in 1fx : 3p, & quinta demum evanefcet.

' Quare in propofito exemplo formula generalis

mutabitur in iftam 1p3+3dx : 1p-*2ex: 2p-+1/4;

3p. Ponantur deinde loco d , e , f valores fui. Et

fiet cubus quæfitus ip3 + 3p** + 3px* + ix*,

843, Quod fi autem elevanda fit ad quadru

- $um;
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tum, feu fecundam poteftatem radix binomia

p— x ; tunc , ob partes ejus fimul conjunétus

figno- , eligenda eft formula generalis , quæ

refertur ad a *-• ac • nimirum 1a*•-• mdc : i +.

( m- 1 ) ec : 2 — (m— 2) fc : 3 + (m— 3 )

gc : 4— &c. ; ac in ea fcribendum eft pariter p

loco a , x : p loco c , & 2 loco m.

844. Jam , per hafce fubftitutiones, prima

pars formulæ generalis ia* fiet 2pa , fecunda —;

mdc : i fiet •-• 2dx : 1p,tertia -+- ( m •-• 1 ) ec : 2

evadet 1ex : 2p, & quarta demum —• ( m— 2 )

fc : 3 evanefcet. Quare in cafu , de quo eft quæ

ftio,formula generalis mutabitur in iftam 1 p* —

2dx : ip + 1 ex : 2p . Ponatur deinde 1 p* loco

d, & 2dx : 1p, fivc etiam 2px loco e. Et quadra

tum quæfitum erit ip* •—• 2px + ix*.

845. Similiter, fi radix binomia p— x ele

vanda fit ad cubum , feu tertiam poteftatem,

confugere rurfus oportet ad formulam genera

lem , quæ refertur ad a -• ac, nimirum ad a**-*

mdc : 1 + (m— 1 ) ec : 2 — (m— 2 ) fc : 3-{-

( m — 3 ) gc :4 -• &c.Et quamquam in ea fcri•

bendum fit adhuc p loco a, & x : p loco c; tamen

loco m fubftitui debet numerus 3 , qui eft ter

tiæ poteftatis exponens.

846. Fiant ergo fubftitutiones iftæ , & for

mulæ generalis prima pars 1a* fiet ip* , fecun- '

da -• mdc : i evadet — 3dx : 1 p , tertia + ( m

•-• 1 ) ec : 2 vertetur in + 2ex : ap,quarta-(m

•-• 2 ) fc : 3 prodibit ~ 1fx : 3p , & quinta de

mum + (m •-• 3 ) gc : 4 abibit in nihilum.Qua

re in hoc alio cafu formula generalis mutabitur

in hanc aliam 1p3—3dx : ip+2ex : ap-* fx : 3p.

Ponantur deinde loco d, e, fvalores fui. Et eris

' 1p3
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1p3 —#3p*x + 3px* — 1x3 cubus , qui quæ.

ritur .

847. Cæterum, ope earum formularum , ad

quamcumque poteftatem evehi poterit, non mo

do radix , quæ duabus partibus conftat , verum

etiam radix, quæ plures, quam duas, partes com

prehendit : fcilicet, fi omnes partes priores, ve

lut una, confiderentur. Ita, fi radix , ad potefta

tem quamvis elevanda , fit p -• q + x , quæ ex

tribus partibus componitur ; confiderandæ funt

priores duæ p— q velut una , & fcribendum eft

in formula generali p — q loco a,& x : (p -* q )

loco c.

848. Quod ut liquido conftet, proponatur

elevanda radix p •-• q + x ad quadratum.Jam

que , fi in formula generali , quæ refertur ad

a + ac , fcribatur p— q loco a , x : (p— q )

loco c , & 2 loco m ; pars ejus prima 1a* fiet

1 ( p— q)* , pars fecunda + mdc : 1 evadet

+ 2dx : 1 ( p •—• q ) , pars tertia + ( m -* 2 )

ec : 2 prodibit iex : 2 (p — q), & pars quarta

+ (m— 2)fc : 3 omnino evanefcet. Quare ipfâ

formula generalis vertetur in iftam 1 ( p— q )*

+ 2dx : 1 ( p— q)+ iex : 2 ( p - q ).

849. Et quoniam in cafu ifto valor ipfius d

eft 1 (p— q)*;erit+ zdx : 1 ( p — q ) idem,ac

+ 2x (p— q )* : 1 ( p •-• q five + 2x (p— q)$

& + 1 ex : 2 ( p- q ) idem , ac + 2x* (p — q);

2 ( p •—• q ), five 1 x*. Unde quadratum ex p *-*

q + x erit 1 ( p-q )* + xx (p — q ) + ix*•

Eft autem (p- q )* idem, ac -+- 1 p* — 2pq+

1q* 5 & + 2x ( p— q ) idem , ac 2px- 248 •

Quare quadratum quæfitum erit ip* -2pq*

A q* + 2p* *-• 2g*+ 1**, - .

850,
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85o. Elevanda fit quoque eadem radix p-

q+ x ad cubum , fcu tertiam poteftatem . Scri

batur rurfus in formula generali , quæ refertur

ad a + ac , p- q loco a , & x : (p— q ) loco

c ; fed loco m ponatur numerus 3 . Vertetur er

go formula generalis in iftam 1 ( p— q J3 +

3dx : 1 ( p— q )* + 2ex : 2( p— q ) + 1 fx :

3( p — q ); adeoque, pofitis loco d,e,f valoribus

fuis , fiet cubus quæfitus i ( p -• q )3 + 3x

(p—q ) * + 3x* (p— q)-+- 1x3,hoc eft 1p3

3p*q+ 3pq* -• iq3 + 3p*x- 6pqx + 3q*x +

3px* — 3qx* + 1 x3.

85 1. Patet autem, non poffe fieri potefta

tes ex radicibus, quæ plures habent parfes,quam

duas , nifi prius innotuerit , qua ratione fiant

ex radicibus , quæ partes continent , una pau

ciores.Ita nequit fieri quadratum ex p -• q+ x,

nifi antea conftiterit , quo pa&to illud fiat ex

p— q. Et fimiliter , ut formetur cubus ex p

•— q+ x , fcire prius oportet , qua ratione fiat,

tam quadratum, quam cubus ex p •-• q. Sed, to

tum obtineri poffc eodem tempore per eafdem

illas formulas gcnerales ; liquet abunde.

C A P ll T III.

Ufas fórmale præcedemtis im conficiendit /?-

riebas imfimizit.

£52. Uamquam formula generalis ,

præcedenti capite exhibita , pro

iis tantum poteftatibus conftruéta videatur,quae

.vulgares funt, & dicuntur pcrfc&ae pofitivæ;
C0



366 ALGEBRÆ ELEMENTORuM;

eadem tamen ufui etiam nobis effe poteft , pro

aliis poteftatum fpeciebus•, quas fuperius confi

deravimus : adeo, ut ficuti expreffio ifta a* po

tis eft nobis exhibere omnes omnino poteftates

ipfius a , five fint perfeétæ, five imperfeétæ , fi

ve pofitivæ , five negativæ 3 fic pariter in for

mula illa generali reperire licebit quamcumque

poteftatem radicis binomiæ,'ad quam ea refertur.

853. Poffe autem exhiberi per a* omnes po

teftates ipfius a;id fane nullam difficultatem fa

cit. Ut enim in ea expreffione exponens genera

lis m nihil certi, ac determinati fignificat; ita per

eum omnes quofcumque numeros,five pofitivos,

five negativos, five integros, five fra&tos, repræ

fentare fas erit. Unde , ficuti, quum pro m fcri

bitur 2 , fit a* idem , ac aa ; ita , fcribendo - 2

pro m , valebit a* idem , ac a-* . Et ad eundem

modum, fi pro m ponatur, vel i : 2, vel~ 1 : 2;

fiet a*, vel a1:a , vel a-::?.

854. Mirum vero cenferi debet , quod in

formula illa generali omnes omnino poteftates

contineantur radicis binomiæ , ad quam .ea re

fertur . Nam , etfi exponens m etiam in illiuf

modi formula nihil certi , ac determinati fignifi

ficet $ attamen , attenta conftru&ione jpfius

formulæ, videtur, non alios numeros loco ejus

exponentis fcribi poffe , quam qui funt integri

fimul , & pofitivi . Afferti ergo veritate exem

plis prius comprobata, unde ejus ratio fit repe

tenda , paucis deinceps oftendemus.

855. Ex eo autem , quod allata formula ge

neralis ufui nobis effe poteft, non modo pro po

teftatibus vulgaribus, verum etiam pro aliis o

mnibus, quas fuperius confideravimus ; pote
runt
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3*

:

runt ope ejus nullo negotio fieri , tam feries in

finitæ , quæ oriuntur a divifione , quam quæ ab

extraétione radicum fuam trahunt originem.Un

de, ficuti partes cjus formulæ certo , ac conflan

ti ordine in infinitum * progrediuntur ; fic & *art.sy«,

termini utriufque generis, ferierum , non vaga,

ac indeterminata quad; tione , fed certa , ac

conftanti lege in infinitum abibunt.

1. ®fas formulae pro fèriebus , quae oriuntur a

divißone,

856. Uum radix aliqua binomia ele

vanda eft ad poteftatem quam

vis perfe£tam pofitivam , vidimus fupra * , non *art.s37.

aliud fieri debere , quam fcribere in formula

generali pro a primam partem radicis, pro c quo

tientem , qui oritur , dividendo fecundam par

tem pcr primam , pro m exponentem quæfitae

poteftatis, & pro d, e, f, g, &c. valores fuos.Jam,

fi hoc idem fiat, quum eadem radix binomia ele

vanda eft ad poteftatem aliquam perfeétam ne

gativam; adhuc optata poteftas obtinebitur.

857. Oporteat namque , exempli gratia, ra

dicem binomiam p + x evehere ad poteftatem,

cujus exponens fit- i . Capiatur formula ge

neralis 1 a* -+- mdc : i -+- ( m •-• 1 ) ec : 2 +- ( m

~ 2 )fc : 3 + ( m -• 3 ) gc : 4+ &c., quæ re

fertur ad a + ac ; & in ea fcribatur p pro a , x : p

pro c, & •-• 1 pro m. Mutabitur ergo, fubftitu

tionibus hifce , generalis illa formula in hanc

aliam ip-* -* idx : 1 p •-* 2ex : 2p •-• 3fx : 3p

•-• 4gx : 4p- &c., five etiam 1 : p •—• dx : p-

ex : p-fx : p -gx ; p-&c.Unde,pofitis loco

-

d, 2,

i
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2, e,f, g, &c. valoribus fuis , fignis probe obfer

vatis , fiet poteftas quæfita 1 : p *-* x : p* + x* :

p3 — x3 : p4 + x* : p* - &c.

858. Effe vero 1 : p •-• x : pa + x* : p3 —

x3 : p* + x* : p* -&c. eam poteftatem radicis

binomiæ p + x , quam defignat exponens •—•

• 1 ; oftendi poteft ā; modum . Per ea,

•„,.,«,. quæ fuperius * oftenfi funt , ( p + x )-*

tantundem valet , ac 1 : (p + x). Itaque idem

erit, quantitatem p + x ad eam poteftatem at

tollere, quam dividere unitatem per eandem il

lam quantitatem p + x . Sed, inftituta divifione

ifta , eademque in infinitum continuata , oritur

quotiens 1 : p- x : p* + x* :p3 — x3 : p* +

** : pr •—• &c. Quare hic idem quotiens erit ea

poteftas radicis binomiæ p- x , quæ habet pro

fuo exponente- 1.

859. Oporteat fimiliter , radicem binomiam

p— x attollere ad poteftatem , cujus exponens

fit— 2 . Affumatur formula generalis 1a* —

mdc : i -+- ( m •-• 1 ) ec : 2 — ( m •-• 2 )fc : 3

-+- ( m- 3 )gc: 4— &c. , quæ refertur ada

ac 5 & in ea fcribatur p pro a, x: p pro c, &- 2

pro m . Per hafce ergo fubftitdtiones vertetur

generalis illa formula in hanc aliam ip-* + 2dx:

ip- 3ex : 2p + 4fx : 3p - Sgx : 4p + &c.,

five etiam i : p* + 2dx : p -• 3ex : 2p + 4fx :

3p— 5gx : 4p + &c. Quare , pofitis loco d , e,

fg, &c. valoribus fuis , fignis probe obfervatis,

fiet quæfita poteßas 1 : p*+ 2x : p3 + 3x* : p*+.

4x3 : ps + 5x4 : p6 + &c.

86o. Quod autem 1 : p* + 2x : p3 + 3**:

p* + 4x3 : py + 5x* : p6 + &c. eft ea pote

ftas radicis binomiæ p- x • quam refert expo•
InCI1S
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nens -â 2 5 demonftratur hac ratione. Ex fupe

sius • oftenfis (p — x )-* perinde valet , ac

1 : (p— x )* , five etiam 1 : (p*- xpx +x* ).

Quare idem erit , quantitatem p •-• x ad eam po

teftatem evehere , quam dividere unitatem per

quadratum ejus quantitatis, hoc eft per p* *-•

2px -+- xa. Jam vero, per iftiufmodi divifionem,

in infinitum continuatam, oritur quotiens 1 : p*

+ 2x : ps + 3x* : p* + 4x3 : p* + 5x* : p* +

&c. ltaque idem hic quotiens erit ea poteftas ra

dicis binomiæ p~ x , quæ habet pro fuo expo

nCntC •-• 2.

861. ld vero quum ita fit , liquet , median

te formula illa generali , nullo negotio confici

poffe feries infinitas, quæ a divifione oriuntur.

Oporteat enim , exempli gratia , in fericm infi

nitam convertere fra&ionem x* : (p + x ). Jam

fra&io ifta oritur, multiplicando x* per i * (p*-

*). Unde, quia 1 : (p + x ) tantundem valet *,

ac ( p + x )-: § fatis erit, denominatorem pro

pofitæ fra&ionis (p+ x) attollere ad poteftatem,

cujus exponens fit — i , & multiplicare omnes

ejus terminos per numeratorem **. Quum ergo

ea poteftas radicis binomiæ p + x fit* 1 :p- x:

p* + x* : p3 — x3 : p* + x* : p* -• &c. ; erit

** : p — x3 : p* -+- x4 : p3 —x* : p* +x* : p* —

&c. feries infinita , in quam convertitur propofi

ta fra&io.

862. Similiter convertenda fit in feriem in

finitam fra&io x3 : ( p •-• x )*, quæ oritur, mul

tiplicando x 3 per 1 : (p— x )*. Quoniam 1 : (p

—*)* perinde valet *, ac ( p — x)-a ; erit x3 :

(p— x )* idem , ac ** (p —• * )-*. Quum au

tem ea poteftas radicis binomiæ p—x , quam

7bm.l. A £\ de

*4rt.76 : •

*4rt.76 I.

*art.857. `

*art•761.
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*art.$$9, defignat ~ 2 , fit • 1 : p* + 2x : p 3 + 3** : p*

-+- 4x3 : px + 5x4 : p6 + &c. ; fiet x3 : p* -+-

2x* : p 3 -+- 3x3 : p* -+- 4x6 : p* -+- 5x7 : p6 +

&c. valor ipfius x 3 ( p— x )-* . Quare feries in

finita, ad quam reducitur fraétio x3 : ( p — x )>,

erit x3 : p* + 2x4 : p3 + 3x* : p* + 4x6 : pr

+ ;xt : p6 + &c.

863. ' Quod fi denominator fru&ionis, quæ

in feriem converti debet, contineat plures nu

niero partes , quam duas : ponendo unam ex eis

loco a,& reliquas omnes , per illam divifas , loco

c ; adhuc, mediante formula illa generali, quæfi

ta fcrics obtinebitur. Ut , fi convertenda fit in

feriem fra&io x* : (p— x + q ), five etiam x*

( p - x-+- q )*,fcribendo p pro a , ( x -— q ): p

pro c , &~ i pro m , fiet ( p — x -+- q )-: æ

qualis huic feriei 1 1 p + ( x — q ) : p* -+- ( x -

q)* : p3 -+- ( x ~ q J3 : p* + &c. 5 adeoque erit

x* : p + x* ( x ~q ) : p* + x* ( x — q ja : p3
• + x* ( x - q )3 : p* + &c.feries, in quam con

vertitur fraétio x* : (p — x + q ).

864. Sed , pro convertenda in feriem eadem

fraétione , fcribi quoque poteft q loco a , &

( x~p ) : q loco c. Sic vero fiet (p — x -+- qj-*

aequalis alteri huic feriei 1 : q + ( x —p ) : qa

+ (x —p)* : q3 -+- ( x - p )3 : q*+&c.; proin

deque fra£tio propofita x* : (p- x + q ) con

vertetur in hanc aliam feriem x* : q + x* ( x-

p ) : q* + x* ( x~p )* : q3 + x* (x —p)*: q*

+ &c. Tcntandus eft autem uterque cafus , if

que eligendus , qui feriem , citius convergentem

ad valorem ejus fraétionis nobis fuppeditat.

, -^

11. £/ày
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11. Z/ur formalæ pro feriebas , quæ oriuntur ab

extra£fiome radicum.

865. Qn diffimils eft ufus formulæ ge•

neralis, fi radix aliqua binomia

elevanda fit ad poteftatem quamvis imperfe&tum

pofitivam . Neque enim aliud fieri debet, quam

fcribere in formula illa pro a primam partcm ra

dicis, pro c quotientem , qui oritur , dividendo

fecundam partem per primam , pro m exponeu

tem quæfitae poteftatis , & pro d, e, f, g, &c va

lores fuos, fignis probe obfervatis. Nam, hujuf

modi fubftitutionibus pera&tis, ft. t m emerget

poteftas , ad quam propofita radix eft elevanda.

866. Oporteat , exempli gratia, radicem bi

nomiam p*+x* evehere ad poteftatem, cujus cx

ponens fit 1 : 2. Capiatur formula generalis 1 a"

-+- mdc : 1 +- ( m •-• 1 ) ec : 2 -+- ( m - 2 ) fc : 3

+ (m — 3) gc : 4+&c.,quæ refertur ad a + ac;

& in ca fcribatur p* pro a , x * : p* pro c, & 1 : 2

pro m . Mutabitur ergo , fubftitutionibus hifce,

generalis illa formula in hanc aliam 1 p + 1 dx* ;

2p* -~ i ex* : 4p* •- 1 fx* : 2p*-*5gx* : 8p* —

&c. Unde , pofitis loco d , • , f, g, &c. valoribus

fuis, fignis probe obfervatis, fiet poteftas quæfita

1 p+ ix* : 2 p — 1 x4:8p3 + 1 x6 : 16p* -• 5x8;

1 28p? + &c. -

867. Effe vero ip + i xa : 2p — ix* : 8p*

-+- 1 x6 : 16p3 - 5x8 : 128p? + &c. eam pote

ftatem radicis binomiæ p* + x* , quam defignat

exponens 1 : 2 ; oftendi poteft in hunc modum.

Per ea , quæ fuperius • oftenfa funt , (p* +

xa )*;* tantundem valet , ac v (p* + x* ). Ita

- A a 2 que

*art.77 :
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«que idem erit , quantitatem p* + x* ad eani po

teftatem attollere , quam ex eadem quantitate

quadratam radicem extrahere. Sed , extra&ione

hujus radicis , emergit quantitas ip + ix* : 2p

— 1x4 ; 8p3 + 1x6 : 16p* •-• 5x* : 128p?+&c.

uare hæc eadem quantitas erit ea poteftas radi

cis binomiæ p* + x* , quæ habet pro fuo cxpo

ncnte I ; 2 .

868. Oporteat fimiliter, radicem binomiam

pa - xa attollere ad poteftatem , cujus expo

nens fit 1 ; 3. Affumatur formula generalis 1 a**

•-• mdc : 1 + ( m~ 1 ) ec : 2 -^ (m— 2) fc : 3

*+- ( m •-• 3 )gc : 4~&c., quæ refertur ad a—

ac $ & in ea fcribatur p3 pro a , x3 : p3 pro c , &

1 ; 3 pro m . Per hafce ergo fubftitütiones ver

tetur generalis illa formula in hanc aliam 1p—

1 dx* : 3p3 — 1ex3: 3p3 + 5fx? : 9p3 —• xgx3:

É + &c. Quare , pofitis loco d, e, f, g, &c.va

oribus fuis, fignis probe obfervatis, fiet quæfita

poteftas ip- 1x3 : 3p* -~ 1x6 : 9p* — 5x » ;

8up* ~ i oxt * : 243p* • — &c.

869. Quod autem ip- 1x3 : 3p* ~ 1x6 ;

9p* - £j 81 p* *~ 1 ox** : 243pi *—&c. eft

ea poteftas radicis binomiæ p3 - x3 , quam re

fert exponens I : 3 ; demonftratur hac ratione.

*art.77•• Ex fuperius • oftenfis (p3 - x3 ) i:3 perinde

valet, ac v3(p3 - x3 ). Quare idem erit, quan

titatem p3 - x3 ad eam poteftatem evehere,

quam extrahere radicem cubicam ex eadem illa

quantitate , Jam vero , per extraétionem hujus

cubicæ radicis , oritur quantitas ip- 1x3 ; 3p*

•-• 1x6 : 9p* •-• 5x9 ; 8 ip8 — 1 ox 1 * t 243pis,

•— &c. Itaque hæc cadem quantitas erit ea pote

ftas radicis binomiæ p3- xa, quæ habet pro

fuo exponente ι ; 3. 87o.
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87o. Ex quibus modo, liquet , beneficio

ejufdem formulæ generalis , nullo item negotio

fieri poffe feries illas infinitus , quæ ab extra&io

ne radicum fuam trahunt originem; quandoqui

dem perinde eft , ex quantitate aliqua radicem

quamcumque extrahere , ac eandem illam quan

titatem ad poteftatem aliquam imperfe&tam po•

fitivam attollere . Nolim autem miremini ,

quod radicem binomiam affumpfimus p* + x*,

quum elevanda erat ad poteftatem , defignatam

ab 1 : 2 ; & p3 — x3 , quum oportebat eam at

tollere ad poteftatem, expreffùm per 1 t 3 . Id

enim unice fa&um, ne poteftatum termini quan

titates radicales involverent. Et cæteroquin po

terat ad poteftates illas attolli radix binomnia

p+ x , vel p -• x.

87 1. Quod fi quantitas , convertenda in fe

riem per radicis alicujus extra&tionem,contineat

plures numero partes , quam duas : ponendo

unam ex eis loco a , & reliquas omnes, per illam

divifas, loco c; adhuc, mediante formula illa ge

nerali,quæfita feries obtinebitur. Ut, fi converti

debeat in feriem quantitas radicalis v(p* + q*,

•-• x* ) , five etiam (p* + q* — x* )i:* , fcri

bi poterit p* loco a, ( q* — xa ) : p* loco c , &

1 : 2 loco m. Qua ratione fiet feries quæfita ip

-+- 1 ( qa—x*) : 2p— i ( qa — x* )* : 8p3+1

(q* -* xa )3 * 16p5 — 5 (q*— x* )* : 1 28p?
•+- &c.

872. Sed , pro convertenda in feriem eadem

quantitate radicali , fcribi quoque poteft q* loco

4 , & (p* -• ** ) : q* loco c. Sic vero fiet 1 q +

:| 1 ( pa—x* ) : 2q -* 1 (p* -• x* )a : 8q3 +^

e( pa •- xa )> : 16q* — 5 (p* — **)* : 1 2847*
A a 3 &c.
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&c. feries quæfita. Tentandus eft autem uterque

cafus, ifque eligendus, qui feriem citius conver

*art.5 65.gentem nobis fuppeditat.Nam eæ feries femper •

præferri debent , quæ ad valorem quæfitae quan

titatis,non modo propius femper, ac propius ac

cedunt , fed citius ad eum convergunt.

1lI. ?far formulæ pro feriebas, quæ ex atro

qae fomte oriamtur.

873.O Pe ejufdem formulæ generalis, pote

-/ rit radix aliqua binomia evehi quo

que •d poteftatem quamvis imperfe&am negati

vam. Et habebitur poteftas* quæfita, fcribendo

fimiliter in formula illa generali pro a primam

partem propofitæ radicis, pro c quotientem, qui

oritur, dividendo fecundam partem per primam,

& pro d, e, f, g, &c. valores fuos , fignis probe

obfervatis: adeo, ut ufus formulæ ejus generalis

erit femper idem , cujufcumque fpeciei fit po

teftas , ad quam radix binomia eft elevanda.

874. Oporteat, exempli gratia , radicem bi

nomiam p* + x* evehere ad poteftatem, cujus

exponens fit — t : 2. Capiatur formula genera

lis 1 a*-+- mdc: i -+- ( m •-• i ) ec : 2 + (m— 2)

fc : 3 + ( m — 3 ) gc: 4 + &c. , quæ refertur

ad a + ac ; & in ea fcribatur pa pro a , x* : p*

pro c , & •-• 1 : 2 pro m. Mutabitur ergo, fub

ftitutionibus hifce,generalis illa formula}in hanc

\ aliam 1 p-1 — 1 dx* : 2p* — 3ex* : 4p*-—5fx*:

6p* — 7gxa : 8p* •—• &c. , five etiam i : p -•

1 dxa : 2p* — 3ex* : 4pa — 5fx* : 6p* •-• 7gx*:

8p* — &c. Unde , pofitis loco d, e, f, g, &c. va

loribus fuis, fignis probe obfervatis, fiet poteftas

quæ
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quæfita 1 : p — 1 ** : ap3 + 3x4 : 8p* — 5x6 ;

16p? + 35x8 : 1 28p9 -* &c.

875. Effe vcro 1 : p -• i xa : 2p3 + 3x* :

8p* — 5x6 : 16p7 + 35x* : 1 28p9 —• &c. eam

poteftatem radicis binomiæ p* -+- xa , quam de

fignat exponens -• i : 23 oftendi poteft in hunc

modum. Per ea , quæ fuperius • oftenfì funt,

( pa -+- xa j- :a tantundem valet,ac i : v(p* +

xa ). Itaque idem erit , quantitatem p* + x* ad

eam poteftatem attollere , quam , extra&ta radi

ce quadrata ex eadem quantitate , dividere uni

tatem per feriem , inde emergentem . Sed, per

eam radicis extra&tionem , & per divifionem

iftam, oritur quantitas 1 : p— 1 x* : 2p3 + 3**:

8p* — 5x6 : 16p? + 35x8 : 1 28p» — &c. Qua

re hæc eadem quantitas erit ea poteftas radicis

binomiæ p* + x* , quæ habet pro fùo exponen

te •- I : 2.

876. Oporteat fimiliter , radicem binomiam

p3 — x3 attollere ad poteftatem,cujus exponens

fit— i : 3. Affumatur formula generalis i a* •-•

mdc : i + ( m — 1 ) ec : 2 •- ( m -* 2 ) fc : 3+

( m — 3 ) gc : 4- &c., quæ refertur ad a - ac,

& in ea fcribatur p3 pro a , x3 : p3 pro c , & -i

1 : 3 pro m. Per hafce ergo fubftitutiones ver

tetur generalis illa formula in hanc aliam 1pT*+

1 dx3 : 3p3 — 2ex3 : 3p3 +7fx3 : 9p3 — ygx* :

6p3 + &c. Quare , pofitis loco d, e, f, g, &c. va

loribus fuis, fignis probe obfervatis , fiet quæ

fita poteftas 1 : p + 1x3 : 3p4 + 2x6 : 9p7 -+-

r4x9 : 8 1 p* °+ 35x** : 243p* 3 + &c.

877. Quod autem 1 : p + 1x3 : 3p4 + 2x6:

9p* + 14x9 : 8 ip** + 35x>* : 243p: 3+&c. eft

£a poteftas radicis binomnia, p3 — x3 , quam re

- . A a 4. fert

*art.77$.

.^
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fert exponens— 1 : 3 ; demonftratur hac ratio

*art.7,;. ne . Ex fuperius • oftenfis (p3- x3 /T8:3 pe

rinde valet , ac 1 : vs(p* -* x3 ). Quare idem

erit, quantitatem p3 - x3 ad eam póteftatem

evehere , quam extrahere radicem cubicam ex

cadem quantitate , & per feriem, inde ortam, di

videre unitatem.Jam vero , extra&ta radice illa,

& divifione ifta inftituta, producitur quantitas

1 : p+ 1x3 : 3p4 + 2x6 : 9p7 + 14x* : 8 ip* •

35x * * : 243p* 3 + &c.Itaque hæc eadem quanti

tas erit ea poteftas radicis binomiæ p3-x3,quæ

habet pro fuo exponente — 1 : 3.

878. Atque hinc modo patet , quod fi quæ

fit fe.'es, quæ oriatur, partim a divifione, partim

ab extra&ione radicum ; hæc quoque , ope for

mulæ generalis, facillime poteft haberi. Sit enim

convertenda in feriem fra&io x* : v(p* -+- xa ).

Plane feries ifta , non aliter haberi poteft , quam

primo extrahendo radicem quadratam ex p* -+-

**, deinde vero dividendo xa per radicem iftam.

*art.761. Interim , quia xa : v. p* + x* ) idem eft • , ac

,5;. x*(p* + x* ) -*** 3 obtinebitur longe facilius

eadem feries, fi radix binomia pa -+- xa attollatur

ad poteftatem , cujus exponens fit -• i : 2 , &

omnes ejus termini multiplicentur per xa.

879. Si fra&io, convertenda in feriem , fit

v(p* + x* ) : (p- x ) ; hæc quoque, partim a

divifione , partim ab extra&ione radicum fuam

trahet origincm. Verum in hoc cafu, primo qui

dem extrahenda eft radix quadrata ex p* + x*;

tum deinde feries , inde orta , dividenda eft per

p- x . Effugies autem tædium utriufque ope

rationis , fi ope formulæ generalis elevata , tum

quantitate p* + x* ad poteftatem, cujus expo

n©n$

i
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neris fit 1 : 2 , cum quantitate p~ x ad pote

ftatem , cujus exponens fit — i , multiplicen

tur omnes termini unius poteftatis per omnes

terminos alterius. Nam per ea , quæ fuperius •

oftenfa funt , v(p* + x*): (p - x ) tantun

dem valet , ac ( pa + x* ) ***. (p- x )-1 .

88o. Quid vero , fi convertenda effet in fe

riem fra&iò v(p* + ** ) : v(p* •-ipx ). Sane

primo oporteret , extrahere radicem quadratam

ex p* + x* 3 deinde radix non diffimilis extra

fienda foret ex p* -• px ; denique feries , inde

ortæ , deberent per fe mutuo dividi . Itaque im

menfus erit calculi labor : qui tamen non pa

rum minuetur , fi ope formulæ generalis attol

latur, tum quantitas p* + x* ad poteftatem, cu

jus exponens fit 1 : 2 , cum quantitas p* —

px ad poteftatem, cujus exponens fit •-• 1 : x •

& multiplicentur omnes termini unius per o

mnes terminos alterius ; quandoquidem v(p*,

*art.y8i.

77o.

+ x* ) : v(p* — px) idem eft*, ac (p* + x*) £5?. *4rf 761 .

(p* •-• px j-::*.

IV. $erier, figarator mumeros comtimenter , com

tinuatæ, ac interpolatae.

88i. O Stendimus jam exemplis , quod

poteftatum vulgarium formula

generalis ad alias quoque poteftatum fpecies fé

extendit, & ufui nobis effe poteft,pro conficien

dis feriebus infinitis , abfque divifione , & ex

tra&ione radicum . Videamus modo , unde eve-,

nit , ut ea tam late pateat , nec contineatur in

tra limites earum poteftatum, pro quibus pro

prie conftru£ta , ac efformata videtur. Res au

- - tem,

77o. 775• .
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tem paulo altius eft repetenda ; & oftendendum

eft prius,quomodo feries,figuratos numeros con

tinentes , continuari poffint ad partes oppofitas,

& interpolari aliorum terminorum interje&ione.

882. Quamquam vero id fieri poffit , relate

ad figuratos cujufcumque generis ; oftendetur

hic tamen a nobis dumtaxat refpe&u figurato

rum generis primi : idque , tum quia , pro re,

de qua eft quæftio , hifce tantum figuratis eft

opus ; tum etiam , quia facile eft , ad figuratos

aliorum generum eandem theoriam extendere.

Unde,femper ac deinceps figuratos numeros fim

pliciter appellabimus, non alii erunt intelligen

di , quam qui ad primum genus referuntur , &

quorum genitores funt numeri naturales , qui

ex continua unitatum additione oriuntur.

883. Itaque primo , fi quæftio fit de conti

nuandis feriebus figuratorum ad partes oppofi

tas, id fa&tu facile erit. Jam enim feries numero

rum naturalium continuatur ad partem contra

riam per continuam unitatis fubduétionem : quo

fit , ut primo quidem per zero, deinde vero per

eofdem numeros naturales , negative fumptos,

excurrat . Quare eadem pariter ratione conti

nuandæ erunt ad partes contrarias ipfæ figurato

rum feries: nimirum,fubducendo ex terminis cu

jufque (eriei ordine terminos, qui eis correfpon

dent in ferie præcedente.

884. Id autem agentes , commeriemus fe

riem figuratorum primi ordinis t, 3, 6, io, i y,

&c. , continuatam ad partem oppofitam , primo

quidem per duas cyphras, tum per eofdem figu

ratos, pofitive fumiptos , excurrere ; vicitiim

vero feriwm figuratorum fecundi ordinis 1, 4, roa

r-- 2OA
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:

:

2o, 35, &c., continuatam ad partem contrariam;

primo quidem per tres cyphras, deinde per eof

dem figuratos , negative fumptos , promoveri.

885. Comperienus quoque , feriem figura

torum tertii ordinis 1, 5, 15, 35, 7o, &c., retro

promotam , primo quidem per quatuor cyphras,

tum per eofdem figuratos,pofitive fumptos,pro

gredi ; per contrarium vero feriem figuratorum

quarti ordinis 1 , 6, 2 1 , 56 , 126 , &c., protra

&tam ad partem oppofitam , primo quidem per

quinque cyphras , deinde per eofdem figaratos,

negative fumptos , in infinitum abire.

886. Generaliter autem comperiemus,unam

quanque feriem figuratorum , continuatam ad

partem contrariam , excurrere primum per tot

cyphras , quot defignat exponens ordinis figu

ratorum , au&tus unitate una ; deinde vero pro

gredi per eofdem figuratos, fumptos pofitive,

fi exponens ordinis figuratorum fit numerus im

par ; fumptos negative , fi idem exponens fit vi

ciffini numerus par .

887. Quod fi interpolandæ fint eædem feries,

interje&ione aliorum terminorum , confiderare

prius oportet , terminos cujufque feriei ita qui

dem in infinitum promoveri , ut fint arithmetice

proportionales, termini ipfi in ferie numerorum

naturalium , eorum differentiæ primæ in ferie fi

guratorum primi ordinis , eorundem differentiæ

fecundæ , five differentiarum differentiæ in ferie

figuratorum fecundi ordinis, atque ita deinceps.

888. Ut igitur interpolatione lex feriei ma

neat eadem , neceffe eft interje&ione aliorum

terminorum ita quidem feries illas interpolare,

ut termini interjeéti cum terminis jam •;i-
V$
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*art.$ 87.

*art.$9o.

$94•

-

bus eadem pariter lege in infinitum progredian.

tur . Unde feries numerorum naturalium facili

quidem negotio interpolabitur ; quum facile fit,

inter terminos cujufque progreffionis arithmeti

cæ alios interponere, qui una cum iis progre(fio

nem fimiliter arithmeticam conftituant.

889. Ita, fi inter duos quofque terminos fe

riei numerorum naturalium alius tantum inter

jici debeat; ea erit, afcendendo, o, 1 ; 2, 1, 3 : a,

2 , 5 : 2, 3, &c.} defcendendo,o, -• 1 : 2, -• r ,

—3 ; 2 , — 2 ,*= s : 2 ,- 3 , &c. Quod fi

vero interjiciendi fint duo alii; fiet eadem,afcen

dendo,o, 1 : 3, 2 : 3, 1 , 4 : 3, 5 : 3, 2,7 : 3,8: 3 ,

3, &c.; defcendendo, o,— 1 : 3,— 2 : 3,-1,

—4: 3, - 5: 3,— 2, •-• 7 : 3, -j 8 : 3, —3,

&c.Atque ita quoque,interjeétione quotcumque

terminorum , femper eam feriem facillime inter

polare licebit.

89o. Sed non perinde res eft de feriebus nu

merorum figuratorum. In iis enim funt * arith

metice proportionales, non quidem ipfi termi

ni ; fed eæ illorum differentiæ , quos exponens

ordinis defignat. Unde non ita facile interjeétio

ne aliorum terminorum poffunt, interpolari.Inte

rim pro unaquaque ferie,fi in generali expreffio

ne cujufque termini ponatur loco m terminus

interje&tus in ferie numerorum náturalium , ha

bebitur terminus , ordine interjiciendus.in ferie

figuratorum , de qua agitur.

891. Ita in ferie figuratorum primi ordinis.

generalis expreffio cujufque termini eft • ( m*

+m ) : 2 . Quare , fi feries numerorum natu

ralium interpolata fit o, i : 2, 1, 3 : 2 , 2, 5 : 2,

3, &c.; habebuntur figurati primi ordinis, corre•.

- fpon
-

*.
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fpondentes terminis interje&tis 1 : 2, 3 : 2, 5: 2,

&c., ponendo fucceffive loco m terminos iftos

in cxpreffione generali. Qua ratione ipfâ feries

figuratorum primi ordinis, interje&ione unius

tantum termini interpolata, erit o, 3 : 8, 1, 1 5 : 8,

3 , 35 : 8 , 6, &c., in qua liquido patet , termi

norum differentias primas 3 : 8 , 5 : 8 , 7 : 8 ,

9:8 , 1 1 : 8 , 1 3 : 8 , &c. effe arithmetice pro

portionales.

892. Similiter in ferie figuratorum fecundi

ordinis generalis expreffio cujufque termini eft *•.,, *,,.

( m 3 + 3m* + 2m ) : 6. Itaque , fi feries nume

rorum naturalium interpolata fit o, 1 : 2, 1, 3 : 2,

2 , 5 : 2 , 3, &c. 5 invenientur figurati fecundi

ordinis,correfpondentes terminis interje&is 1:2,

3 : 2 , 5 : 2 , &c. , fcribendo fucceffive loco rm

terminos iftos in expreffione generali . Qua ra

tione ipfa feries figuratorum fecundi ordinis, in

polata interje&ione unius tantumniodo termini,

erit o, 5 : 16, 1 , 35: 1 6, 4, 1 o5 : 16, 1 o, &c.,in

qua , quum terminorum differentiæ primæ fint

5: 16, 1 1 : 16, 19 : 16, 29 : 16, 41 : 16,55: 1 6,

&c. , liquet, differentias fecundas 6: 16, 8: 16,

1o : 16 , 1 2 : 16 , 14: 16 , &c. effe arithmetice

proportionales.

V. Demonflratio traditae imterpolationis , & pro

greffionum aritbmeticarum proprietas

/fmgularit.

$91•

893. IĘ ea , quam modo * in- •art.89e.

nuimus, ratione feries figuratorum

primi generis ; primus omnium docuit Johannes

Wallifius in præclaro fuo opere de Arithmetica

-
ln
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fnfinitoram. Sed , unde fiat , ut feries illæ , fu

Vbinde interpolatæ, propriam naturam non amit

tant ; id nec ipfe , nec alius quifquam , quem

fciam , docuit. Rationem ergo ejus interpola

tionis hic breviter aperire non gravabimur:

quam eo lubentius hic afferemus,quod præbetur

nobis occafio , ut novam quandam progreffio

num arithmeticarum proprietatem oftendamus.

894. Jam enim cun&tis notum eft,quod fi ter

mini unius progreffionis geometricæ multipli

centur ordine per terminos alterius progre(fio

nis geometricæ , produ&ta conftituunt progref

fionem aliam, fimiliter geometricam. Notumque

eft etiam , quod, fi hæc proprietas ad progreffio

nes arithmeticas fit transferenda , termini unius

progreffionis addendi funt ordine cum terminis

alterius. Sedjucundum erit, inquirere, qua qui

dem lege progrediuntur quantitates,quæ ex ter

minis unius progreffionis arithmeticæ , ordine

per terminos alterius multiplicatis, oriuntur.

895. Sint ergo duæ quævis progreffiones

arithmeticæ a , a — b , a -- 2b , a -* 3b , a -4

4b, &c. , c , c— d • c- 2d, c- 3d, c— 4d ,

&c. ; & multiplicentur termini unius progreffio

nis ordine per terminos alterius , ita , ut produ

cantur quantitates ac , ac •—• bc •-• ad-+- 4d, ac

-- 2bc— 2ad -+- 4bd , ac- 3bc - 3ad-+-9bd,

ac-4bc-4ad-+■ 6bd,&c. Sane quantitates iftae

exhiberent nobis progreffionem aliam arithmeti

cam , fi omnes eæ , quæ primam excipiunt, ul

tima parte minuerentur. Sic enim fierent ac, ao

— bc •-• ad , ac— 2bc- 2ad , ac -- 3bc

3ad , ac -4bc- 4ad, &c, ;, adeoque eodem

femper intervallo in infinitum proseisig.
96.



L I B E R P R I M Ul S. 3 §3

.

;

7.

i •

.

896. Jam ultimæ partes earum quantitatum;

ordine fumptæ, funt bd, 4bd , 9bd , 16bd , &c. :

proindeque habentur,multiplicando per bd qua

drata numerorum naturalium 1 , 4 , 9, 16, &c.

Unde , quia quadrata ifta oriuntur ex continua

colleétione numerorum imparium 1, 3, 5-7,&c.;

erunt arithmetice proportionales eorum diffe

rentiæ primæ: & propterea arithmetica illa pro

grcffio,quam eæ quantitates nequeunt exhibere,

per primas earundem differentias exhibebitur.

897. Ubi ergo termini unius progreffionis

arithmeticæ ordine multiplicantur per terminos

altcrius , habebuutur tales quantitates , ut ea

rum differentiæ primæ erunt arithmetice pro

portionales. Nec fane aliunde evenit , ut primæ

differentiæ quadratorum , quæ fiunt ex numeris

naturalibus, conftituant progrefficnem arithme

ticam,quam quia quadrata illa ex terminis unius

progreffionis arithmeticæ , ordine multiplicatis

per terminos alterius , oriuntur . Nam 1,4,9, 1 6,

&c. idem funt, ac 1 . 1 , 2. 2 , 3. 3 , 4. 4, &c.

898. Sed proprietas ifta progreffionum a

rithmeticarum ulterius longe progreditur . Si

enim trium hujufmodi progreffionum termini

ordine multiplicentur per fe mutuo ; orientur

quantitates tales , ut carum differentiæ fecundæ

erunt arithmeticæ proportionales. Quod fi vero

ordine multiplicentur per fe mutuo termini

quatuor progreffionum arithmeticarum 5 erunt

arithmetice proportionales differentiæ tertiæ ea

rum quantitatum , quæ multiplicationibus iis

producuntur. Et generaliter, quotcumque fue

rint progreffiones arithmeticæ , quarum termini

ordine multiplicantur per fe invicem ; erunt in

arith
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arithmetica proportione eæ femper quantitatum

produétarum differentiæ, quas defignat multitu

do progreffionum , unitate minuta.

899. Oftendetur id vero eadem fere ratio.

me. Affumendo enim generaliter , ac indefinite

tres progreffiones arithmeticas , comperiemus,

quantitates ortas ex terminis ipfarum , ordine

multiplicatis per fe mutuo, exhibere nobis fe

riem quantitatum , quarum differentiæ primæ

forent arithmetice proportionales, fi eæ, quæ

primam excipiunt , ultimam partem non habe

rent. Unde , quia, ultimæ partes earum fiunt,

multiplicandoeandem quantitatem per cubos nu

merorum naturalium ; omnino neceffe eft , ut

fint arithmetice proportionales illarum quan

titatum differentiæ fecundæ.

9oo. Similiter, fi affumantur generaliter,

ac indefinite quatuor progreffiones arithmeticæ,

& multiplicentur termini ipfarum ordine per fè

mutuo 5 prodibunt quantitates tales, ut earum

differentiæ fecundæ forent arithmeticæ propor

tionales , fi eæ , quæ primam excipiunt , ultima

parte minuerentur . Quare , quum ultimæ par

tes talium quantitatum habeantur , multipli

cando eandem quantitatem per quadrato-qua

drata numerorum naturalium; plane opus eft, ut

fint arithmetice proportionales illarum differen

tiæ tertiæ.

9oi. Quippe fciendum,quod ficuti in quadra

tis numerorum naturalium 1,4,9, 16,25,&c.funt

arithmetice proportionales differentiæ primæ;fic

arithmeticam progreffionem conftituunt in cu

bis 1 , 8, 27,64, 1 25, &c. differentiæ fecundæ;in

quadrato-quadratis 1 , 16,81,256, 625,&c. diffe.

rCII
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•

:

ventiæ tertiæ ; atque ita deinceps . Quam fane

proprietatem exinde etiam pendere , putandum

eft , quod , ficuti quadrata oriuntur ex terminis

duarum progreffionum arithmeticarum, per fe

mutuo multiplicatis ; fic cubi producuntur ex

multiplicatione terminorum trium hujufmodi

progreffionum , quadrato-quadrata ex multipli

catione terminorum quatuor talium progrcffio

num , ficque in infinitum.

9o2. Hac progreffionum arithmeticarum

proprietate fuppofitu , haud difficile modo erit,

traditæ interpolationis rationem intelligere.Jam

enim numeri naturales fubinde•interpolantur, ut *art.85 ?.

per interje£tionem terminorum adhuc maneant
-

arithmetice proportionales. Quare , fi quilibet

terminus feriei numerorum naturalium interpo

latæ defignetur per m ; conftituendo feries alias,

in quibus correfpondentes termini fint m -+- .,

m + 2 , m + 3, &c., etiam feries iftæ progreffio

nes erunt arithmeticæ : proindeque, vi oftenfæ

proprietatis , plane neceffe eft , ut fint arithme

tice proportionales differentiæ primæ in ferie ,

ubi quifque terminus defignatur perm . m + i ;

differentiæ fecundæ in ferie , ubi defignatur per

m. m -+- 1 . m + 2 ; differentiæ tertiæ in ferie,

ubi defignatur per m. m -+• i . m -+- 2 . m -+- 35

atque ita deinceps.

9o3. Verum quidem eft, quod, interpolatis

feriebus figuratorum primi generis ca , quam fu

pra * tradidimus , ratione , defignatur quifque *art.89 o.

terminus per ( w . m -+- 1 ) 1 2 in ferie figurato

rum primi ordinis, per ( m. m -+- 1 . m + 2 ) : 6

in ferie figuratorum fecundi ordinis , per ( m.

m+ 1 . m + 2. m + 3 ) : 24 in ferie .figurata

7'om.l. B b rum

\
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rum tertii ordinis , atque ita de aliis . Sed id

vim allatæ demonftratigpi
s

nequaquam ever

tit , Jam enim notum eft, quantitates quotcum

que , per eandem five divifas , five multiplicatas
,

in eadem ratione manere. Unde , fi funt arithme

tice proportionale
s

differentiæ primæ earum

quantitatum , quarum quælibet defignatur per

?m . m -+- 1 ; per divifionem , aut converfione
m

rationis tales etiam erunt differentig primæ quan

titatum , quæ indefinite defignantur per ( m . m

+ 1 ) : 2. '

VI. Gemeralis vulgarium poteffatum formulæ

extem/io demoaflrata. '

9o4• Is prælibatis, videamus modo,

-• - • 1 unde fiat , ut formula generalis

*art.83 1. poteftatum vulgarium , fuperius * exhibita , ad

`` `` poteftates aliasfe extendat. Qua in re ordiemur

a poteflatibus perfe£tis negatiyis , quæ ex divi

fione unitatis per correfpondente
s

pofitivas o

*art.761 • riuntur * . Jamque , fi a + & fit quantitas bi

membris, ex'qua'eæ fieri debent ; comperiemus,

quæfitam poteftatem effe ia-* -* 1 a-*4 -+-

ma-3ba •-• 1a-4}3 + 1a-{54 •—• &c.,quum ejus

exponens eft •—*i;effe ia-* — 2a-3b+ ga-*b*

i-4a- 5b3 -+- 5a- 6b* •-• &c. , quum exponens

cft — 2 ; effe 1a-3 — 3a-44 + 6a-*b* —

1ga-*#3 + 1 sa-74*— &c. , quum exponens

eft — 3 5 effe i a-4 •—• 44- $b -+- 1 oa-6b*—

29a-763 + 35a-344- &c. , quum exponens

eft- 45 atque ita deinceps. '
9o5. Quum ergo hac lege progrediantur ia

infinitum poteftates perfc£tæ negativæ quanti

- - - satis
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tatis bimembris a + b , patet , earum terminos,

perinde ac eos , ex quibus conftant poteftates

perfe&tæ pofitivæ , exhibendos effe ' per a*,

am - 1 5 , a* - 36* , a* - 363 , an - 434 , &c., ubi

earundem exponens generaliter , ac indefinite

defignatur per m . Sed perfpicuum eft quoque,

coefficientes fuorum terminorum , ut alternatim

affici fignis +, & -, fic effe unitates, quum

exponens eft — i ; effe numeros naturales ,

quum exponens eft— 2 5 effe figuratos primi or

dinis , quum exponens eft — 3 ; effe figuratos

fccundi ordinis , quum exponens eft -*4 ; at

que ita in infinitum. - -

9o6. Hinc , fi tabula coefficientium, quibus

afficiuntur termini poteftatum perfe&tarum pofi

tivarum , continuetur ad partem oppofitam , po

nendo primum coefficientes terminorum ejus po

teftatis,cujus exponens eft zero,& deinde coeffi

cientes terminorum poteftatum perfeétarum ne

gativarum ; omnino nece{fe eft , ut in prima co

lumna verticali reperiatur feries unitatum , in

fecunda feries numerorum naturalium utrinque

continuata , in tertia feries figuratorum primi

ordinis utrinque promota , in quarta feries figu

ratorum fecundi ordinis utrinque protra&ta, at

que ita deinceps . Nam, quum (a + b )° idem

fit * , ac 1 5 coefficientes terminorum hujus po- •,.,,.s. ,

teftatis erunt 1 , ο, ο, ο, ο, &c.

9o7. Id vero quum ita fit,neceffe eft pariter,

ut , ficuti progreffionem arithmeticam confti

tuunt ipfi termini in fecunda columna verticali;

ita * fint arithmetice proportionales,terininorum *are.ss ,.

differentiæ primæ in tertia columna verticali,ter- s;c

minorunu differentiæ fecunda, in quarta, termi

B b 2 110
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norum differentiæ tertiæ in quinta , atque ita de

aliis. Unde, quemadmodum, vocando m termi

num quemcumque pofitivum fecundæ columns

*art.821. verticalis effe debet * ( m. m- 1 ) : ( 1 . a ),t- - qui ei correfpondet in tertia;(m • m-*r . m-2);

( 1 . 2. 3 ) , qui ei correfpondet in quarta ; ( m.

m- 1 - m *-* 2 . m — 3 ) : ( i • 2 . 3. 4 ) , qui

ei correfpondet in quinta 5 atque itä deinceps;

fic pariter , exhibente m terminum quemlibet

negativum ejufdem fecundæ columnæ verticalis,

*art.s87• exhibere debent * eædem quantitates terminos,

9o*• ei correfpondentes in aliis columnis.

9o8. Ex quibus modo jam liquido patet,

• quod , ficuti in poteftatibus perfe&tis pofitivis,

********* vocando m expónentem , fit $ unitas coefficiens

primi termini , m : i coefficiens fecundi , ( m . m

•-• 1 ) : ( 1 . 2 ) coefficiens tertii , ( m . m *-• 1 .

m- 2): ( 1 . 2. 3 ) coefficiens quarti , atque

ita de aliis 5 fic quoque in poteftatibus perfe&is

negativis , defignato exponente fimiliter per vi.

eædem omnino effe debent expreffiones coeffi

cientium fuorum terminorum . Unde plane ne

ceffe eft , ut eadem illa formula generalis, fupe

rius • exhibita, pro poteftatibus perfe&tis pofi

tivis quantitatis bimembris, obtineat quoque,

relate ád potcftates perfe£tas negativas ejufdem

quantitatis. -

9o9. Non diffimilis erit demonftratio , pro

poteftatibus imperfeétis, quæ fiunt,fola radicum

extra&ione , quum funt pofitivæ ; & partim ex

tra£tione radicum, partim divifione, quum funt

negativæ .Si enim conftituantur hujufmodi po

tcftates , jam liquido patebit , terminos ipfarum

exhibcndos effe per a*,4*-*ba*-*b*,a*-sâ,

- a* - 444

*art.83 1 •
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4• **34, &c., ubi exponens earundem generali

ter , ac indefinite vocatur m . Et, fi porro coeffi

cientes fuorum terminorum inferantur horizon

taliter in eadem illa tabula,eodem plane ordine,

quo inter poteftates perfe&as inferi debent im

perfc&iæ;patebit quoque,per eos interpolari,tam

feries unitatum,& numerorum naturalium,quam

feries ipforum figuratorum. -

9 1 c. - Hac ratione inter poteftates perfe&tas,

quæ habent pro fuis exponentibus o , 1 , 2 , 3»

&c. , ordine inferi poffunt poteftates imperfe

&tæ, quarum exponentes funt 1 : 2 , 3 : 2 , 5 : 2,

&c. Unde, inter illarum coefficientes infertis ho

rizontaliter coefficientibus iftarum , qui relate

ad 1 : 2 funt 1 , 1 : 2 , -* i : 8 , 1 : 16, &c. •

relate ad 3 : a funt 1 , 3 : 2 , 3 : 8 , — 1 : 16,

&c.,& relate ad 5 : 2 funt 1 , 5 : 2, 1 5 : 8, 5: 16,

&c. 5 comperientur in prima columna verticali

termini 1 , 1 , 1 , 1 , 1, 1, 1, &c., in fecunda ter^

mini o, 1 : 2, 1, 3 : 2, 2, 3 : 2, 3 , &c. , in tertiâ

termini o, -• 1 : 8, o, 3 : 8, 1 , 1 5 : 8, 3 , &c., in

quarta termini o , 1 : 16, o, *-* 1 : 16, o, 5 : 16,

1, &c. , atque ita deinceps. -

9 1 1. Oriri vero in hunc modum interpola

tas , non modo feries unitatum , & numerorum

naturalium , verum etiam ipfas figuratorum fe

ries ; perfpicuum quidem eft.Jam enim termi

norum , qui reperiuntur in tertia columna verti

cali, primæ differentiæ funt —• 1 , 8, 1 : 8, 3 ; 8,

$: 8, 7 : 8 , 9 : 8, &c. } has vero arithmeticam

ÉÉÉ conflituere , nemo non videt •

Quumque primæ differentiæ terminorum , qui

extant in quarta columna verticali , fint 1 : 16,

s- 1 ; 16, — i 1 16, 1 : 16, s : 16, 1 1 : 16, &c.;

B b 3 erunt
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erunt differentiæ fecundæ eorundem termino;

tum- 2 : 16 , 6 , 2 : 16 , 4 : I 6, 6: i6 , &c.,

quas arithmetice proportionales effe,patet etiam

abunde . -

912. Ut ergo rem contrahamus, en cjus, de

quo agitur, veritas oftenfa . Si in tabula illa in.

ferti concipiantur horizontaliter coefficientes

terminorum poteftatum imperfeétarum , eodem

plane ordine, quo ipfæ poteftates imperfe&ae in

*a, a.ss». feri debent intet pcife&tas; habebuntur * inter

- polatæ , tam feries unitaturh , & numerorum na

turalium,quafn feries ipforum figuratorum.Qua

re , ficuti in fecunda columina verticali ipfi ter

mini progreffionem exhibent arithmeticam ; fic

•arr.ss*. exhibebunt*progreffionem non diffirhilemi termi

norum differentiæ primè in tertia columna vcrti

cali , terminorum differentiæ fecundæ in quarta,

terminorum differentiæ tertiæ in quinta , atque

ita deinceps. - - -

913. Atque hinc porro , ficuti , vocando m

terminum quemcumque integrum fecundæ co

*art.$. 1. lurhnæ verticalis, effe debet * ( m . m -- 1 ) :

9o7. ( 1 . 2 ), qui ei correfpondet in tertia ; ( m. m

*-* 1 . m •-• 2 ) : ( i . 2 . 3), qui ei correfpondet

in quarta ; ( m . m •-• 1 . m — 2. m— 3 ) :

( 1 . 2. 3. 4) , qui ei correfpondet in quinta ;

atque ita de aliis 3 fic etiam , exhibente m termi

nurh quemlibet fra&um ejufdem fecundæ colu

nnæ verticalis, neceffe eft , ut eædem quantita.

tes exhibeant * terminos, ei correfpondentes in

aliis colurhnis : proindeque, fi idem numerus m

referat exponentem cujufque poteftatis, omnino

opus eft, ut pro unaquaque poteftate fit 1 coef

ficiens primi terrnini , m : 1 coefficiens fecundi,

(m
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,

£

( m . m -* 1 ) : ( 1 . 2 ) coefficiens tertii, ( m. m

*- i • m – 2 ) : ( i ι 2 à 3 ) coefficiens quarti,

atque ita deinceps.

c A P u T Iv.

Alia potefiatam/pecies enodata.

914• E St & alia fpecies poteftatum , o

mnino diverfa ab iis, quas fu

perius*recenfuimus. Poteftates enim, de quibus,

fupra locuti fumus, id corhihune habent, quod

fingularumi exponentes funt nurheri rationales.

Sed concipere licet poteftates alias , quarum ex

ponentes fint nunieri radicales ; vel generalius,

quæ habeant pro fuis exponentibus, aut eafdem

quantitates , ad quas eæ poteftates referuntur.

ut a* , ò* , c* ; aut etiam quantitates alias , ab

iis plane diverfas , ut a* , b* , c*.

9 1 5. .Hujufmodi poteftates dicuntur pa{fim

quantitates exponentiales; & earum ortus quan

titatibus logarithrnicis ferri debet acceptus.

Unde, ut melius natura, ac genefis quantitatum

exponentialium intelligi poffint ; rem oportet

paulo altius repetere , & quæ fint quantitates

logarithmicæ, quæve carundem affeétiones, pau

cis prius exponere. Neque'vero vitio nobis ver

tendum eft, quod de hujufmodi quantitatibus

in Algebræ Elementis differimus. Nam earum

do&rina ad generalem poteftatum theoriam per

tinere videtur. -

B b 4 1. AVa,

*art.7 14;

7 1$ •
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1. Natura , & proprietates qaantitatam

logaritbmuicarum.

9 1 6. Uantitates logarithmicæ dicun

Q. tur eæ, quæ çonftituentes pro

greffionem arithmeticam , aliis correfpondent,

geometricam progreffionem componentibus.Ita,

fi quantitates a , b, c, d, e, &c. conftituant pro

greflionem arithmeticam , eæque ordine adferi

bantur quantitatibus aliis f, g , b, i, &, &c. quæ

componant progreffionem geometricam 5 illæ re

late ad iftas quantitates dicentur logarithmicæ:

nimirum a relate ad f, b relate adg , c relate ad

h , atque ita deinceps.

9 1 7. Hinc quantitates logarithmicæ non

funt quantitates abfolutæ , fcd relativæ } nec fa

ne inteiligi poffunt, nifi præfentes habeantur

aliæ illæ quantitates , ad quas ipfæ ut tales re

feruntur. Unde , ficuti vocari quoque folent

fimpliciter logarithmi , fic in iis enunciandis ad

jiciuntur femper quantitates aliæ , quibus ipfas

velut logarithmi correfpondent. Ut in allato

exemplo a dicitur logarithmus quantitatis f, &

logarithrnus quantitatis g , c logarithmus quan

titatis b , atque ita de aliis.

9 1 8. Progreffio porro arithmetica , quæ fit

fedes , feu locus logarithmorum , fumi poteft ad

libitum. Unde , ficuti infinitæ effe queunt hu

jufm6di progreffioncs 3 fic & earundem quanti

tatum infinitæ dari poterunt logarithmorum

fpecies. Interim , ea progreffione femel ftatuta,

non licebit amplius eandem variare. Et,quemad

modum ad affumptam progreffionem geometri

- Caßum
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cam advocandæ funt quantitates omnes,quarum

quæruntur logarithmijita in eadem illa progref.

fione arithmetica, quæ femel pofita eft, quæren.

di funt logarithmi , quos oportet invenire.

919. Fieri autem poteft , ut affumpta proj

greffio geometrica, utrinque coritinuata , non

includat eas quantitates , de quarurh logarith- .

mis eft quæftio . Unde pari ratione nec etiam

progreffio arithmetica , utrinque promota, quæ

fitos logarithrhos exhibebit . Id vero quum ac

cidit, ad interpolationes confugere opus eft. Nia

mirum in progre(fione geometrica tot alii termi

ni inter binos quofque erunt interjiciendi, quot;

neceffarii judicabuntur , ut quantitates, de quia '

bus agitur , in ea reperiantur. Et , interpofitis

aliis totidem inter binos quofque progreffionis

arithmeticæ,habebuntur logarithmi earum quam

¢itatum . -

92o. Et fane vulgaris cahoh logarithmicus;

qui numerorum omnium naturalium logarith

mos exhibet , hoc fere artificio compofitus cft.

Primo enim affumpta eft progreffio geometrica

1, 1o, 1 oo, iooo, &c. , quæ ab unitate pergit in

ratione decupla; eique adferipta progreffio arith

metica o, 1 , 2, 3, &c., in qua quifque terminus

pluribus cyphris intelligi debet adau&us. Dein

âe utraque progreffio , per interje&ionem alio

rum terminorum , fubinde eft interpolata , ut iii

priore caderent omnes alii numeri naturales, vel

etiam numeri tales, quibus ii quamproxime ac

cederent ; in fecunda vero correfpondentes eos

rundem logarithmi haberentur.

92 1. Sed , ut ad quantitates logarithmicas,

generatim gonfideratas , revertamur 5jam vidi

Inu$
- T. -
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*art.yi %.mus fupra * ; eas non effe quiantitates abfolu

tas , fed relativas ; nec fatis intelligi poffe , nifi

fimul obverferitur noftrd animo aliæ illæ quan

titates, quibus ipfæ velut logarithmi correfpon

dent . Id vero quumi itä fit , liquet ; eafdem

quantitates non melius defignari poffe , quam

præfigendo litteram 1 quantitatibus ipfis , ad

quas eæ referuntur. Qua ratione defignabimus

êani per l. d , fi referatur ad a ; pef l.ax , fi re

feratür ad dx ; per l . ( a* + bx ), fi referatur ad

ax + bx 3 atque ita de aliis. - -

, 922. , Hæc autem quantitates logarithmicas

- defignandi ratio commendanda eft , non modo,

quiâ fiftit nobis ipfàs illas quantitates , quibus

correfpondent, fed alio etiam ex capite : jam

faj}.$1$; enimi notavimus fupra * ; progreffionem arith

meticam , quæ fedes fit quantitatum logarithihi

carumi , ad libitum accipi poffe ; & inde fieri, ut

earundeii, quantitatufh infinitæ effe queant lo

garithmorurh fpecics . Itaque optandum effet,

ut fub una eaderhque expreffione bmhes conti

nerehtur . Plane vero, quumi defignantur loga

rithmi , præfigcrido litteram / quantitatibus, ad

quas referuntur , id òbtinetur. Nam littera !

«xhibet eos quidemi , fed hüllum iis largitur va

lorem certum , ac definiturha

923. Cæterurh , quos hic vocamus quanti

•art.ygy. taturn logarithrhos , alibi * exponentes quanti

tatum appellavimus. Unde , quum nulium fit

difcrimen inter expönefites , & logarithmios,

quæcumque de expónentibus fuperius oftenfa

funt , ea omnia ad logarithhios pariter pertine

bunt. Quocirca , fi fuerint quatuor quantitates

'art.757 geometrice proportionales , erit * fa*; ex

- -- Q
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.

logarithmis extremarum æqualis fummæ ex lo

garithmis mediarum. Quod fi vero tres fuerint

quantitates in geometrica proportione, erit • •„;.,,;.

fumrna ex logarithmis extremiarumi æqualis du.'

plo logarithmi quantitatis intermiediæ.

924. Præterea , fi pro logarithmo unitatis

capiatur zero , hæc etiam de logarithrmis ftatui

debent . Primo , ut furhma logarithmorum ,

multiplicandi , & multiplicatoris adæquet • lo- •art.y4s.

garithmum produ&ti. Secundo , ut logarithmus

diviforis , fubdu&tus a logarithmò divideridi, rc

linquat * logarithmurn quotientis . Tertio , ut *art.744•

duplum logharithmi lateris adæquet • logarith- *art.746•

mum quadrati , triplum logarithmumi cubi, qua

druplum: logarithmum quadrato-quadrati , at

que ita deinceps ; Et quarto defium, ut femiffis ...

logarithmi alicujus quiantitatis adæquet * lo- "ar*7*°*

garithmum fuæ quadratæ radicis , triens loga

rithmium fuæ radicis cubicæ, quadranslogarith

mum fuæ radicis quadrato-quadratæ * atque ita

in infinitumi. - - - -

925. Hinc,etfi logarithmus cujufque quati- *…s 4- •*

titátis defignari * queat , præfigendo quantita- 4rf.%xf«

ti litteram l ; attamen hæc ejus expreffio , opé

proprietatum,quæ logarithmis competunt,pote

rit in aliam tranfrhutari, adhibita adhuc littera /.

Ut, fi quantitas fit ab: c5 logarithmus ejus defi

gtiari potcrit , non mod9 per 1. ( ab : e ), ve

rum etiam per 1. a + /. b - 1. c. Nam , quum

fint geometrice proportionales quatuor quan- ._..

titatês c, a, b, ab : c $erit • fummia ex logârith- "***?***

mis extrerhafum /. ( ab : c ) + 1. c æqualis fum

mæ ex logarithmis mediarum /. a -+- 1. b 5 adeo

que,dcmpto utrinque /. c,fict 1. (24 : c) æqualis

- - . /. 4
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1. a + 1. b— 1. c. Et pari ratione, fi quarititas

fit a* : c, quæ eft tertia geometrice proportiona

lis poft duas c , & a 3 licebit ; logarithmum ejus

exprimere , non modo per / a ( 4* : c ), verum

etiam per 2/. a *-• }. c.

11. ?ramfùrmationes expreffiomam logaritbmii

carum adfuas regulas revocatæ.

926. T Rarisformatioties expreffionum

logarithmiicarurh , quarum mo

*ì.9afi do • meminimus, funt magno ufui in refolutio

ne eorum problematum , quæ pendent ex loga

rithmis.Unde non abs re forc putamus, nonnihil

copiofius de iis differere , & ad regulas quafdam

generales eafdem revocare. Diftinguemus autem

tres cafus. Primo , quum quantitas , ad quam

refertur logarithmius, oritur ex multiplicatione,

vel aliarum pluriuin , vel unius per fe ipfam fæ

pius faóta. Secundo, quumi eadem quantitas efk

fra&io, hoc eft quotiens, ortus ex divifione alia

rum quantitatum. Et tertio demum, quum cft

quantitas radicalis, hoc eft radix, extrahenda ex

alia data quantitates

927. Quantum ergo ad priorem cafum , fit

primum quantitas duarum dimenfionum ab. Di

co , logarithmum ejus defignari poffe , non mo

do per l. ab, verum etiam per ?. a + 1. b •-*

1. 1 . Eft enim enim ab produ&tum , quod ori

titur,multiplicando a per b. Qugre, ex definitio

ne multiplicationis,erunt geometrice proportio

les quatuor quantitates 1 s a, b , ab . Unde fum

ma ex logarithmis extremarum 1. ab + l. 1 ae

•.a.yag. qualis erit*fummæ ex logarithmis--;} . 4



IL I B E R P R I M \l §. 39?

-}- 1. b: & propterea, dempto utrinque logarithê

mo unitatis , hoc eft 1. 1 5 fiet 1. ab æqualis 1. a

+ /. b •-• /. 1.

928. Sit fecundo quantitas trium dimenfio

num abc . Dico , logarithmum ejus exprimi

poffe, tam per /. abc, quam per /. a -+- 1. b + /.

c — 2l. 1 . Si enim loco bc ponatur d , fiet abc

aequalis ipfi ad. Unde l . abc , & /. qd æquales

erünt inter fe.Jam /. ad idem eft • , ac l. a -+-

J. d— 1. 1 . Quare fimiliter /. abc æqualis erit

J. a + l. d-* /. 1 . Quum autem d , & bc inter

fe fint æquales, erit /. d æqualis /. &c, five etiam

J. b + !. c— }. 1. Unde, fubftitutione peraéta,

fiet l, abc æqualis l . a + /. & + /. c— l. I -

H. 1 , five l. a -+- l. b + /. c — 2}. 1.

929. Eodem prorfus argumento oftendemus,

quod , fi habeatur quantitas quatuor dimenfio

mium abcd , logarithmus ejus defignari poteft,

non modo per l. abcd, verum etiam per l. a -+-

1. b + l . c + l . d—31. 1. Et generaliter,quot•

cumque fuerint dimenfiones quantitatis , loga

rithmus ejus comperietur femper æqualis fum

mæ ex logarithmis quantitatum omnium , per

quas ejus dimenfiones conftituuntur , minutæ

logarithmo unitatis , toties fumpto, quot funt

quantitatis dimenfiones , una dempta.

93o. Id vero quum ita fit , liquet, logarith

mum ipfius 0* defignari poffe , tam per l. a* ,

quam per xl. a - }. i.Quum enim a* fit quan

titas duarum dimenfionum,quarum quglibet con

ftituitur per a ; erit • 1. a* æqualis J. a + 1. g

—l. 1 . Unde , quia l. a -+- l. a idem funt , ac

al. a ; erit 1. a* æqualis 21. a -* /. 1 . Sed eo

dem argumento patebis, logarithmum ip? a3

C

*art.9x%

*4rt.929.
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defignari poffe,non modo per l. a3, verum etiam

per 3l. a — 21. 1 ; pariterque logarithmum ip

fius a* poffe exprimi a tam per l. a* , quam per

41, a— 31. 1 ; atque ita deinceps : adeo, ut ge

neraliter, fi a* referat quamcumque poteftatem

perfeétam pofitivam ipfius a , erit l . g* æqualis

mh. a— ml. 1 + 1 , 1, -

93 1. Quantum ad fecundum cafum , quum

quantitas, ad quam refertur logarithmus eft,fra

&io ; fit x numerator fra&ionis , & y ejus deno

minator. Dico , fraétionis hujus x : y logarith

mum exprimi poffe , non modo per l . ( x : y),

verum etiam per J. x+ !. 1 -= 1. y . Quum |

enim fra&io x : y fit quotiens, qui oritur , divi

dendo x per y 5 erunt, ex natura divifionis, geo

metrice proportionales quatuor quantitates y,x,

1 , x : y. Quare fumma ex logarithmis extrema

*art.933. rum l. ( x : y) -+- 1 . y æqualis erit • fummæ ex

logarithmis mediarum l. x + l. 1 : proindeque,

fubduéto utrinque !. y , fiet l. ( x : y) æqualis

l . x + l. 1 — 1. y. ' , -

932. Jam fra&tio x : y omnes omnino fra&io

nes poteft nobis exhibere. Unde generaliter fta

tui potcft , logarithmum cujufque fraétionis æ

qualem effe logarithmo numeratoris , au&a

logarithmo unitatis , & diminuto logarithmo

denominatoris . Quia autem fieri poteft , ut

tam numerator , quam denominator fit quantitas

plurium dimenfionum ; licebit , utriufque lo

*art. 929. garithmum exprimere quoque * per logarithmos

quantitatum,per quas dimenfiones conftituuntur.

Qua ratione ipfe fraétionis logarithmus per loga

rithmos earundem quantitatum exprimi poterit.

933. Ut , fi fra&io fit aa : èc , logarithmus

- cjus
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ejus 1. ( a3 : bc ) æqualis erit * 1. a3 + }. 1 —

1. bc. Sed quoniam /. J3 eft idcm * , ac 31. a —,

al. 1 , & l . bc perinde valet * , ac /. b + l . g

— 1. 1 ; erit /. ( a3 : 6c) aequalis 3/. a -* 2/. 1

+ 1, 1—1. à…]. c-+} • i ,five etiam 3/. a-/. &

*-. /. c. Atqùe ita quoque , fi fráéíió fit as : c*,

£rit l . (a5 : c*) acquulis*/. a* -+- ?. 1 — /. c*.Eft

autem*/. a3 idem,ac 51. a — 4/. i ;ef*que etiam

, 1. c* idem , ac 2/. c~ 1. 1. Quare erit /. ( a5 :

**) æqualis s?. a — 41, 1 + 1. 1 — 21. c +

1. 1 , hgc eft 5?. a- 2/. 1 – 27, c. -

934. Qupd fi fedulo pcrpcndatur regula,fu

pefius*tradita,pro quantitatibus plurium dimen

fionum, patebit, logarithmum cujufque fraétio

nis oriri , fi cx logarithmis quantitatum , nume

ratoris dimenfiones conftituentium , fubducan

tur logarithmi quantitatum , quæ conftituunt

dinenfiones denominatoris , & refiduo addatur

logarithmus unitatis , toties fumptus , quot de

fignat multitudo dimenfionum denominatoris,

auéta unitate una , & diminuta multitudine di

menfionum numeratoris. \Jt fra&tionis a* : c*

logarithmus erit 5l. a — 21. c-+-(*+1-5) l. 1 •

fioc eft 5l. a—•2/. c-2?. i ,prorfus,ut fupra *.

935. ' Supereft tertius cafus, quum logarith

mus refertur ad quantitatem aliquam radicalem.

Sit ergo primum va quantitas radicalis , cujus

quæritur logarithmus. Dico , logarithmum ejus

exprimi poffe, non modo per l. va, verum etiam

per ( l. a + l. i ) : 2. Ponatur enim va æqualis

z . Et, utraque quantitate ad quadratum ele

vata , fict a æqualis x*; & l. a æqualis 1. x*. Eft

autem l. x* idem * , ac 2l. x— l. 1 . Quare

srit quoque h. a æqualis 2 l . x — /. 1 5 & addi

tO

*art. 93 *,

*art.93 o,

*art.927•

*art,9 3 =•

*art. 939.

*art.9»9•

*art.933 .

*art.93 cę
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to utrinque l. 1,erit l.a+l. i aequalis 2l. x. Unde

fiet demum l. x, five l. va æqualis (l.a-H. 1) : •,

936. Sit fecundo v3a quantitas radicalis,

cujus logarithmus quæritur . Dico , logarith

mum ejus defignari poffe, tam per /. v3a , quam

per ( J. a+ 2]. 1 ) : 3. Ponatur enim hic quo

que v3a æqualis x. Et , utraque quantitate ad

cubum elevata , fiet a aequalis x3 ; & l. a æqua

sart.93o. lis l. x3. Eft autem l • x* idem * , ac 3/. x—

' al. 1 . Quare erit pariter h. a æqualis 3l. x -

2l. 1 5 & addito utrinque 2 l. i ,erit ?. a -+- 2 l. t

aequalis ql. x.Unde fiet demum l. * , five l. v34

£qualis (l. a+ 2l. 1 ): 3.

937. Sed, ut rem fub generali exemplo gene

raliter comprehendamus , efto * exponens figni

radicalis ; & a quantitas, unde talis radix eft ex

trahenda.Dico, logarithmum ipfius v*a exhiberi

poffe , tam per l.v*a, quam per (la*ml.i-l. 1) w

Ponatur namque v*a acqualis x. Et,elevata utra

que quantitate ad eam poteftatem , cujus expo

nens fit m , fiet a æqualis x* 5 & 1. a æqualis

*art.93o. }. x*. Jam vero 1. ** idem eft *,ac ml , x-nl. 1

+ /. 1 . Itaque erit quoque 4. a æqualis mlx—

ml. 1 + 1. i 5 & addito utrinque ml. 1 •-• l. t

erit l. a + ml. 1 — 1. i æqualis ml. x. Quare

fiet demum l. x, five l. v*a æqualis (l. 4 +7l.t

•— / • i) 5 f•

938. Id vero quum ita fit , facile erit, often

dere , quod, confiderando quantitates radicales,

velut poteftates imperfe&tas , obtinet relate ad

eas eadem omnino regula , quæ locum habet in

poteftatibus perfe£tis. Si euim a* referat quam

cumque peteftatem perfe£tam ipfius a ; jam vidi

*a*p*o. mus fupra * • logarithmum ejus /. J* æqualem

-
cfTe -
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e{fe ml. a - ml. 1 + /. 1 . Itaque , quum v'a

idem fit * , ac a::" 5 eo res redit , ut videamus, *art.77.7.

num fubftituta fraétione 1 ; m loco m , oriatur

expreffio logarithmica ipfius v*a . Quod qui

dem liquet abunde. Nam , illiufmodi fubftitutio

, ne peraéta,emergit (l. a): m •-• ( /. 1 ) ; m-+-/. 1 ,

quæ reducitur ad (l. a + ml. 1 -• l. 1 ) : m.

III. Reda£iiv ommium regalarum præcedemtiam

ad unam folam.

939• v 7 Idimus paulo ante * , regulam, :art9;s •

fuperius • traditam , pro tranf, 'art.93o.

formandis expreffionibus logarithmicis potefta

tum perfe&tarum , obtinere etiam, relate ad po

teftates imperfeétas, quarum ope tolluntur figna

radicalia.Sed in utroque cafu fermo erat de pote

ftatibus pofitivis , hoc eft de iis , quæ numevos

pofitivos pro fuis exponentibus habent. Unde,

quia tam perfe£tæ , quam imperfe&tæ poteftates

poffunt effe pariter negativæ ; optandum effet,

ut eadem regula etiam in aliis hifce poteftatibus

locum haberet. Nam hac ratione liceret , uno

eodemque canone cujufcumque quantitatis ex

preffionem logarithmicam transformare.

'94o. Et fane , rem ita fe habere , haud ar

duum erit oftendere . Si enim a* referat quam

cumque poteftatem perfeétam pofitivam ipfius

a 5 erit * l . a" æqualis ml. a — ml. 1 +1. r. *4rt. 93o.

Plane vero, fi in hac exprcffione loco m ponatur

numerus quilibet integer negativus- m ; mu

tabitur ea in hanc aliam-ml. d + ml . 1 + 1. 1.

Unde pro poteftatibus perfe&tis negativis eo res

redit, ut oftendamus,logarithmum ipfius a* ef.

Tom.I. C c fe
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fe *-• n /, a + ml. r + l . 1 . Quod quidem li.

*art.761. quido patet. Nam , quum 4* idem fit • ac 1 ;

*4rt.932. a* ; erit * l . a-* æqualis l. 1 + 1. i -• !. m* ,

*art. 939. Eft autem • l , a* idem,ac ml. a — ml. 1 + l . i,

Quare erit l . a* aequalis l , i + l . i - ml. 4

+ wl. 1 — 1, 1,hoc eft -• ml. g + nl. 1 +• l,t,

941. Similiter, fi in expreffione logarithmi

ca ml. a— m/. 1 + 1, 1 ejufdem potcftatis per

fe&tae pofitivæ a* loco m fcribatur quælibet fra

&tio negativa -, i : n ; vertetur ea in hanc aliam

*-• ( l. a ) ; m -+- ( l , i ) ; m + 1. 1 , five etiam

( — 1. a + /. 1 + ml. 1 ) ; m. Quare pro pote

ftatibus imperfeétis negativis ed res redit , ut

oftendamus,logarithmum ipfius a- i;* effe (-la,

* l , 1 + ml. i ) : m. Quod quidem abunde li

•,„,,,,;, quet. Nam, quum a-*37idem fit * , ac 1 : v:a;

•%.%$. erit * /, a"**" æqualis l. i + l • 1 - /. v a.

*art. 937, Eft autem 1. v*a * idem , ac (l. a + ml. 1 —

1. i ); m.Itaque erit 1. a-*:* æqualis h. 1 + l . 1

-• (/. a — al. i -+- l. 1 ); m , hoc eft (•- /. o

+ 1, 1 + nl. 1 ) ; m. -

*art.93o, 942. Regula ergo , fuperius * tradita , pro

transformandis expreffionibus logarithmicis ea

rum poteftatum,quæ funt perfeétæ pofitivae,ob

tinet , tam relate ad poteftates imperfeétas pofi

fitivas, quam relate ad poteftates negativas, tum

perfeétas , cum imperfe£tas. Unde , fi ope pote

*4rt.776• ftatum imperfe£tarum tollantur * figna radicalia,

& mediantibus poteftatibus negativis quantita

*ar*76*• tes fraétæ revocéntur • ad integras; licebit , una

eademque regula cujufcumque quantitatis ex

prcflionem logarithmicam transformare.

943. Regula autem ita fe habet. Capiantur

logarithmi quantitatum componentium, quibus

• /

- V©
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;
*

velut coefficientes præfigantur ipfi earum quan

titatum exponentes , fuis propriis fignis affe&i.

Deinde ex fumma eorundem logarithmorum

4ubducatur logarithmus unitatis , totics fum

ptus , quot funt quantitatis dimenfiones , una

dempta, Et refiduum erit expreffio logarithmi

ca quæfita , Ubi tamen notandum , quod nume

rus dimenfionum propofitæ quantitátis capi de

bet, colligendo fimul exponentes, fuis propriis

fignis. Nam eæ quantitates componentes, quæ

exponentes habent negativos , non augent , fed

minuunt numerum dimenfionum. -

944. Oporteat itaq;primum,exprimere loga

rithmum hujus quantitatis a3b4 ; c*d.Sane,quum

quantitas ifta fit fraétio , revocabitur ad quanti

tatem integram, fcribendo a3b4c-*d-t . Quare

fumma ex logarithmis quantitatum componen

tium , quibus ipfi earum quantitatum exponen

tes,fignis fuis propriis,fint adfcripti,erit 3/. a +

41. b— 2l. c — il. d. Et quoniam numerus

fuarum dimenfionum eft 3 + 4 -- 2 --• i , five

etiam 4; idem,unitate minutus, erit 3 . Unde lo

garithmus unitatis, ex fumma illa fubducendus,

ter fumi debet : proindeque erit 3/. a -+- 41. à

— 2 l. c- 1l. d•-• 3l. i , logarithmus propo

fitæ quantitatis.

945. Oporteat etiam,defignare logarithmum

alterius hujus quantitatis a3v}b*c : f/df. Plane,

fublatis ex ea fignis radicalibus, eademquc,velut

fraétione,ad integram quantitatem revócata, ha

bebitur loco ejus hæc alia a3b*:3ci:3f-3:*d-*:*.

Itaque fumma ex logarithmis quantitatum com

ponentium , quibus, fignis fuis propriis, præfixi

fint earum quantitatum exponentcs,erit 31. a +

C c 2 2 ( l.
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2 ( l. b ) : 3 + 1 (l . c ) : 3 — 3 ( l. f) : • •-•

1(1. d) : 2, Et quoniam numerus fuarum dimen

fionum eft 3 + 2 : 3 + 1 : 3 ~ 3 : 2 *-• i : 2,fi

ve etiam 2; idem, unitate minutus, erit 1 . Qua

re logarithmus unitatis, ex fumma illa fubdu

cendus , femel tantum fumi debet : & propterea

fiet propofitæ quantitatis logarithmus 3/. a +

2 (l. b) : 3 + 1 ( l. c): 3 — 3 ( /. f) : 2 --

1 ( 1. d ) : 2 — 1 ( 1. 1 ). -

946. Oporteat demum , logarithmum exhi

bere quantitatis hujus a^vab : c* . Sane , fi ea

radicali figno primum liberetur , tum deinde,

velut fra&tio , ad integram quantitatem reduca

tur;eadem vertetur in hanc aliam a5 : * bi : *c-*,

lUnde, fi capiantur logarithmi quantitatum com

ponentium , iifque , fuis propriis fignis , ea

rundem quantitatum exponentes præfigantur;

fiet fumma eorum logarithmorum S ( /. a ):

2 + 1 ( l. b ) : 2 — 21. c . Quia vero nume

rus fuarum dimenfionum eft 5 : 2 -+- 1 : 2 — 2 •

five etiam i ; idem , unitate minutus , omnino

evanefcet. Quare logarithmus unitatis, ex fum

ma illa fubducendus , nullies fumi debet : proin

deque eadem illa fumma 5 ( l. a ) : 3 -+- 1 (/. b):2

-• 2/. c erit logarithmus propofitæ quantitatis.

947. Cæterum , fi logarithmus unitatis fta

tuatur zero ; idem , quot libuerit fumptus, fem

per zero comperietur. Unde exhibebitur in hac

hypothefi logarithmus cujufvis quantitatis,quæ

fit expers fignorum radicalium , & ad formam

quantitatis integræ fit revocata , longe facilius:

nimirum , capiendo fimpliciter fummam ex loga

rithmis quantitatum componentium , quibus

fuis propris fignisipfi earundem quantitates ex

po

|
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ponentes fint adfcripti. Qua ratione erit 31. a

— 2l. c logarithmus quuntitatis a3c**5 & 5/. a

•-• 5 ( /. 4 ) : 2 — 1 ( /. c ) : 2 logarithmus, al

terius hujus quantitatis a*b-*:*c-*;*.

IV. Logarithmorum fedes geometrica , ubi de

curva logaritbmica.

948. Iximus fupra * , quod ficuti in

eadem progreffione geometrica

includi debent omnes quantitates, quarum quæ

runtur logarithmi; fic eadem progreffio arithone

tica fedes fit oportet omnium quæfitorum lo

garithmorum. Jam , ut in priore progreffione

quælibet quantitas affignabilis comperiatur, pla

ne neceffe eft, ita eam interpolare , ut ratio, qua

termini ejus in infinitum progrediuntur , minus

differat a ratione æqualitatis4quani pro data qua

vis differentia. Unde etiam in fecunda progref

fione omnino opus eft,ut intervallum, quo in in

finitum abeunt termini ipfius , minus fiat quo

cumque intervallo affignabili . .-

949. Id vero quum ita fit, licebit, ex termi

nis utriufque progreffionis figuram quandam

geometricam componere , vel fàltem compofi

tam intelligere , & ad eam confugere , quum

vel , data quantitate , inveniendus eft ejus lo

garithmus ; vel viciffim, dato logarithmo , re

periri debet quantitas , cui ille correfpondet.

Jam enim triangulum fedes eft duarum progref

fionum arithmeticarum , quarum termini proa

grediuntur in infinitum intervallo, minore quo•

vis dato . Ad eundem itaque modum concipi

poterit figura talis , ubi maneat quidem una

- C c 3 ea

*art.9 1 $.
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FIG. 7.

FIG. 9•

earum progreffionum , quæ cernuntur in triam?

gulo ; fed altera fit progreffio geometrica , in

qua ratio , qua abeunt in infinitum termini ejus,

minus differat a ratione æqualitatis , quan pro

data quavis differentia. -

95o. Ut res clarius intelligatur , efto trian

gulum re&tangulum ABC. Jamque , fi in latere

ejus AB capiantur portionès quælibet Ae , Ab,

Ac , Ad , &c. , & ex punétis a, b, c, d, &c.

erigantur perpendiculares aa , bâ, cc , dd, &c.;

fient ipfis Aa , Ab , Ac , Ad , &c. propor

tionales re&tæ iftæ aa , bb , cc , dd , &c. Un

de , fi portiones Aa , Ab, Ac , Ad , &c. confti

tuant progreffionem arithrneticam ; etiam re&tæ

aa, bb, cc, dd, &c. progreffionem aliam arithme

ticam component. Et, fi porro eædem illæ por

tiones concipiantur nunero infinitæ, & differen

tcs a fe mutuo minus , quám pro quavis affigna

bili differentia ; adhuc reétæ da, bb, cc , dd, S&c.

multitudine evadent infinitæ , & abibunt in in

finitum intervallo, quovis dato minore.

951. Eft ergo triangulum re&angulum ABC

fedes duarum progreffionum arithmeticarum, in

quarum utraque termini promoventur in infini

tum per differentiam,quavis data minorem. Sub

fiftat modo in portionibus Aa, Ab, Ac, Ad, &c.

eadem progreffio arithmetica; fed re&tæ, iis per

pendiculariter infiftentes aa, 3b, cc, dd, &c. con

ftituant progreffionem geometricam, in qua ra

tio • qua abeunt iii infinitum termini ejus ,

minus differat a ratione æqualitatis , quam

pro data quavis differentia. In hoc cafu , loco

trianguli , alia habebitur figura , curva quadam

linea terminata. Et ex ipfâ ejus conftitutione

per
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perfpicuum eft , eandem effe veluti fedem geo

metricam omnium quæfitorum logarithmorum.

'952. Hæc autem figura multiplici quidem

ratione differt a triangulo . Primo enim ea, ut

jam di&tum eft , non re&ta, fed curva quadam

linea terminatur • Deinde , quia progreffio geo

metrica , tam afcendendo, quam defcendendo,

promovetur in infinitum • per terminos pofiti- *art.73r.

vos 3 eadem figura , etiamfi utrinque continue

tur, jacebit femper ad eandem partem refpe&u

ipfius AB. Denique, quia ejufdem progreffionis

geometricæ nequit * ullus terminus omnino eva- *art. 73s.

nefcere ; nec etiam curva, per quam figura illa

terminatur , poterit re&tæ AB alicubi unquam

occurrere : licet ea ex parte , verfus quam pro

grqfio geometrica decrefcit, continuo ad eam

accedat.

953. Curva porro,terminans figuram iftam, FIG. 1 e.

communiter a Geometris vocatur logarithmica.

* Et inter alias ejus proprietates hæc quidem eft

præcipua, quod, fi ad aliquod ipfius punétum M

ducatur tangens MT, conveniens cum AB in T,

& exinde demittatur etiam fuper AB perpendi

cularis MN ; intercepta portio NT , quæ fub

tangens dicitur,eft ejufdem ubique longitudinis:

adeo nempe, ut fi re&ta PR tangat eandem cur

vam in alio quovis pun&o P, & ex punéto ifto

demittatur fimiliter fuper AB perpendicularis

PQ ; aequales effe debeant inter fe fubtangentes

duæ NT, QR. -

954. Néque vero difficile id erit oftenderc.

Sint enim Am, Aq termini, qui in progreffione

arithmetica proxime excipiunt ipfos AN , AQ;

{intque etianu mm , pq termini, qui in progreffio

C c 4 ne
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ne geometrica poft ipfos MN, PQ ftatim fubfe

quuntur. Ut ergo Nm, Qq funt nafcentia incre

menta ipfàrum AN, AQ ; fic erunt Mm, Pp in

crementa nafcentia arcuum DM, DQ. Unde,per

*art,44 s. ea , quæ fuperius • oftenfâ funt, poterunt Mm,

Pp confiderari,velut exiguæ re&tæ, coincidentes

cùm ipfis tangentibus MT, PR; adeoque,du&tis

re&is MO, PS,ipfi AB parallelis, erit, ut NT ad

MO, ita MN ad Om ; & ut QR ad PS, itaPQ

ad Sp.

• §. Et quoniam ex hypothefi mm , pq funt

termini, qui in progreffione geometrica poft ip

fos MN, PQ ftatim fubfequuntur ; erit, ut MN

ad mm, ita PQ ad pq:proindeque,fubducendo an

tecedentes exTconfequentibus, crit etiam, ut

MN ad Om, ita PQ ad Sp . Eft autem MN

ad Om, ut NT ad MO , five Nm ; eftque

etiam PQ ad Sp, ut QR ad PS, five Qq. Quare

erit quoque , ut NT ad Nm , ita QR ad Qq.

Jam vero exiguæ re&tæ Nm , Qq inter fe funt æ

quales ; quum ex hypothefi Am , Aq fint termi

ni, qui in progreffione arithmetica proxime ex

cipiunt ipfos AN,AQ, Itaque etiam fubtangen

tes duæ NT, QR æquales erunt inter fe. -

936. Elegafiter autem contrahi poteft de

monftratio in hunc modum . Ratio , quam ha

bet MN ad mm , eft illa eadem , qua progrediun

tur in infinitum termini progreffionis geometri

cæ . Quare erit ubique eadem ; & confequen

ter eadem pariter erit ubique ratio , quam habet

MN ad Om . Eft igitur MN : Om quantitas in

variabilis . Sed hujufmodi eft etiam Nm , five

1MO 3 quum fit intervallum , quo abeunt in infi

nitum termini progreffionis arithmeticas . Itaque

-
fa

-
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fa&um MN. MO : Om erit pariter quantitas in

variabilis ; adeoque , quum fa&tum iftud fit valor

fubtangentis NT , etiam fubtangens NT inva

riatæ longitudinis erit.

957. Sed oftendamus modo , quomodo, ope

fiujus figuræ, data qualibet quantitate, exhibe

ri poffit ejus logarithmus ; & viciffini , dato lo

garithmo , invenienda fit quantitas , cui ille cor

refpondet . Hunc in finem definienda eft pri

mum in ea perpendicularis, quæ velut unitas de

bet haberi. Et quoniam fubtangens curvæ loga

rithmicæ eft • ejufderh ubique longitudinis 3

aequum eft, velut unitatem habere earn perpen

dicularem, quæ fubtangentem adæquat. Quum

que ad calculi facilitatem • non parum condu

cat , ut zero fit logarithmus unitatis ; efficien

dum eft quoque , ut pun&tum, in quod cadit

perpendicularis illa , fit commune principium

terminorum progreffionis arithmeticæ.

958. Hinc punétum A in ea,quam habet,poa

fitione erit quidem commune principium termi

norum progreffionis arithmeticæ, fi perpendicu

laris AD adæquet fubtangentem NT:aliter enim

co ufque promoveri , aut retrahi debet , donec

AD ipfi NT æqualis evadat. Hac autem æquali

tate fuppofita , & affumpta AD velut unitate;

jam zero erit logarithmus ipfius unitatis. Unde,

fi alterius cujufvis quantitatis logarithmus ef

fet exhibendus , abfcindatur ex AD produ&ta,

fi opus, portio AE, quæ fit ad AD, ut eft pro

pofita quantitas ad unitatem ; & duéta per puri

&tum E re&ta EM , ipfi AB parallela , quæ loga

rithmicæ occurrat in M , fiet EM logarithmus

quaefitus . Nam , demiffa fuper AB perpendi

Cl}-

*art.953:

&t»**. -
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culari MN, æquales erunt inter fe, tam duæ AE,

MN • quam duæ EM, AN.

939. Jarfi termini progreffionis arithmeticae,

ut fünt pofitivi , quum ex A tendunt verfus B;

ita per coritrarium evadunt negativi , quum vi

ciffim ex A tendunt ad plagam oppofitam. Unde

fimiliter logarithmus iriventus EM erit pofiti

'vus , fi AE major fuerit , quam AD ; erit vero

negativus, fi per contrarium fuerit minor. Et,

ob eandem rationem , quum , dato logarithmo,

oportet invenire quantitatem,cui ille correfpon

det, femper quidem datus logarithmius capi de

bet fuper AB, ut perpendicularis, ei correfpon

dens , referat quantitatem quæfitam ; verum lo

arithmus ille capiendus eft ex A verfus B,

quum afficitur figno+ } & viciffim ex A ad par

tem contrariam, quum figno *-• affe&us repe

titur •

V. Gemefis , &• matura qaantitatam, qaae dicam.

tur exponentialer.

96o. Atura , ac proprietatibus quam

titatum logarithmicatum expo

fitis, haud arduum rhodo erit intelligere , quo

modo ex iis trahant originerh fuam quantitates

exponentiales, & quæ fit natura;, ac indoles ipfù

rum.Ordiemur;autem ab illis,quarum exponentes

funt numeri radicalesJarfique vidimus,quod,exi

ftente zero logarithmo unitatis, & referente 1,4

logarithmum Tipfius 4, effe debet al. a logarith

nus ipfius aa , e- 31. a logarithmus ipfius a~*

a( l. a ) : 3 logarithmus ipfius a*;? , &- 3(l.

g) ; 4 logarithmus ipfiusg*** • Quare vij*.
a.
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f, a fit quantitas , cui correfpondet 1. a ; erunt

aa , a-3 , a*:3 , a~3:4 quantitates , ad quas refe

runtur 2/. a • - 31. a , 2 ( l. a ) : 3 , — 3

( h . a ):4.

961. Generaliter ergo ftatui poteft, quod fi

a fit quantitas , cui correfpondet /. a; & habea

tur logarithmius alter , qui fit ad 1. a in ea ra

tione , quam habet quilibet numerus m ad uni

tatem ; alter ifte logarithmus referri debet ad

eandem quantitatem a , elevatam ad eam po

teftatem , quam defignat numerus m , hoc eft ad

g*. Sed nihil vetat,pro numero m fumere quem

cumque numerum radicalem . Uude quantitas,

cui talis logarithmus correfpondet , effe debet

quantitas d,elevata ad eam poteftatem, cujus ex

ponens fit numerus ille radicalis ; adeoque erit

una ex iis quantitatibus exponehtialibus , de

quibus eft fermo. -

962. Ut,quia (1. a)v 3 eft ad 1. a, ut V3 ad

1 ; non alia erit quantitas , ad quam refertur ( /.

a )vg , quam ipfa quantitas a, elevata ad pote

ftatem, cujus exponens fit v3 . Similiter, quia

( l. a )v35 eft ad 1. d , ut v35 ad 1 ; invenietur

quantitas , cui correfpondet ( l. a)v35 , elevan

do quantitatem a ad eam poteftatem, cujus ex

ponens fit v3 5 . Atque ita , fi oporteat inveni

re quantitatem, cui velut logarithmus corre

fpondeat ( 1 . a) v3 ( 3 : 2 ) , elevanda erit

quantitas a ad poteftatem talem , quæ habeat

v3( 3 : x ) pro fue exponente 5 quandoquidem ,

£g)v, (***) et ad i. e,utsav (3 : •)Ad I.

963. Hæc itaq;eft genefis earum quantitatum

exponentialium, quæ habent pro fuissspe;-
u®!

[
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bus numeros radicales . Sed oftendamus modd

naturam , ac indolem iftarum quantitatum . Et

quidem jam vidimus fupra * , oriri numeros ra

dicales , quum rationes quantitatum incommen

furabilium quæruntur , non jam inter numeros

inexprimibiles, in quibus habent fuas proprias

fedes ; fed inter eos , qui exprimi , enunciarique

poffunt. Inde vero facile erit inteHigere, eof

dem numeros radicales non aliud effe , quam

quotientes, qui ex mutua duorum numerorum

inexprimibilium divifione oriuntur.

964. Ut fi ratio , quam habet latus quadrati

ad fuam diagonalem , quærenda effet in fede fua

propria ; eam , velut quantitatum incommenfu

rabilium , per duos numeros inexprimibiles o

porteret exhibere • Quare , quum dicimus ,

eandem illam rationem æqualem effe ei , quam

habet i ad v2 ; etiam ratio ifta , ad natura

les fuos terminos revocata , per duos numeros

ineffabiles effet exhibenda. Unde , fi duo iftiuf.

modi numeri vocentur m , & m 5 fiet, ut m ad m,

ita 1 ad v 2:proindeque crit v 2 æqualis quotien

ti , qui oritur , dividendo m per m.

965. Eodem argumento oftendernus , quem

cumque alium numerum radicalem effe quotien

tem , ortum ex mutua divifione duorum nume

rorum inexprimibilium. Unde, quid fibi velint

quantitates exponentiales , quæ habent pro fuis

exponentibus numeros radicales; liquet abunde.

Plane enim a°:3 eft radix tertia ipfius aa; & a*:;

eft radix quinta ipfius a*. Quare ad eundem mo

dum, fi m , & m referant adhuc numeros inexpri

mibiles , ex quorum mutua divifione oritur v2;

guantitas 4 » gleyata ad v2 , erit ea radix ipfius

1p
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gm, quam defignat numerus m.

966. Generaliter ergo quantitas quæcumque

exponentialis , quæ habet pro fuo exponente

numerum aliquem radicalcm pofitivum,velut po

teftas quædam imperfe&ta pofitiva debet haberi ;

quum,ad inftar poteftatum imperfeétarum pofiti

varum , non aliud fignificet , quam radicem ali

quam extrahendam ex aliqua ejus quantitatis

perfe£ta potcftate pofitiva. Nec fáne aliud in ea

peculiaris occurrit,quam quod fit numerus inex

primibilis ; tum exponens perfe&tæ poteftatis

pofitivæ , ad quam quantitas elevata reperitur;

çum index radicis , quæ ex iftiufmodi ejus quan

titatis perfe&ta poteftate pofitiva erui debet.

^ 967. Fieri autem poteft, ut exponens quan

titatis exponentialis , fit quidem numerus ali

quis radicalis , fed affeétus figno negativo . Et

quum id contingit , ipfa quantitas exponentialis

iiaturam induet poteftatis imperfe&tæ negativæ;

adeoque defignabit quotientem, qui oritur di

videndo unitatem per radicem aliquam , extra

fìendam ex aliqua ejus quantitatis poteftate per

feéta pofitiva. Nam, fi v2 defignetur , ut prius • •„,,.,«.,

per m : m ; quantitas a , elevata ad- v2 , idem

erit,ac a-*: " ; adeoque tantundem valebit *, ac *art.77s.

i : am: * five etiam 1 : v*a*n.

968. Cæterum , hanc effe naturam earum

quantitatum exponentialium , quæ habent nu

meros radicales pro fuis exponcntibus; fic etiam

conjici poteft. Per ca , quæ fuperius • oftenfa*art.7 ss.

funt , oriuntur poteftates imperfeëtæ , tum pofi

tivæ , cum negativac , interpolando feriem geo

metricain poteftatum perfeétarum interjeétione

aliorum terminorum 5 & habentur exponentcs

alia
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aliarum illarum poteftatum, interpolando pet

interje£tionem terminorum totidem feriem arith

meticam exponentium , qui ad eafdem perfe&as

poteftates referuntur,

969. Jam nihil vetat , utramque feriem fu.

binde interpolatam concipere, ut multitudo ter.

minorum , inter binos quofque interjeétorum,

fit prorfus inexprimibilis ; nec fubinde adau&a

multitudine talium terminorum , earum natura

mutabitur. Erunt ergo adhuc poteftates imper.

fe&ae termini interjeéti in ferie geometrica ; &

erunt adhuc exponentes earum poteftatum ter

mini interpofiti in feric arithmetica. Unde, fi

aliqui iftorum terminorum effe poffint numeri

radicales, erunt aliquæ ex iis poteftatibus quan.

titates exponentiales , de quibus eft fermo,

97o. Fieri vero poffe , ut fint numeri radi.

cales aliqui ex terminis interjeétis in ferie arith

metica ; id liquet abunde.Jam enim multitudo

terminorum , qui inter binos quofque ejus fe

riei concipi debcnt interje£ti, inexprimibilis po

nitur , Quare omnino neceffe eft, ut quifque

ex terminis interje&tis ex mutua duorum nume

rorum inexprimibilium divifione Qriatur: proin

deque, fi contingat, ut in numeris hifce fuam fe- !

dem habeat ratio duarum quantitatum incom

menfurabilium 5 plane fieri debet * , ut fit radi.

calis numerus quotiens, qui ex mutua eorum d

vifione producitur.

97 1. Pergamus modo ad eas quantitaté

expönentiales , quarum exponentes funt ; vd

ipfæ quantitates,ad quas referuntur, ut a- , }*;

c* ; vel quantitates aliæ , ab iis plane diverfae,

ut a* , b* , c* . Ac primo quidem genefis ea

tlInt , {
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rum eft plane eadem . Si enim , exiftente zero

logarithmo unitatis , referat /. w logarithmum

ipfius a 5 nihil vetat , concipere logarithmum

alium , ad quem 1. a fit , ut unitas ad a , aut c.

PIane vero alter ifte logarithmus erit al. a , aut

cl. a . Unde ex theoremate generali, fuperius •

pofito , fiet a* , aut a' , quantitas , cui talis lo

garithmus correfpondet,

972. Quantum ad naturam talium quan

titatum exponentialium , confiderare prius o

portet, quod etfi 1. a fit ad cl. a , ut, eft uni

tas ad c 5 attamen unitas in ifto cafu non eft

abftra&a , feu numerica , fed ejufdem plane

generis cum ipfa quantitate c . Quum ergo in

ferie numerorum paturalium omnes omnino

uantitatum rationes reperiantur 5 licebit , ean

$ illam rationem per duos ejus feriei numeros

exhiberc . Quare fi m , & m fint duo ifti numeri;

erit , ut l. a ad cl. a , ita m ad m : proindeque,

quum fiat cl. a £qualis m (l. a); m,erit a* idem,

ac g* * * »

973. Jam fra£tio numerica m : m , pro quali
tate fui numeratoris, ac denominatoris , vel eft

exprimibilis, vel inexprimibilis. In primo cafu

erit valor ejus numerus aliquis rationalis , five

integer , five fraétus. In fecundo autem cafii fiet

valor ejufdem numerus aliquis radicalis. Unde

confcquens eft , ut quantitas exponentialis a* ,

vel pértineat ad aliquam poteftatum , quas fu

perius*confideravimus, vel etiam, ut fit talis po

teftas ipfius a , quæ habeat prQ fuo exponente

numerhm aliquem radicalem.

974. Et fane , fi quantitates exponentiales,

de quibus eß quaeftio,quum vel ipfae,vel eæ,qui

bus

*art.966;

*art.7 1 4,

71$.
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bus proportione correfpondent,augentur,vel mi

nuuntur,haberent pro fuis exponentibus eafdem

femper , ac invariatas quantitates ; eas , per fub

ftitutionem congruentium numerorum, omnino

ex calculo eliminare liceret. Sed fieri poteft,

ut in earum incremcnto , vel decremento ipfi

etiam talium quantitatum exponentes mutatio

nem patiantur. Quod fane quum evenit , non

aliter, quam fub ea forma , illiufmodi quantita

tes ad calculum funt revocandæ .

975. Ut, fi fuerint x , & y duæ quantitates

fimul crefcentes , aut decrefcentes ; & lex in

crementi , aut decrementi talis fit, ut uni earum

ac maneat femper proportionalis altera y , elevata

ad eam poteftatem,quam defignat x,vel y: omni

no opus eft , ad exprimendam proportionem

iftam generaliter, ac indefinite , exhibere hanc

ipfius y poteftatem per y* , vel per y* ; & non

nifi in cafibus fpecialibus , loco ejus exponentis

variabilis , congruentes numeros fubrogare lice

bit.

976. Ex eo autem , quod iftae quantitates

exponentiales ufui funt nobis tantum , quum fui

exponentes funt variabiles,fa&tum eft, ut eædem

quantitates dicerentur etiam percurrentes. Sed

perfpicuum eft , earum contemplationem in in

finitum abire , Ut enim datur quantitas expo

nentialis x* 3 fic etiam dari poterit ipfius x talis

poteftas, cujus exponens fit xx ; & rurfus alia,

quæ, habeat poteftatem iftam pro fuo expo

nente ; atque ita deinceps . Unde, pro qualitate

exponentis,poterunt in varios ordines diftingui,

F I N IS L I B R I P R I M I.
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11. Sabtra£fio radicalium compo/ftarum. -

111. Multiplicatio radicalium compofitaram .

IV. Aradicalium compo/itaram ad pcteftates

elevatib.

V. Præparatio ad div/ionem radicalium com

po/ftaram.

VI. Divuffo radicalium compo/itaram.

CAP.llI. Extra&fto radicam ex bimomiir.

I. AWatara binomiorum,&mde radices fumt e*:

trabcmdae. - -

•

*
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II. Extra£tio radicis quadratæ ex binomiis.

111. Extra£iio radicis cubicæ ex binoraiir.

IV. Extra£tio aliaram radicum ex binomiir.

V. Geneffs , & calculus radicalium amiverfà- .

lium.

CAP.IV. Natura quantitatum imaginariaram.

1. Gemefis quantitatum imaginariarum.

11. ÄVatara quantitatam pofitivarum , &* me

gativaram.

III. Exijfemtia numeroram negativoram ple

nius vindicata. -

17.gaid proprie fit radicam extra£tio , quod

vè crìterìum proportionis.

P. Impoffibilitas quantitatam imaginariarum

£x proprio fonte dedu£fa.
VI. guantitatam imaginariaram in ordines

diflribatio.

CAP.V. Calcalus qaantitatam imaginariarum

1. Additio , &* fùbtra£tio quantitatam ima

gimariarum. •

II. Multiplicatio,& divifio quantitatam ima

gimariarum.

III. Formatio poteflatam , &* extra£tio radit

cam ex quantitatibus imaginariis.

IV. Genefis , &• calculus imaginariaram com

poftgram,

v. impoffi&ilitas relativa quantitatum imagi

nariarum plenius vindicata.

SECT.III. De calculo fèrierum infi

nitarum,

CAP.I. Diffim£tio quantitatum in indefinite

magnas , &* parvas.

1. Λ'otio7uantitatis , & per quid dif&reta
D d z 11. Ge
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diffèrat a cohtimua.

11. Gemeffs qa&mtitatis, ejafque aagendae , ve}

mimae mdae ratio.

111. Qaamtitatam imdefinite parvaram ortar,

ό• matara.

IV, ®agntitatum iudefinite parvarum im ordi

nes diffimffio.

V. ?heoriæ præcedemtis præclara quædam com

fe5faria,

CAP.lI. Geveffs , & matura ferierum infinita.
1'A?73• -

1. Series mumeroram mataraliam ad examene

7r&£0Culf(!.

11. A/umerorara radicalium , tam item fra

£fivmam matara,ac geneffs explicata.

Ill. Progreffiones geometricæ decrefcentes ad

exarmer, ré%V0C4£æ.

IV. Gemeft ferieram infinitarum ex divißone.

V. Gemefis feriszum infinitarap ex extraftio

me radicum.

VI. Serieram infimitarum motio generaljr.

CAP.III. Series fammabiles , quæ figuratis pri

mi gemeris fiumt.

1. AVumeri Veterum maltamgali , tum items

figarati Receatiorum.

11. Figuratorum primi gemerit praeclara pro

prietas demonflrata.

I/I. Katio colligemdi, tam figuratos , cam pote

fhates mameror&m maturaliam.

1/. 7beorematam praecedemtiam ad figuras gew

- metrjcat applicatio.

V. Prjma claffis ferieram fummabiliam , quæ

figuratis primi gemeris fiamt.

VI, 5ccaffda claffis feri&r#m /ummabiliam,

qvae



qaae figuratis primi gemeris fiunt.

GAP.IV. Series fummdbilium , quæ figuratis

aliorum gemerum fiunt.

1. Gewitorum , & figuratorum omnium ge

- meram proprietas fingularis.

H. Ratio colligendi figuratos cujufque ordinis

im /fmgulit generibus.

AII. ggg ffmt feries fammabiles , quæ figuratis

aliorum gemerum fiamt.

IV. Serier, quæ fiumt jmverfionepoteßatum, &*

radicam mumerorum maturaliam.

V. Solutio propoßti paradoxi , &* examem tbeo

rematis , amde illad derìvatur.

Vl. Emodatio alioram paradoxorum , qaae fwmt

affimia præcedemti.

SECT. IV. De gemerali poteffatumi

theoria.

CAP.I. Variæ poteflatam fpecies explicatæ.

1. A'atara progreffionis oritbmeticæ, & geo

metricæ.

11. Amalogia inter progreffiomem aritbmeti

cam,©* geometricam .

llI. AVatara poteffatam , qaæ dicautar perfe

8fac megativae . -

IV. De poteflatibas imperfe£fis,tam pofitivis ,

cum megativis.

V. Gemefis aliarum poteßatum , & calcabat

omniam per exponemter.

CAP.II.Poteflatum vulgárium formula generalis.

1. Termimoram cujufque poteflatis gemeralis

expreffio.

II. 7'abulæ , terminoram cujufque poteffatis

coefficientes exbibemtis , confitatio.

11 l.



%s*

III. Coefficientiam terminoram cujafque pote

Jlatis e*preffio generalis.

IV. Pofeflatum formula generalis exbibetur.

V. Forrìula afws in conficiendis poteftatibas

affenditur,

cAP.III. Üfus formalæ præcedeutis is conficiem

dis feriebat infinitis.

1. vfus formulæ pro fèriebus, qae oriumtar a

divifione,

11. vfus formulæ pro fèriebus,qu« oriantur a*

- extra£}ione radicum.

1l1. zyfus fórmulæ pro feriebus , quæ ex utro

que fonte oriuwtwr,

IV. Series, figuratos numeros comtimemtes, com

tinúatae , ac interpolatæ.

V. Demonßratio tradita interpolationis , &*

progreffonum aritbmeticarum proprie

tas ßngularis,

VI. GemeráliíTvulgarium poteftatum formulæ

extenfio demonf?rata.

CAP.iv. Alia poteffatam fpecies enodata.

1. Natura , &• proprietates qaantitatam

logaritbmicaram,

11. rram formationes expreffionum logaritbmi

carum ad fuas regalas revocatæ :

III. Redu£iio omnium regularwm præcedem

tium ad unam folam.

JV. Logaritbmorum fedes geometrica , ubi de

curva logaritbmica.

V. Gemefis , &• natura qaantitatum, qaae di

cantar exponentiales.

v.

§.

?

P I N I S I N D I C I S.

\ ER



E R R A T A .

Pag. 24. lin.2. 9b* . leg.

35•

5o.

54•

67.

73.

74*

88.

92•

1 o3.

1 1 4•

1 38.

169.

229.

266.

288.

338.

359•

363•

2. denominatorem

5. ( bc— bd

29. m°

3. 3a4b*d*

1 2. a3b3

14. a3b3

19. 24

3. 3v/33

a6. va*cd

29. cubica ,

9. va*b*cd

22. radicali

1 3. imparis

g. •-• 3

17. - 6* : 443

14. 2 1 . 176o

16. to » 15

I 7. I • 23

3 1. v4a**

13. ( ■• 2. 2 )

9• ap* -

63^

numeratorerfì

(bc -*bd)

£$

ga*b*d*

δ3c3

b3c3.

$4

V32

ά

quadrata

' J3a*b*cd

rationali

paris

— *

»-* b* : 44*.

2 1 : 169o

1o • I 3

I • 2 • 3

V341 f

( 1. 2. 3 )

ip?

M O N 1 T U M.

AEc funt , Benevole Lacrom, errata præ

cipua , quæ priorem hunc librum perlu

ftrantibüs fefè nobis obtulerunt. Si alia öccur

rant , quæ oculos noftros effugerint , ea judicio

tuo corrigenda relinquimus • Vbi autem agitur

de conficiendis feriebus infinitis ope poteftatum

for
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formulæ generalis , novimus , fubftitutiones va

lorum d, e, f, g, &c. , quas diximus fieri debere

fignis probe obfervatis , nonnullis difficultatem

facere. Itaque , ne in eundem locum impingas,

monitum te volumus, quod , ficuti formula il

la refertur , vel ad a -+- ac , vel ad a — ac ; ita

partes ejus formulæ afficiuntur omnes figno -+-,

quum refertur ad a -+- ac ; & alternatim fignis

+, ac - , quum refertur ad a — ac. Hinc,quo

tiefcumque in exemplis fpecialibus partes illac

non oriuntur fubinde affe&tæ 5 tunc mutatioaes

fignorum adfcribendæ funt ipfis quantitatibus

d, e, f, g, &c. : & propterea negative eas acci

pcre oportebit.
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